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NÆRVÆRENDE  Bog  CF  nærmcst  bestemt  for  de  studerende 
ved  Polyteknisk  Læreanstalt.  Den  udgør  i  og  for  sig 
€t  afsluttet  Hele,  men  betragtet  som  Grundlag  for  mine  Fore- 
læsninger fremtræder  den  som  første  Del,  idet  den  kun  om- 
fatter vel  omtrent  en  Trediedel  af  det  under  mit  Fag  henlagte 
Stof.  I  Løbet  af  et  Par  Aar  vil  sandsynligvis  Fortsættelsen 
—  omhandlende  Jærnkonstruktioners  Theori  og  Praxis  — 
følge. 

Der  er  medtaget  adskilligt,  som  ikke  just  kan  forlanges 
ved  Polyteknisk  Examen,  dels  for  at  afrunde  Fremstillingen, 
dels  for  at  antyde,  i  nogle  Tilfælde  at  Grænserne  for  vor  Viden 
endnu  langt  fra  ere  naaede,  i  andre,  at  man  befinder  sig  påa 
usikker  Grund,  hvor  der  trænges  til  nærmere  Udreden  af  Fer- 
holdene.  Bogen  bliver  maaske  derved  mindre  egnet  til  direkte 
Benyttelse  som  elementær  Lærebog,  —  men  her  skulle  jo 
Forelæsningerne  træde  støttende  til;  —  og  naar  de  studerende 
først  ere  gaaede  ud  som  praktiske  Ingeniører,  ville  de  for- 
mentlig have  større  Nytte  af  Bogen  i  denne  lidt  udvidede 
Form.  —  Af  samme  Grund  ere  Noterne  med  Henvisninger  og 
Kildeangivelser  medtagne.  De  fremtræde  just  ikke  altid  som 
egentlige  Kildeangivelser,  da  en  Mængde  af  Stoffet  jo  forlængst 
er  gaaet  over  til  at  blive  Almenejendom;  meget  ofte  er  der 
kun  derved  vist  hen  til  en  god  eller  en  fyldigere  Fremstilling, 
og  Meningen  har  da  været  at  give  en  Vejledning  og  Tilskyn- 
delse til  videre  Studium. 


Af  Forsøgsresultater  er  der  medtaget  forholdsvis  mange, 
navnlig  i  tredie  Afenit  Der  gøres  nu  til  Dags  saa  mange 
Forsøg,  —  hvorimod  Bearbejdelsen  af  det  indvundne  Materiale 
ofte  lader  adskilligt  tilbage  at  ønske,  —  at  det  er  vanskeligt 
at  foretage  et  passende  Udvalg.  Det  ledende  Princip  for  mig 
i  saa  Henseende  har  været:  hvor  Forsøgene  have  ført  tii  Re- 
sultater, hvorom  der  hersker  almindelig  Enighed,  er  der  kun 
exempelvis  anført  en  eller  nogle  enkelte  Forsøgsrækker  for  at 
give  den  rette  Forstaaelse  af  vedkommende  Resultats  Række- 
vidde og  Nøjagtighed;  hvor  der  derimod  kan  gøres  forskellige 
Meninger  gældende,  er  Forsøgsmaterialet  medtaget  i  større 
Omfang.    Det  sidste  gælder  ligeledes  Forsøg  fra  de  senere  Aar. 

Af  den  grafiske  Statik  er  der  i  første  Afsnit  kun  medtaget, 
hvad  der  maa  forudsættes  for  overhovedet  at  kunne  anvende 
den  som  en  med  algebraiske  Udviklinger  sideordnet  Methode. 
Største  Delen  af,  hvad  der  ellers  medregnes  til  grafisk  Statik, 
er  først  meddelt,  —  eller  vil  først  blive  meddelt  i  Bogens 
Fortsættelse,  —  efterhaanden  som  der  bhver  Brug  derfor. 

Af  originale  Udviklinger  findes  der  selvfølgelig  i  en  Lære- 
bog som  denne  ikke  stort;  Opmærksomheden  henledes  dog 
'  t>^:  Behandlingen  af  Søjler,  der  blive  paavirkede  til  Bøjning 
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§  1.  I  den  grafiske  Statik  repræsenteres  en  Kraft  i  Størrelse, 
Retning  og  Beliggenhed  ved  et  Liniestykke.  Retningen  angives 
ved  en  Pilespids  eller  ved  den  Orden,  hvori  de  Bogstaver 
nævnes,  hvormed  Liniestykkets  Endepunkter  ere  mærkede; 
Kraften  AB  virker  fra  A  til  B.  Kraftens  Størrelse  angives  ved 
Liniestykkets  Længde;  ved  Afsætning  af  Størrelsen  maa  man 
altsaa  gøre  Brug  af  en  Kraftmaalestok,  der  kan  være  givet 
derved,  at  V^  betyder  f.  Ex.  n^«  (1^"*  oo  /?'«). 

Hele  den  grafiske  Statik  er  bygget  op  paa  Sætningen  om 
Kræfternes  Parallelogram  eller,  som  vi  hellere  ville  kalde  den. 
Kræfternes  Trekant, 

Som  man  ser,  behøver  man  nemlig  kun  at  tegne  Tre- 
kanten ABC  (Fig.  1,  PI.  1);  man  afsætter  de  to  Kræfter  AB 
og  J5C,  der  skulle  sammensættes,  efter  hinanden  og  faar  da 
Resultanten  som  den  Linie  AC  der  forbinder  de  yderste  Ende- 
punkter af  de  to  Kræfter. 

Ordenen  af  de  to  Kræfter  er  ligegyldig.  Resultantens  Ret- 
ning er  modsat  den  Omløbsretning,  man  faar  i  Trekanten  ved 
at  gaa  ud  fra  Komposanterne. 

Ved  Krafttrekanten  kan  man  ogsaa  opløse  en  Kraft  i  to 
Komposanter  f.  Ex.  med  givne  Retninger  eller  med  given  Ret- 
ning og  Størrelse  af  den  ene. 

§  2.  Kræfter  i  samme  Plan  og  med  fælles  An- 
grebspunkt.   Ved   at    sammensætte   to  af  Kræfterne,   deres 

A.  Ostenfeld:   Teknisk  Blastioitetslære.  1 


cd  «  faåflnMlr  Krafi  o.  ^  fr.  |Fi^  2.  PL  1)  kommir 
Krt^polifgvn  ABCDE.  bror  aUr  KnpRmie  at 
i  Hier  tnnaMln.  Li^m  fra  KraflpokgomM 
I  A  til  dens  EndrfMuikl  E  anf^ver  Re&ultaolig 
af  aOc  KrKflenie  i  SlanTl!«  af>  Retchie:  m  hvilken  som  heht 
LisK.  der  tortmndtT  to  Mnkrlsptd^ei-  i  Kraftpolygonen,  et  Be- 
Mittant  af  <fe  mHlemliffinHle  Knrnrr 

Hamtatilrra  ftrtning  er  en  taadan,  at  Kraftfiolggonens  Oor- 
Itttretniag  bliitr  afhrvdt.     Ordeom.  b»iri  Krx-HiTne  atibrin| 
i  KraftpolrgcMieti.   er  ltf:r|;Tkiig .  da  det  i  $  1   saas.    at  to  [laa 
hutandm  lolfrDde  Kn-flrr  IniflDc  ombrtln 

T^I  IJgevagi  af  Krsdler  med  Isrilr*  Anjtrrlnpunkt  fonlra 
al  4n»  RruUtaal  skal  blive  Nol.  alt^aa  al  Kraflpoliiifonen 
åkat  lakke  åg.  Dfite  ^il  v^rr  'Hlfa-ldel.  naar  Suniiiim  a[  ^ 
dernMi  Frujekliooer  paa  to  vilkaariipc  rrtte  Linier  er  Ntil,  ng 
(Imuner  altiaa  med  den  bekcndlr,  aQaljiiskp  Ligeviv^lsbc- 
linfjt^M-.  —  Kt  Knnpolyguncn  lukket.  \-il  dm»  OniIeI)srctning 
vare  aafbrudl.  allKan:  naar  Avi  rr  l.itjttxrgl.  haves  rn  lukkcl 
Kr»npol«-K"n  med  u»p>ruill  Omløbsrrtniny,  hvorimod  ni  liirkkf 
Krtrftfr  "y  dtm  Hnultrinl  danne  en  lukket  Krnftpo)y((iin  iiitnl 
afbrudt  Omløbarftntnfi. 

j}  .T  Kra-fter.  der  lif^ge  pan  en  vilknarlig  Maadf 
i  en  Plan.  For  at  samniensirlle  saodanne  Kra-llcr  iiiaa  mun 
ronidcit    Kradjiolyfiunen,    (ier    givfr   Keso Himlens   Storrelse  t^ 
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jre  BO  og  OCy  o.  s.  v.  I  Linien  //  virker  der  altsaa  de  to 
;e  store  og  modsat  rettede  Kræfter  OB  og  BO,  ligeledes  i 
r  Kræfterne  OC  og  CO;  kun  i  den  første  og  sidste  Tovpoly- 
nside,  /  og  IV,  haves  kun  én  Kraft  liggende. 

Ved  den  angivne  Konstruktion  er  det  oprindelige  Kraft- 
stem følgelig  erstattet  med  de  to  enkelte  Kræfter  AO  og  OD, 
rkende  i  Linierne  /  og  IV,  og  derved  have  vi  tillige  fundet 
jsultanten  af  alle  Kræfterne,  da  den  nemlig  gaar  gennem 
æringspunktet  for  /  og  IV  og  i  Størrelse  og  Retning  er  be- 
jint  ved  AD, 

Ved  at  vælge  Polen  O  forskelligt  kan  man  faa  uendelig 
ange  Tovpolygoner,  og  deres  Antal  forøges  endnu  en  Gang 
det  uendelige  derved,  at  man  kan  trække  den  første  Side 
kaarligt;  da  de  givne  Kræfter  imidlertid  kun  have  én  Re- 
liant, maa  første  og  sidste  Side  i  alle  Tovpolygonerne  skære 
tianden  paa  dennes  Retningslinie. 

Tovpolygonen  giver  os  naturligvis  Resultanten  af  hvilke 
m  helst  paa  hinanden  følgende  Kræfter;  Siden  før  og  efter 
_betragtede  Kræfter  —  altsaa  hvilke  som  helst  to  Tovpoly- 
nsider  —  maa  følgelig  skære  hinanden  paa  samme  rette 
nie,  enten  de  høre  til  den  ene  eller  den  anden  af  de  uende- 
;  mange  Tovpolygoner. 

For  at  der  kan  være  Ligevægt,  maa  for  det  første  Kraft- 
lygonen  lukke  sig.  Dette  er  imidlertid  ikke  tilstrækkeligt, 
ig.  4,  PI.  1),  idet  Kraftsystemet  i  saa  Fald  som  Regel  vil 
duceres  til  et  Kraftpar.  For  at  ogsaa  dette  skal  forsvinde, 
aa  dets  Arm  være  Nul,  d.  v.  s.  Tovpolygonsiderne  /  og  // 
ulle  falde  ud  ad  samme  Linie,  Tovpolygonen  maa  lukke  sig. 
3nne  Betingelse  ses  ogsaa  at  være  tilstrækkelig.  De  nævnte 
gevægtsbetingelser  stemme  med,  den  bekendte  analytiske 
)rm,  der  forlanger,  at  Kræfternes  Projektioner  paa  to  vil- 
larlige  Linier  og  at  Kræfternes  Momenter  med  Hensyn  til 
vilkaarligt  Punkt  skulle  være  Nul. 

Til  at  bestemme  en  Tovpolygon  fordres  der  tre  Betingelser, 
liget  af  Polen  svarer  nemlig  til  to  Betingelser  (ensbetydende 
ed  Valget  af  Retningen  af  to  Tovpolygonsider),  og  desuden 
n  den  første  Side  trækkes  gennem  et  vilkaarligt  Punkt. 

§  4.  Middel trykslinien.  Blandt  de  uendelig  mange 
)vpolygoner,    der   svare   til    de   forskellige   Beliggenheder  af 


§4.  * 

Polen,  er  der  én,  der  ofle  liar  særlig  Inleresse,  nemlig 
man  faar  ved  at  vælge  Polen  i  Kraft  polygonens  Begyndel 
punkt  (Fig-  5,  PI-  1)-  Straalerne  i  Kraftpolygonen  angi\ 
saa  Fald  Størrelse  og  Retning  af  Resultanterne  af  alle  de  f 
gaaende  Kræfter.  Den  første  Straale  falder  sammen  i 
Kraften  1,  den  tilsvarende  Tovpolygonside  ligeledes;  den  nj 
Straale  er  Resultant  af  I  og  2,  den  tilsvarende  Tovpolyf 
side  angiver  Retningslinien  for  denne  Resultant:  den  tn 
Straale  er  Resultant  af  1,  2  og  3,  den  tilsvarende  Tovpolyj 
side  angiver  Kraftlinien  for  denne  Resultant  o.  s.  fr.  Re 
tanten  af  alle  Kriefterne  virker  i  sidste  Tovpolygonside.  Mec 
man  ved  en  almindelig  Tovpolygon  først  faar  Kraflsyste 
erstattet  med  to  Kræfter,  virkende  i  første  og  sidste  Tovpoly( 
side,  og  dernæst  kan  sammensætte  disse  to  til  en  enkelt 
sultant,  faar  man  her  Resultanten  direkte. 

Denne  specielle  Tovpolygon  kaldes  Middeltrykstinien 
Kræfterne;  den  finder  Anvendelse  ved  Konstruktion  af  ^ 
værker. 


§  5.  Flytning  af  Polen.  Tegner  man  lo  Tovpolygi 
til  samme  System  af  Kræfter  meu  med  forsitellige  Poler,  villi 
til  hinanden  svarende  Sider  i  de  lo  Tniipolyyoner  skære  hinar 
i  Punkter  nf  en  ret  Linie,  piirallel  med  Polernes  Forhindelsesl, 

Man  kan  nøjes  med  at  betragte  en  enkelt  af  Kræfte 
P,  (Fig.  6,  PI.  1.)    og    de    dertil   stodende  Tovpolygonsider 
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I  Linien  cd,  og  Polen  vil  gennemløbe  en  ret  Linie  parallel 
med  cd. 

Thi  ifølge  Beviset  ovenfor  er  Polernes  Forbindelseslinie 
00 1  =7^  cd,  og  dernæst  vides,  at  ogsaa  de  andre  Tovpolygon- 
sider  ville  dreje  sig  om  Punkter  i  cd,  naar  Polen  bevæger  sig 
fra  O  til  Ol. 

De  beviste  Sætninger  kunne  benyttes  til  at  tegne  en  ny 
Tovpolygon  uden  at  finde  den  tilsvarende  Pol;  man  trækker 
blot  de  nye  Tovpolygonsider  gennem  Skæringspunkterne  for 
Siderne  i  den  første  Tovpolygon  og  Polaraxen;  den  nye  Pol 
kan  bestemmes  ved  at  trække  et  Par  Straaler  i  Kraftpolygonen, 
parallele  med  de  tilsvarende  Tovpolygonsider.  Derved  har 
man  ogsaa  et  Middel  til  at  faa  Tovpolygonen  til  at  opfylde 
visse  Betingelser,  f.  Ex.  til  at  gaa  gennem  givne  Punkter  o.  1. 

Vil  man  saaledes  konstruere  en  Tovpolygon,  der  gaar 
gennem  tre  givne  Punkter,  kan  man  gaa  frem  paa  følgende 
Maade : 

Man  tegner  først  en  Tovpolygon  med  en  vilkaarlig  Pol 
Ol,  og  som  gaar  gennem  et  af  de  givne  Punkter,  A  (den 
punkterede  i  Fig.  7,  PL  1).  Dernæst  vælges  en  vilkaarlig 
Linie  AD  gennem  A  som  Polaraxe,  og  man  konstruerer  en  ny 
Tovpolygon  (den  fuldt  optrukne  i  Fig  7),  der  gaar  gennem  det 
givne  Punkt  B,  idet  man  begynder  med  Siden  DB.  Ved  ende- 
lig at  vælge  AB  som  Polaraxe  kan  man  faa  Tovpolygonen 
til  at  gaa  gennem  det  tredie  givne  Punkt  (ikke  udført  i  Fig.  7). 

Ved  den  angivne  Fremgangsmaade  maa  man  tegne  to 
Hjælpe-Tovpolygoner  for  at  finde  den  søgte;  da  Konstruktionen 
imidlertid  har  Betydning  ved  Behandlingen  af  forskellige  Op- 
gaver (Hvælvinger,  3-Charniersbuer),  skal  her  vises  en  simp- 
lere Løsning. 

Alle  de  Tovpolygoner  til  et  givet  Kraftsystem,  der  gaa 
gennem  to  faste  Punkter,  have  ifølge  det  ovenfor  viste  deres 
Poler  liggende  paa  en  ret  Linie,  parallel  med  de  to  Punkters 
Forbindelseslinie.  Vi  ville  begynde  med  at  bestemme  dette 
geometriske  Sted  for  Polen. 

Naar  man  skal  bringe  to  Sider  i  en  Tovpolygon  til  at 
gaa  gennem  to  givne  Punkter,  A  og  B,  kan  man  nøjes  med 
at  betragte  disse  to  Sider  og  Resultanten  af  de  mellemliggende 
Kræfter.  I  Fig.  8,  PL  1,  er  /?  denne  Resultant,  /,  //  en  vil- 
kaarlig  Tovpolygon    (med  Polen  Oi)    til   Kraften   R.     Linierne 
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Aai  og  Bb\,  der  skære  hinanden  i  c  paa  R,  danne  en  ny  Tov- 
polygon med  Polen  O*.  De  to  Tovpolygoners  tilsvarende  Sider 
skære  hinanden  i  m  og  fci,  hvorfor  oifci  :^  OiO*.  Lader  man 
nu  Tovpolygon  siderne  Aai  og  Bbi  dreje  sig  om  A  og  B,  maa 
Polen  gennemløbe  Linien  Otm  ^  AB,  og  naar  To^polygon- 
siderne  specielt  ere  blevne  parallele  med  H  {Aa  og  Bb),  er 
Polen  kommen  i  in.  Men  saa  er  Oxm^ab,  af  samme  Grund 
som  ovenfor  førte  til  OiO*  ^  oifti.  Det  søgte  geometriske 
Sted  Otm  for  Polen  findes  derfor  ved  at  trække  Aa  og  Bb 
parallele  med  R,  Oim  ^f:  ab  og  Otm  ^  AB. 

Samtidigt  med  at  Aai  og  Bh\   dreje  sig  om    .4  og  fi  <^ 

Polen    gennemløber    Otm,  ville    Polaraxerne    aibx,    ab gaa 

gennem  et  fast  Punkt  M  i  AB\  thi  Trekanten  a\b\c  glider  med 
sine  Vinkelspidser  paa  tre  rette  Linier  gennem  samme  Punkt, 
medens  to  af  dens  Sider  dreje  sig  om  Punkterne  A  og  B;  den 
tredie  Side  a\bi  maa  saa  ogsaa  dreje  sig  om  et  fast  Punkl 
paa  AB. 

Den  oprindelige  Opgave,  at  tegne  en  Tovpolygon  gennem 
tre  givne  Punkter,  A,  B  og  C,  er  selvfølgelig  løst,  naar  man 
har  faaet  Polen  bestemt.  Da  Tovpolygonen  skal  gaa  gennem 
A  og  B,  maa  Polen  ligge  paa  en  Linie  parallel  med  AB,  der 
bestemmes  som  ovenfor,  og  paa  samme  Maade  finder  man 
en  anden  Linie  parallel  med  BC  som  geometrisk  Sted  for  Polen. 
Den  almindelige  Løsning  Or  vist  i  Fig.  9,  PI.  2.     Dfr  er  forst    i 
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Opg.  1.  Konstruer  en  Tovpolygon  til  et  givet  Kraftsystem,  saaledes  at 
-den  gaar  gennem  to  givne  Punkter,  og  at  en  af  Siderne  har  en  given  Ret- 
ning, eller  at  Polen  i  Kraftpolygonen  har  en  given  Afstand  fi-a  Kræfternes 
Resultant. 

§  6.  Parallele  Kræfter.  Alt,  hvad  ovenfor  er  meddelt 
om  Kraft-  og  Tovpolygoner,  gælder  selvfølgeligt  ogsaa  her; 
kun  bliver  Sagen  ofte  simplere. 

I  Fig.  10,  PL  1,  er  tegnet  en  Kraft-  og  Tovpolygon  til  de 
tre  parallele  Kræfter  1,  2  og  3.  Kraftpolygonen  bliver  til  en 
ret  Linie,  Kraftlinien ;  Resultantens  Størrelse  er  den  algebraiske 
Sum  af  Komposanternes.  Polens  Afstand  fra  Kraftlinien  kaldes 
^oldistancen.;  den  maales  almindeligt  vinkelret,  men  kan  lige- 
saa  godt  maales  skraat  i  en  bestemt  Retning. 

Den  grafiske  Form  for  Ligevægtsbetingelserne  er  den 
samme  som  ovenfor. 

I  Fig.  11,  PL  2,  er  tegnet  Kraft-  og  Tovpolygon  til  et 
Kraftpar.  Kraftpolygonen  lukker  sig,  idet  Kraftlinien  AB  skal 
gennemløbes  to  Gange  i  modsat  Retning;  OA  er  altsaa  en 
Dobbeltstraale.  Første  og  sidste  Tovpolygonside,  /  og  //,  ere 
begge  parallele  med  OA  og  altsaa  indbyrdes  parallele.  Det 
givne  Kraftpar  kan  erstattes  af  et  nyt  Kraftpar,  dannet  af  to 
Kræfter  af  Størrelserne  AO  og  OA  og  virkende  i  Linierne  / 
og  //.  De  to  Kraftpars  Momenter  bevises  let  (ved  de  skraverede, 
ligedannede  Trekanter)  at  være  ligestore. 

Ved  Hjælp  af  Tovpolygoner  kunne  følgende  vigtige  Op- 
gaver angaaende  parallele  Kræfter  løses. 

Kraften  P  skal  opløses  i  to  Komposanter  efter  givne,  med  P 
parallele  Linier:  man  tegner  en  Kraft-  og  Tovpolygon  for  P 
(Fig.  12,  PL  2).  Komposanterne  Pi  og  P2,  tagne  med  modsat 
Fortegn,  skulle  holde  Ligevægt  mod  P,  altsaa  skal  baade 
Kraft-  og  Tovpolygon  til  de  tre  Kræfter  lukke  sig.  Tovpoly- 
gonsiderne  før  Pi  og  efter  Pi  skulle  følgelig  falde  sammen  i 
ab,  og  den  dermed  parallele  Straale  i  Kraftpolygonen  kan  nu 
trækkes  og  giver  Størrelserne  af  Pi  og  P2.  Hvilket  af  de  to 
Stykker,  hvori  P  deles,  der  er  Pi  og  hvilket  P2,  findes  ved  at 
lægge  Mærke  til,  at  den  Straale  i  Kraftpolygonen,  der  løber 
hen  til  Sammenstødspunktet  for  P  og  Pi,  skal  være  parallel 
med  Tovpolygonsiden  mellem  P  og  P^. 

Med  samme  Lethed  løses  Opgaven,  naar  man  har  flere 
parallele  Kræfter,    der  alle   skulle   opløses   efter  de   samme  to 


med  Kræfterne  parallele  Retninger,  saaledes  som  det  ofle  fore- 
kommer under  følgende  Form:  En  Bjælke,  paauirket  af  en 
Række  parallele  Kræfter,  hviler  paa  to  Understøtninger,  find 
Reaktionerne  (Fig.  13,  PI.  2). 

Der  tegnes  en  Kraft  og  Tovpolygon ;  ved  den  sidste  findes 
Bel iggen lieden  af  de  givne  Kræfters  Resultant  R,  og  Opgaven 
er  nu  reduceret  til  den  forrige.  Opløsningen  foretages  ved 
Hjælp  af  den  allerede  tegnede  Tovpolygon,  og  det  ses,  at  man 
ikke  behøver  at  finde  Resultanten  først.  Den  Tovpolygon  side, 
ab,  der  lukker  Tovpolygonen,  kaldes  Slutlinien. 

Ved  Hjælp  af  Fig.  13  kan  endnu  en  Opgave  løses,  som 
der  ofte  bliver  Brug  for  i  det  følgende:  Find  Resultanten  af 
Kræfterne  fil  venstre  for  Punktet  C  i  Bjælken  AB. 

Den  søgte  Resultant  er  y  =-  A  +  1  +  2  +  3,  og  herved 
kan  den  naturlig\'is  findes  i  Krnftpolygonen.  Imidlertid  kan 
den,  navnlig  naar  man  har  med  mange  Kræfter  at  gøre,  lettere 
findes  saaledes;  Kraftsystemet  A,  1,  2,  3  kan  erstattes  af  to 
enkelte  Kræfter,  virkende  i  Tovpolygonsiderne  før  A  og  efter 
3.  Tovpolygonsiden  før  A  er  ab,  den  efter  3  er  cd.  Størrelserne 
af  de  to  Kræfter  findes  i  Kraftpolygonen  som  Længderne  af 
de  med  nli  og  cd  paralli-le  Slraaler,  og  Resultanten  af  disse 
to  Kræfter  er  Q  og  findes  som  det  Stykke,  de  nævnte  to 
Slraaler  afskære  paa  Kraftlinien. 

Naar   man    lægger   Mærke  til,   at  nb  og  (■(/  erc  de  tn  Tov- 
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ementet  i  Kraftkurven,  Resultanten  af  en  Række  paa  hinanden 
»Igende  af  de  uendelig  smaa  Kræfter  bliver  Korde  i  Kraft- 
arven. Tovpolygonsiderne  blive  til  Tangenter  til  Tovkurven, 
►e  mellem  A  og  B  (Fig.  14,  PI.  2)  virkende  Kræfter  kunne  er- 
:attes  med  to  enkelte,  der  virke  i  Tovpolygonsiden  før  den 
jrste  og  efter  den  sidste  af  de  betragtede  Kræfter,  d.  v.  s. 
Tangenterne  til  Tovkurven  i  A  og  B,  og  hvis  Størrelse  an- 
ives  ved  Længden  af  de  med  disse  Tangenter  parallele  Pol- 
traaler  i  Kraftpolygonen;  Resultanten  af  Kræfterne  mellem 
L  og  J5  er  altsaa  i  Størrelse  og  Retning  bestemt  ved  den 
Lorde  R*  i  Kraftpolygonen,  der  afskæres  ved  Straaler  parallele 
aed  Tangenterne  i  A  og  B,  og  dens  Beliggenhed  er  bestemt 
ed  Skæringspunktet  for  disse  Tangenter. 

Alt,  hvad  der  ovenfor  er  meddelt  angaaende  Tovpolygoner, 
;ælder  ifølge  den  sædvanlige  Gaaen  til  Grænsen  ogsaa  for 
Povkurver. 

Hvis  man  skal  tegne  en  saadan  Tovpolygon  til  uendelig 
mange,  uendelig  smaa  Kræfter,  er  der  naturligvis  ikke  ande| 
at  gøre  end  først  at  dele  de  uendelig  smaa  Kræfter  i  et  ende- 
igt  Antal  Grupper  og  at  benytte  Resultanterne  af  Kræfterne 
ndenfor  hver  Gruppe  i  Stedet  for  de  uendelig  smaa  Kræfter; 
o  større  man  gør  Kræfternes  Antal,  og  jo  mindre  man  altsaa 
[ør  deres  Størrelse,  des  mere  vil  den  tegnede  Tovpolygon 
laerme  sig  til  den  egentlige  Tovkurve. 

Man  kan  let  bevise,  at  ved  en  saadan  tilnærmet  Konstruk- 
ion  er  den  tegnede  Tovpolygon  omskreven  om  Tovkurven.  I 
^ig.  15,  PI.  2,  har  man  i  Stedet  for  de  uendelig  smaa  Kræfter 
nellem  A  og  B  sat  deres  Resultant  1,  ligeledes  Resultanten  2 
Stedet  for  Kræfterne  mellem  B  og  C.  Tovpolygonen  til  1 
^g  2  er  da  omskreven  om  Tovkurven  og  rører  den  i  A,  B  og 
2;  thi  hvis  man  kendte  Tovkurven,  skulde  man  netop  be- 
stemme Resultanterne  1  og  2  ved  at  trække  Tangenterne  i  A, 
B  og  C,  og  disse  Tangenter  ere  parallele  med  Straalerne  i 
Kraftpolygonen  til  Endepunkterne  af  Korderne  1  og  2  og  danne 
altsaa  netop  Tovpolygonen  for  1  og  2  (med  samme  Pol  som 
Tovkurven). 

Parallele  Kræfter.  Naar  de  uendelig  mange,  uendelig  smaa 
Kræfter  ere  parallele,  kan  deres  Størrelse  være  given  ved  en 
Qelastninqskurve,  d.  v.  s.  en  Kurve,  hvis  Ordinater  p  =  f(^x) 
angive  Størrelsen  af  Belastningen  pr.  Lænqdeenhed.     Den  uende- 


lig  lillf  Krart  i  Punktet  med  Abscisse  .r  er  p.d.x;  altsaa  lig 
Arealelenientet  af  Belastiiingstladeii  (Arealet  mellem  Belast- 
ningskurven og  Abscisseaxen),  og  hele  Belastningen   meUcni  to 

Punkter  med  Abscisser  «  og  b  er  i  pd.v.    allsaa   lif;  Arealet  af 

BelaslningsHailen.  Naar  man  ned  Tegning  skal  finde  Tovpo- 
lygonen til  en  saadan  Belastning  (Fig.  Ifi,  PI.  2,  deler  man 
Belastningsfladen  ved  Ordinaterne  pi,  pt...  i  Strimler  og  be- 
nytter EnkeltkrEpfter  Pi_»,  Pi-s..  .  af  Støn-e  I  se  som  Arealerne 
af  Strimlerne  og  virkende  i  disse  Arealers  Xyngdepunkter;  Tav- 
polygonen til  Pi_s,  Pi-s- •  ■  rører  da  den  egenflige  Tovkune, 
og  Røringsj)unkterne  falde  i  Ordinaterne  pi,  p-  .  (Skillt 
linierne  mellem  Strimlerne). 

Undertiden  har  man  Brug  for  Tookari'ens  Ligning  (paral- 
lele  Kræfter).  1  Fig.  17,  PI.  2,  er  der  lagt  et  vtlkaarligt  Koor- 
dinatsystem; man  har  da: 

^  "^         -  dx         h  ' 

hvor  Pj.  betegner  Størrelsen  af  Belastningen  umilom  Punktcme 
a  (h^^s  Tangent  er  parallel  med  .Y-Axen)  og  (.v,  tj).  h  Poldi- 
stancen;  øverste  Fortegn  skal  bruges,  naar  Tovkurven  veniler 
Konkaviteten  i  den  ])ositive  V-Retning,  nederste,  naar  Konka- 
\iteten  vender  i  den  negative   l'-Retning. 

Idet  dPy  =  pdx.  bliver  Tovkunens  Diirercntiailigning: 
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/er  y  =^  O,  -^  ^=  0.      Tovkurven  er  altsaa  en  Parabel  med 

)ppunkt  i  Begyndelsespunktet  og  lodret  Axe  (Kraftretningen 
rudsat  lodret). 

Da  denne '  Parabel  ofte  benyttes  i  det  følgende,  skal 
r  vises  en  simpel  Konstruktion  af  dens  Punkter.  I  Fig.  18, 
.  3,  er,  saaledes  som  det  sædvanligt  vil  være  Tilfældet,  givet 
)ppunktet  A,  Tangenten  i  Toppunktet  AB  og  Punktet  C. 
irabelpunktet  i  Verticalen  Mm  findes  da  ved  at  trække  AC, 
r  giver  Punktet  mi,  dernæst  mim*  ^  AB,  og  endelig  Am^, 
r  giver  det  søgte  Punkt  m.     Man  har  nemlig: 

ly*  yy  T* 

Mm  =  -r-  .  Bm2  =  -,-  .  Mmi  =  -^.BC. 
lir 

Konstruktionen  gælder  ogsaa  for  skævvinklede  Koordinater 
aar  BC  er  Diameterretningen  for  Tangenten  AB). 

Der  er  endnu  et  Tilfælde  af  kontinuerlig  fordelt  Belast- 
ng,  som  det  kan  have  Interesse  at  undersøge,  nemlig:  kan 
elastningskurve  og  den  tilsvarende  Tovkurve  falde  sammen?     f 

Differentialligningen  for  den  Kurve,  der  opfylder  den 
ævnte  Betingelse,  er: 

d^ ^ 

dx'  h  ' 

let  Belastningskurvens  Ligning  skal  være:  p  =  y,  hvor  y 
'  Tovkurvens  Ordinat.  Det  negative  Fortegn  skal  benyttes, 
et  vi  ville  forudsætte,  åt  det  Stykke  af  Kurven,  der  skal 
'Uges  som.  Belastningskurve,  og  hvorom  der  altsaa  alene  er 
ale,    baade  skal  begynde  og  ende  med  Ordinaten  Nul;    og  i 

la  Fald  indser  man,  at  y  og  -7-^  maa  have  modsat  Fortegn. 

Integration  af  Differentialligningen  giver: 

y  =  Cl  sin  V  -t-.x-\-  C2  cos  V -j-.x, 
[  hvis  cT  =  O  skal  give  y  =  O,  faas  £?  =  O  og  altsaa: 

11  =  Cl  sin  V -f-.x, 

h 

En  af  de  tilbageværende  Konstanter,  Ci  og  h,  kan  be- 
mmes  ved,  at  f.  Ex.  x  =  I  skal  give  y  =  O,  hvorved 

Cl  sin  V -^.l  =  0. 
h 


Heraf  faas  enten  Ci  =  O,  altsaa  det  selvfølgelige  Resullal, 
at  til  Belastningskurven  p  =  tj  =  O  svarer  Tovkur\'en  i;  =  O, 

eller  li  =      '— „ , 

hvor  n  er  et  helt  Tal;  i  sidste  Tilfælde  er  Kunens  Ligning; 

ij  =  Cl  sin  --.X. 

Den  søgte  Kurve  er  en  Sinusoide,  hvis  Maxiinuinsordinal 
er  Cl,  altsaa  vilkaarlig. 

Det  fundne  Resultat  faar  Betydning  ved  Beregning  al 
Søjler  1§  63), 

Opg.  3.     Pind   Tovkurvens  Ligning,    naar  Belanlnlngt 
dlnatenie  til  Tovkurven  selv.  maaJte  ml  fra  en  vandret  Linie,  der  li^er  pii 
Tovkurvens  konvexe  Side. 

%  8.  Tovpolygoner  som  Ligevjegtsfonner  for  ma- 
terielle Tov-  eller  Stangsystenier.  De  Systemer,  hvorpaa 
der  her  tænkes,  bestaa  af  Stænger  (eller  Tove},  der  lo  dy  to  ere 
forbundne  ved  friktionsløse  Led,  Knudepunkterne,  og  i  disse 
Punkter  paavirkede  af  ydre  Kræfter  (se  Fig,  19,  PI.  3).  Til  Ligevagt 
af  et  saadant  System  kræves  først  og  fremmest,  at  alle  df 
ydre  Kræfter  for  sig,  hertil  medregnet  Reaktioner  fra  fasle 
Understøtnings-    eller    Ophængningspunkter,    vilde    holde  hin- 
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Grt  fra  hinandeUy  i  sidste  Tilfælde  naar  Kræfterne  virke  bort 
ra  Knudepunktet. 

Foruden  den  ovennævnte  Ligevægtsbetingelse,  der  maa 
sere  opfyldt  af  alle  de  ydre  Kræfter,  maa  der  til  Ligevægt  af 
^'stemet  endnu  kræves,  at  der  ikke  er  nogen  Tilbøjelighed  til 
bevægelse  i  noget  enkelt  af  Knudepunkterne.  Hvis  altsaa  et 
knudepunkt  tænkes  skaaret  løst  fra  det  øvrige  System,  maa 
spændingerne  i  de  to  overskaarne  Stænger  holde  Ligevflbgt 
nod  den  ydre  Kraft  i  Knudepunktet;  der  maa  kunne  tegnes 
n  lukket  Kraftpolygon  (Trekant)  for  hvert  Knudepunkt. 

Det  kan  nu  vises,  at  Ligevægtsformen  for  et  saadant  Sy- 
tern  er  en  Tovpolygon  til  de  ydre  Kræfter,  )^ 

Systemet  i  Fig.  19,  PI.  3,  antages  at  have  indstillet  sig  i 
in  Ligevægtsform  ABCD,..;  A  er  et  fast  Ophængningspunkt 
et  friktionsløst  Led),  der  giver  en  Reaktion  efter  Stangen  AB's 
i\etning  og  i  Størrelse  lig  Spændingen  i  AB.  Krafttrekanten 
w  Knudepunktet  B  er  Oah,  hvorved  Spændingerne  Oa  og  bO 
Stængerne  AB  og  BC  ere  bestemte.  Da  disse  to  og  Kraften 
L  holde  hinanden  i  Ligevægt,  er  Omløbsretningen  i  Krafttre- 
kanten uafbrudt;  Spændingen  i  AB  virker  altsaa  bort  fra 
Knudepunktet,  er  en  Trækspænding;  ligesaa  i  BC.  Dernæst 
tegnes  Krafttrekanten  for  Knudepunkt  C;  man  kender  i  For- 
vejen Spændingen  i  BC  og  Kraften  2,  og  naar  Spændingen  i 
CD  skal  holde  Ligevægt  mod  disse  to,  maa  den  være  lig  Siden 
cO  i  Trekanten  Obc;  det  skal  altsaa  passe  af  sig  selv,  hvis 
ABCD. . .  er  Ligevægtsformen,  at  CD  ^  cO.  Paa  samme 
Naade  findes  DE  9^  dO,  o.  s.  v.  Men  Samlingen  af  Kraft- 
trekanter,  som  man  efterhaanden  faar  tegnet,  svarer  aabenbart 
som  Kraftpolygon  med  Polen  O  til  ABCD . . .  som  Tovpolygon, 
hvorved  Sætningen  er  bevist. 

At  omvendt  enhver  Tovpolygon  er  en  Ligevægtsform,  følger 
af  Tovpolygonens   Konstruktion. 

Det  her  viste  gælder  naturligvis  ogsaa,  naar  Knudepunkternes 
Antal  voxer  i  det  uendelige,  medens  samtidigt  Leddenes  Længde 
og  Kræfternes  Størrelse  bliver  uendelig  lille.  Ligevægtsformen 
bliver  da  til  en  kontinuerlig  Kurve,  Systemet  kaldes  en  Bue 
eller  Kæde.  Ligevægtsformen  er  i  saa  Fald  en  Tovkurve  til 
ie  virkende  Kræfter  med  de  i  §  7  viste  Egenskaber. 

Ex.  1.  De  ydre  Kræfter  halvere  Vinklerne  mellem  Sy- 
iemets  Led. 
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SpiiL'ncl ingen  i  en  vilkaarlift  af  Systeniels  Stænger  .4fl  liniles 
ved  at  opløse  Kraften  1  efler  de  i  A  sammenstødende  Lrf 
(Fig.  20,  PI,  3};  Krafttrekanten  bliver  ligebenet.  Spændingerne 
i  de  to  Led  altsaa  ligestore.  Dette  gælder  to  bvilke  som  hel«l 
paa  hinanden  følgende  Led,  altsna  blive  alle  Spændingenif 
lige  store.  Kraft  polygonen  er  følgelig  indskriveltg  i  en  Cirliel 
med  Centrum  i  Polen.  Vinklen  mellem  de  yderste  Polslraaler 
halveres  af  en  Linie  parallel  med  Korden,  der  angiver  Resul- 
tanten af  alle  Kræfterne:  Kr.i'fternes  Resultant  halverer  altsaa 
Vinklen  mellem  de  yderste  Systemdele. 

Ere  alle  Kræfterne  ligestore,  ville  alle  Vinklerne  mellem 
to  paa  hinanden  følgende  SIraaler  i  Kraftpolygonen,  altsaa  og- 
saa  mellem  to  konsekutive  Sider  i  Systemet,  være  lige  store: 
og  ere  endelig  alle  Systemdelene  lige  store,  vil  Systemet  kunne 
indskrives  i  en  Cirkel. 

Dette  sidste  Tilfælde  faas,  naar  man  har  en  Ktrde,  deri 
sin  Ligevætftssiilling  er  paatiirkel  af  ensformkj  fordelte  Kræfler. 
virkende  normalt  paa  Ka-den  {Fig.  21,  I'l.  .')):  Normalerne  her 
svare  til  Haheringslinieme  ovenfor,  fiaade  Kraflpolygon  og 
Ligevægfsforni  blive  da  Cirkelbuer. 

Er  Belastningen  pr.  Længdeenhed  af  Kæden  lig  p,  Kædens 
Hadiiis  r  og  Cenfer\'inkel  a,  haves  Resultanten  af  alle  Kræftemi; 
(efler  Halveringslinien):  P  — =  27'. sin  ^a,  idet  T  er  den  kon- 
stante Spænding.    Betragtes  et  uendeligt  lille  Bueelement  r.dif 
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^inie;  Spændingerne  i  Systemets  Dele  maales  ved  Straalerne 
ra  Polen  O;  her\^ed  faas  strax,  at  Spændingens  Projektion  paa 
Ml   vinkelret  paa   Kraftretningen  er  konstant   (lig  Poldistancen). 

Naar  alle  Kræfterne  ere  lige  store  og  alle  Systemets  Led  have 
amme  Projektion  paa  en  vinkelret  paa  Kraftretningen,  vil  Lige- 
^ægtsformen  være  indskrivelig  i  en  2den  Grads  Parabel,  hvis 
kxe  er  parallel  med  Kræfterne  (Fig.  22,  PI.  3). 

Forlænges  nemlig  alle  Systemets  Led  til  Skæring  med  den 
ølgende  Kraftlinie,  faas  ifølge  Kraftpolygonen,  at  Stykkerne 
c  blive  lige  store.  Lægges  der  nu  en  Parabel  med  lodret  Axe 
»ennem  Punkterne  A,  B  og  C  (derv^ed  er  Parablen  bestemt),, 
/il  der  mellem  Korderne  AB  og  BC  paa  Verticalen  gennem 
'^  afskæres  et  Stykke 

^  =  y2—yo  —  2(yi  —  yo)  =  ya  —  2yi  -f-  yo , 

det  Koordinaterne  til  Punkterne  A,  ^  og  C  ere: 

(xo.  I/o),  (xo  +  a,  f/i)  og  (xo  +  2a,  y«). 

Ved  Benyttelse  af  Parablens  Ligning  x^  =  m.y  faas: 

1  2^2 

k  =  --  [(o^o  +  2a)  2  —  2  (æo  +  a)  2  +  xo']  =  —  . 

k  er  altsaa  uafhængig  af  æo,  og  Parablen  vil  derfor  gaa  gennem 
alle  Systemets  Knudepunkter.  Den  omskrevne  Parabels  Para- 
meter m  kan  bestemmes  paa  følgende  Maade.   Af  Figuren  findes : 

7^  —  -r,  altsaa  k  =  P.t', 
P         h  h 

2a2 
for  Parablen  fandtes :  Ar  ==    —  , 


hvorved  m  = 


m 
2ah 


P  ' 

Den  beviste  Egenskab  vedbliver  at  gælde,  naar  Systemet 
»aar  over  til  at  blive  en  Kæde.  Naar  en  saadan  er  belastet 
med    Kræfter,    der   ere     ensformig    fordelte    over   Horizontal- 

3rojektionen,  bliver  Hvileformen  en  Parabel,  som  allerede  vist 

p 
§  7.    Af  Udviklingen  her  findes,  naar  man  sætter  —  =  jo  (Be- 

astingen  pr.  Længdeenhed),  Parablens  Ligning  at  være: 

y  = 


2h 
temmende  med  Resultatet  i  §  7. 


§9. 
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Kædespændingens  vandrette  Koniposanl  er  konstant,  lig 
Poldistancen  h.  Den  kan  bestemmes,  naar  man  kender  den 
indbyrdes  Beliggenhed  af  3  Punkter  af  Kæden.  Hvis  Kæden 
f.  Ex.  er  ophængt  i  to  Punkter  i  samme  Højde  H  over  det  la- 
veste Punkt  (Begyndelsespunktet  for  Koordinatsystemet)  og  med 
Abscisserne  +  ^  /,   haves  Spændingens  vandrette  Koniposanl 

8H 

Spændingen  T  i  et  vilkaarligt  Punkt  er  lig  Længden  af  den 
Straale  i  Kraftpolygonen,  der  er  parallel  med  Punktets  Tangent 
altsaa 


Paratjien  som  Ligevægtsfon 
delse  ved  Hængebroer. 


for  en    Kæde   finder   Anver 


§  9.  T y n g d e |) u n k t s be s t e m m e  1  s e  for  plane  Are- 
aler, Tyngdepunktet  af  et  plant  Areal  lindes,  som  bekendt, 
ved  al  inddele  i  Arcalelementer,  repræsentere  hvert  Elements 
Areal  ved  en  Kraft  gennem  Elementels  Tyngdepunkt  og 
bestemme  den  Linie,  hvori  alle  disse  parallcle  Kræfters  Resul- 
tant virker;  ved  at  lade  Kræfterne  virke  i  to  forskellige  Ret- 
■  finder  man  to  rette  Linier  gennem  Tyngdepunktet- 
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Arealerne  og  afsætte  dem  efter  en  eller  anden  Maalestok,  eller 
man  kan  grafisk  omforme  de  enkelte  Arealer  til  Rektangler 
med  samme  Grundlinie  og  benytte  Højderne  som^  Kraftstør- 
relser. Fig.  24,  PI.  3,  viser  Omformning  af  Rektanglet  ABCD 
til  et  nyt  Rektangel  AFGE  med  den  givne  Grundlinie  AE  (FB 
'=^  CE).  Kræfterne  skulle  anbringes  gennem  Smaaarealernes 
Tyngdepunkter.  Man  kan  i  den  Anledning  faa  Brug  for  at 
kunne  konstruere  Tyngdepunktet  i  et  Trapez;  en  saadan 
Konstruktion,  som  i  mange  Tilfælde  er  bekvemmere  end  den 
almindelige*),  er  angivet  af  R.  Land**)  og  ses  i  Fig.  25,  PI.  3: 
Tyngdepunktet  T  ligger  paa  Forbindelseslinien  ME  for  Midt- 
punkterne af  de  parallele  Sider,  og  endvidere  paa  Ti  T2  ^  AC\ 
trækkes  BE  7^  AC,  haves  MT  =  ^ME. 

I  et  saa  simpelt  Tilfælde  som  det  i  Fig.  23  forudsatte,  vil 
det  være  hurtigere  at  anvende  en  almindelig  Momentberegning 
end  en  grafisk  Konstruktion.  Den  beskrevne  Methode  faar 
først  Betydning,  naar  det  givne  Areal  er  begrænset  af  for- 
skellige krumme  Linier,  navnlig  naar  det  kun  er  givet  ved 
en  Tegning.  Konstruktionen  udføres  da  mest  praktisk  paa 
følgende  Maade  (Fig.  26,  PI.  4). 

Arealet  inddeles  ved  Linier  parallele  med  den  valgte  Kraft- 
retning i  Strimler  af  konstant  Bredde  og  med  saa  lille  en 
Bredde,  at  Strimlen  nøjagtigt  nok  kan  betragtes  som  et  Rekt- 
angel (i  alt  Fald  saaledes  at  man  strax  nøjagtigt  nok  kan 
maale  en  Middelhøjde  af  Strimlen  med  Passeren) ;  Kraftlinierne 
ligge  da  midt  mellem  Delelinierne,  eller  deres  Beliggenhed  kan 
ved  større  Afvigelser  fra  den  rektangulære  Form  angives  til- 
strækkelig nøjagtigt  ved  et  Skøn.  I  Fig.  26  er  inddelt  i  Strimler 
af  Bredde  f  cm.  undtagen  i  Skinneprofilets  Krop,  hvor  der  er 
anvendt  den  dobbelte  Bredde  for  ikke  at  faa  Arealerne  altfor 
smaa.  Strimlernes  Højde  (Middelhøjde)  kan  nu  benyttes  som 
Kraftstørrelse,  men  da  den  i  Almindelighed  er  for  stor  til  at 
bruges  direkte,  tager  man  kun  en  vis  Brøkdel  deraf,  hvilket 
udføres  ved  en  Reduktionsvinkel  (Fig.  27,  PI.  4)  uden  at  aflæse 
Højdens  Størrelse  paa  nogen  Maalestok:  med  Højden  Oa  i 
Passeren  gaar  man   hen   paa  Reduktionsvinklen,  og  med  det 


♦)  Se  f.  Ex.  Jul.  Petersen:  Statik. 
*♦)  Robert  Land:    Einfluss  der  Schnbkråfte  auf  die   Biegung  etc.     Berlin 

1895.     I  et  "Anhangc  gives  forskellige  Tyngdepunktsbestemmelser. 
A.  Ostenfeld:  Teknisk  EUsticitetslære.  2 
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ene  Passerben  i  a  føler  man  sig  frem,  indtil  det  andet  tangerer 
Linien  Oh;  Længden  ab  afsættes  dernæst  direkte  i  Kraftpoiy- 
gonen;  i  Fig.  27  er  ah  =  \0a.  Hvor  Strimlernes  Bredde  er 
dobbelt  saa  stor  som  normalt,  maa  man  naturligvis  tage  den 
dobbelte  Kraflstørrelse  af  den,  der  direkle  findes  ved  Reduk- 
tionsvinklen.     At  bruge  en  Reduktionsvinkel  for  Højderne  med 

Forholdet        er  ensbetydende   med   at   omforme  Strimlerne  lil 

Rektangler  med  en  »Gange  saa  stor  Grundlinie  som  den  kon- 
stante Bredde. 

Naar  man  paa  denne  Maade  har  faaet  Kraflpolygoncn, 
tegnes  Tovpolygonen  som  sædvanligt. 

§  10.  Bestemmelse  af  stntiske  Momenter.  Summen 
af  Kræfterne  1,  2  og  S's  Momenter  med  Hensyn  til  C  kan 
bestemmes  ved  først  at  finde  Resultanten  R  af  Kræfterne  ved 
Hjælp  af  en  vilkaarlig  Tovpolygon  (Fig.  28,  PI.  3).  Den  søgte 
Momentsum  er  da  lig  R.r.  Ved  Ligedannethed  findes  imidler- 
tid, idet  man  gennem  C  trækker  en  Linie  parallel  med  R: 


U_ 


=  -^   eller  R.r  ^ 


h.y. 


h  er  Afstanden  i  Kraflpolygonen  fra  Polen  til  Resultanten  fl, 
tf  det  Stykke,  der  afskæres  paa  Linien  gennem  C,  parallel  Tued 
R,  af  Tovpoiygonsiden  før  1   og  elter  ii. 
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§  10. 


det  følgende,  har  man  ofte  Brug  for  Momentet  af  en  Række 
paa  hinanden  følgende  af  Kræfterne  i  Systemet  (ikke  altid  af 
dem  alle)  med  Hensyn  til  forskellige  Punkter,  og  naar  Kræf- 
terne ere  parallele,  har  man  da  den  Fordel,  at  Størrelsen  h  er 
konstant  (Poldistancen). 

I  Fig.  29,  PL  3,  har  man  saaledes  Momentet  af  Kræfterne 
1  —  5  med  Hensyn  til  Punktet  C  lig  /i .  y,  af  Kræfterne  3  —  5 
med  Hensyn  til  Ci  lig  A.j/i,  af  Kræfterne  2  og  3  med  Hensyn 

til  C2  lig  /i. J/2. 

I  Fig.  13,  PI.  2,  har  man  Momentet  af  Kræfterne  A,  1,  2 
og  3  med  Hensyn  til  C  lig  h.y,  af  Kræfterne  A,  1  og  2  med 
Hensyn  til  D  lig  h.yi  o.  s.  v. 

Idet  h  her  er  konstant  og  Momentet  altsaa  ligefrem  pro- 
portionalt med  j/,  behøver  man  nu  ikke  hver  Gang  at  fore- 
tage Multiplikationen  af  y  og  h,  men  man  kan  danne  sig  en 
Momentmaalestok  og  lade  det  konstante  h  indgaa  i  Maalestoks- 
forholdet.     Hvis  h  er  afsat  efter  Længdemaalestokken,  bliver 

Momentmaalestokkens  Enheder  -r-  af  Kraftmaalestokkens. 

h 

Ex.     Længdemaalestok :  1:50  (I«'"  =  0,5°*). 

Kraftmaalestok :  1  «^"  =  2  *■. 

Poldistancen  h  =  2,5™. 

Momentmaalestok:  1 «°» .«=  5*"™. 

Hvis  Momentarmene  maales  i  en  bestemt  skæv  Retning,  kan 

man  finde  Momenterne  ganske  paa  samme  Maade,  blot  at  man  nu 

skal  maale  Poldistancen  h  i  samme  Retning  som  Momentarmene. 

Af  det  her  om  Momenter  meddelte  følger,  at  Ordinaterne 

y  i  en  Tovpolygon   til  parallele  Kræfter  blive   multiplicerede 

med  n,  hvis  man  dividerer  Poldistancen  h  med  n;  Produktet 

h.g  skal  nemlig  blive  uforandret. 

Ved  Momentet  af  et  plant  Areal  med  Hensyn  til   en  eller 

anden  Axe  forstaar  man  \xdF,    hvor   dF    betegner   Arealele- 

mentet,  x  dets  Afstand  fra  Axen.  Denne  Størrelse  kan  findes 
ved  en  Tovpolygon  til  Arealet  som  Belastningsflade ;  man  ind- 
deler Arealet  i  Strimler  (Fig.  26,  PI.  4)  parallele  med  Axen  og 
tegner  Kraft-  og  Tovpolygon  (med  Poldistance  hi)  ganske  som 
beskrevet  under  Tyngdepunktsbestemmelsen  (§  9).  Det  Stykke, 
der  afskæres  paa  Axen  mellem  Tovpolygonsiderne  før  og  efter 
de  betragtede  Arealelementer,  er  da  proportionalt  med  Momentet. 
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Hvis  de  Længder,  der  i  Kraftpolygonen  repræsentere  Star- 
reisen  af  Arealelementerne,  kaldes  P,  medens  Strimlernes  Are- 
aler ere  ^F,  haves  z/F  ^  a.P,  idet  1™  tv;  o  cm*.  Har 
som  i  §  9  beskrevet,  inddelt  Arealet  i  Strimler   med   konstant 

Bredde  og  benj'ttet        af  disses   Hojde   som   Kraflstørrelse.  er 

o  lig  n  X  den  konstante  Bredde.  —  Man  har  nu; 

M,y  =  SP.x, 

altsaa  laPx  =  SJF .  x  —  \xdF=  ahjy. 

Momentet  er  af  Dimensionen  cm";  a.  hi  og  y  skulle  altsaa 
alle  maales  som   Længder. 

I  Fig.  26,  PI.  4,  haves  f.  Ex.  Momentet  m.  H.  t.  x-A^en 
af  den  Del  af  Skinneprofilet,  der  ligger  over  x-Axen,  lig 

oftiy  —  3  X  5  X  6,3  —  94,5™', 

idet  y  her  er  Stykket  O  —  7  paa  x-Axen. 

§  IL  Højere  Momenter  af  parallele  Kræfter  eller 
plane  Arealer.  Ligesom  man  ved  det  statiske  Moment  af 
en  Række  parallele  Kræfter  forslaar 

SPx  =  Pi.Ti  +  Paa-i  ■+- 
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*ne  Pi,  P«,  Ps  med  Hensyn  til  Axen  LL,  Man  tegner  først 
Tovpolygon  (den  punkterede)  med  en  vilkaarlig  Poldistance 
(maalt  i  samme  skraa  Retning  som  xi,  X2 . . .);  denne  Tov- 

ilygons  Sider  afskære  paa  Axen  LL  Stykkerne 

Pi  .  Xl      zz ^  P2  .  xs 


1-2  — ^-,  2-3  = 

m  /Il 

Disse  Størrelser  betragtes  nu  som  Kræfter,  virkende  i  de 
mme  Linier  som  Pi,  P2  . . . ,  og  man  tegner  en  Tovpolygon 
2n  fuldt  optrukne)  til  dem;  Kraftpolygonen  lader  man  blive 
[gende  paa  Axen  LL,  Poldistancen  /12  maales  atter  i  x-Ret- 
ngen.  Den  nye  Tovpolygons  Sider  afskære  paa  Axen  LL 
ykkerne : 

(Pl.Xl\ 

"2  til.  tig 

;  dens  yderste  Sider  afskære  altsaa  Stykket 

Px^ 
t  =  S  -, — r- ,  hvoraf  /  =  hi.hz.t. 

Inertimomentet  er  af  Dimensionen  kg.cm^;  en  af  de  tre 
ørrelser  skal  følgelig  maales  paa  Kraftmaalestokken,  de  to 
idre  paa  Længdemaalestokken ;  hvilken  der  maales  som 
•aft,  er  ligegyldigt,    hi  maa  helst  vælges  en  Del  mindre  end 

Fx 
?P,  /12  kan  derimod  godt  tages  en  Del  større  end  ^  S-r-  , 

til 

Mohrs  Methode.     Størrelsen  /  =  SPx^  kan   ogsaa  bestem- 

2s  ved   den   første  Tovpolygon   alene,  idet  man  kan  bevise, 

den    er   proportional    med    det    Areal,    der    indesluttes    af 

)vpolygonen,    dens    forlængede    første    og    sidste    Side    og 

:en  LL, 

Dette    Areal   (skraveret   i  Fig.  30)    kan    nemlig    deles    i  Tre- 
nter,  hvis  Toppunkter  ligge  paa  Kraftlinierne,  og  hvis  Grund- 

lier  ere  de  Stykker  1—2,  2—3 (Fig.  30,  PL  4),  der  af  Tov- 

lygonsiderne   afskæres  paa  Axen  LL.     Trekanternes   Højder 
i:  Xl  sin  Uy^Xi,  sin  a  ....     Hele  Arealet  bliver: 


ET  1  .  PlXi    ,    ,  .  Ptx^    . 

ri  =  i,xi  sina,—z hix2sma.— ; h 

^  /ii      '    ^  hl 


hvoraf:  /  —  -: — .Fi. 

sina 

Hvis  hl  maales  paa  Kraftraaalestokken ,  skal  F  maales 
som  [Længde)' 

Ved  et  plant  Areals   Inertimoment  med  Hensyn  til  en  Axe 

LL  forstaas:  /  —  Vx'dF,  hvor  x  betegner  Afstanden  {vinkelret 

eller  skraa)  fra  Arealelementel  dF  til  Axen.  Det  kan  kon- 
strueres efter  begge  de  angivne  Methoder,  idet  man  inddeler 
Arealet  1  Strimler  parallele  med  Axen  og  erstatter  de  enkelte 
Strimlers  Arealer  med  Kræfter,  virkende  i  Strimlernes  Tyngde- 
punkter og  parallelt  med  Axen  (angaaende  den  praktiske  Ud- 
førelse af  Konstruktionen  gælder  det  i  §  9  sagte). 

Culmann's  Mefhode.  Naar  de  Liniestykker,  der  i  Kraft- 
polygonen repræsentere  Strimlernes  Arealer,  kaldes  Pi,Pt...., 
finder  man  direkte  ved  Konstruktionen:  SPx*  =  bi.bi.t. 

Imidlertid  har  man,  idet  Strimlernes  Arealer  betegnes  ^iF: 
JF  —  a.P, 
hvor  o  er  den  fælles  Grundlinie  i   de  Rektangler,   hvis  Højder 
(PJ  man  har  brugt  som  Kraftstørrelser;    naar  man  altsaa  har 
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paa  de  enkelte  Strimler,  hvori  man  har  delt  Arealet,  faar  man 
hele  Figurens  Inertimoment 

Ved  at  regne  mfid  endelige  Størrelser  ^F  b^g^ar  man 
altsaa  ved  Konstruktionen  ovenfor  den  Fe^  ikke  at  medtaye 
Leddet  JS/o. 

Idet  Inertiradius  i  er  defineret  ved: 

/  =  F,i\ 
faar  man  for  den  enkelte  Strimmel: 

h  =  ^F.i^^  =  h  +  JF.x^  =  ^F(zV  +  x«), 

og  for  hele  Figurens  Inertimoment: 

I  =  Sh  =  SJFA^^, 

hvoraf  ses,  at  man  for  at  undgaa  Fejlen  skulde  lade  Kræf- 
terne P  virke  i  Afstanden  ix  =  Vio^  +  x^  fra  Axen  i  Stedet  for 
i  Afstanden  x. 

Idet  Strimlerne  tilnærmelsesvis  kunne  betragtes  som  Rekt- 
angler, og  idet  et  Rektangels  Inertimoment  med  Hensyn  til  en 
Axe  gennem  Midtpunktet,  parallel  med  de  to  Sider,  er  /o  = 
■fjbh^y  (b  er  Rektangelsiden  parallel  med  Axen,  h  Siden  vinkel- 
ret paa  denne),  ses,  at  SIo  bliver  forsvindende,  naar  man  vælger 
hy  altsaa  Strimlernes  konstante  Bredde,  lille. 

Naar  man  gør  dette,  har  man  da  nøjagtigt  nok: 

/  =  g./ii .  /i2 .  f . 

/er  af  Dimensionen  cm^:  alle  4  Størrelser  skulle  altsaa 
maales  paa  Tegningens  Længdemaalgstok.  a,  /ii  og  h^  kunne 
vælges  som  runde  Tal;  /ii  vælges  helst  mindre  end  Kraft- 
liniens halve  Længde,  hg  kan  derimod  godt  tages  forholds- 
vis stor. 

Mohrs  Methode,  Hvis  man  kunde  konstruere  Tovpoly- 
gonen til  uendelig  smaa  Kræfter  (Arealelementerne  dF)  i  Stedet 
for  til  Strimlernes  Arealer  ^F,  vilde  man  faa  en  kontinuerlig 
Tovkurve,  og  Arealet  mellem  den,  de  yderste  Tovpolygonsider 
og  Axen  vilde  her  nøjagtigt  være  proportionalt  med  Inerti- 
momentet. Naar  man  deler  i  Strimler  med  endelig  Bredde, 
haves  deres  Arealer,  ligesom  ovenfor, 

JF  =  a.P: 


endvidere  er: 


Man  sætter  nøjagtigt  nok: 


/  _  - 


idet  Fejlen,  man  begaar  ved  at  regne  Arealet  Fi  til  Tovpoly- 
gonen, ikke  til  Tovkurven,  er  forsvindende,  naar  man  vælger 
Strimlerne  tilstrækkelig  smalle.  Har  man  til  at  begynde  med 
faaet  inddelt  i  for  brede  Strimler,  kan  man  ofte  nøjagtigt  nok 
tegne  Tovkurven  paa  fri  Haand,  tangerende  Tovpolygonen,  og 
bestemme  Arealet  helt  ind  til  Kurven  efter  Simpsons  Formel. 
Eller  man  kan  betragte  Tovkurven  som  en  Parabelbue 
fra  Røringspunkt  til  Røringspunkt  og  til  Arealet  Fi,  der  er 
begrænset  af  Tovpolygonen,  addere  Parabeitrekanteme  ABCD. 
Arealet  af  ABCD  =  ^^ABC  (Fig.  31,  PI.  3). 

I  Fig.  26,  PI.  4,  er  konstrueret  Inertimomentet  m.  H.  t. 
den  vandrette  Tyngdepunktsaxe  efter  baade  Mohrs  og  Cul- 
mann's  Methoder,  Konstruktionen  af  Kraflpolygonen  (den 
første)  er  forklaret  i  §  9.  Resultaterne  ere  indskrevne  paa 
Tegningen.     Saadanne  Konstruktioner  maa  forøvrigt  helst  ud- 
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— \—^ ;  dernæst  lader  man  disse  statiske  Momenter  virke 

All 

som  Kræfter  parallele  med  a:-Axen,  og  ved  en  ny  Tovpolygon 
tindes  da  Størrelserne 


{Pi .  Xl\ 


Kaldes  det  Stykke,  som  den  2den  Tovpolygons  yderste 
Sider  afskære  paa  ar-Axen,  c,  haves: 

Vi  komme  senere  (§  12)  til  en  anden  Konstruktion,  som 
i  Almindelighed  er  niere  praktisk. 

Kender  man  Centrifugalmomentet.  Zo  med  Hensyn  til  to 
Axer  gennem  Figurens  Tyngdepunkt,  haves  Centrifugalmo- 
mentet  Zab  med  Hensyn  til  to  nye,  med  de  første  parallele 
Axer  i  Afstandene  a  og  b: 

Zab  =  J(^  +  a)  {y  +  b)dF  =  Zo  +  F.a,b. 

Er  den_  ene  af  Axerne  en  Symmetriaxe  for.  Figuren  (ret- 
vinklet eller  skævt)  og  d^U   UUllUll  paialld  med  Forbindelses- 

liniey||^jgjg,r^jmiri^o^r^g]^p    J^  |^o^Too^^,g|jty>jf|^^o1i^r^rr.ont^f 

lig  Nulj  Elementema  .xgcLEr  ere  nemlig  lige  store,  med  jnodsat 
Fprtegn  for  tQ,!§ymmS.trig£e^ Punkter, 

Ved    Centrifugalmomentet    med    Hensyn    til    Axerne    i    et 

skævvinklet  Koordinatsystem  forstaas  i  Almindelighed  \xydFy 

hvor  X  og  y  maales  i  Koordinataxernes  Retninger;  undertiden 
regnes  dog  x  og  y  som  de  vinkelrette  Afstande  fra  Axerne; 
her  skal  det  altid  forstaas  paa  den  førstnævnte  Maade. 

§  12.  Inertimomenter  og  Centrifugalmomenter 
med  Hensyn  til  Axer  gennem  samme  Punkt;  Inerti- 
ellipsen, Land's  Konstruktion. 

For  en  plan  Figur,  henført  til  et  retvinklet  Koordinat- 
system, forudsættes  følgende  Størrelser  bekendte: 

Inertimomentet  om  X-Axen,  4  ==  V  y^dF , 


Inertimomentet  om    V-Axen,  /„  =  \  afdF , 
Centrifiigalmomentet  om  X-  og  V-Axeme,  Zij,  =  \  xgdF. 

Der  søges  l^.,  ly  og  Z^^y  for  et  Par  nye,  paa  hinanden 
vinkelrette  Axer  X'  og  Y' ,  der  med  de  oprindelige  danne 
Vinklen  a\  Begyndelsespunktet  er  det  samme, 

Naar  Koordinatsystemet  drejes  en  Vinkel  a.,  haves: 

x'  ^  y  sin  a  4-  x  cos  a, 
g'  —  y  cos  a  —  x  sin  a . 

Ved  Indsættelse  heraf  i  Udtrykkene  for  Ix-,  ly  og  Z^y  faas: 


=  \g'*dF  ==  cos'a\(/'rfF+ sin'o\a;'dF— sin2a\a;j(dF, 


og  analoge  Udtryk  for  ly  og  Zj^y ;  altsaa : 

h-  =  h  cos*«  +  ly  sin'«  —  Zxy  sin  2« ,  ] 

ly  —  /j  sin'a  +  /,  cos'«  +  Z^^  sin  2a ,  j  {1}. 

Zx-y  =»  \(Ix  —  I„)  sin  2a  +  Z^y  cos  2«  .  ) 

Ved  Addition  af  de  to  første  Ligninger  findes : 

I..  -i-i...  -i--i-f.,. 

saa  at  Summen   af  ^JlC'l  tiiiinLiK:ijji'iiu'__mijd_Ht;BSYii_lil   lo  paa 


hinanden  vinkclreltf  Am 


'^■'"^""' 


nkt  . 


TS 


slant. 
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5ge  paa  en  Ellipse.    Ud  ad  Linien  X*^  der  med  X-Axen  danner 

Q 

inklen  a,  afsættes  Længden  -j=\    Koordinaterne    til    Ende- 

inktet  ere  da: 

C  cos  a  C  sin  a 

;  ved  Elimination  af  a  mellem  disse  to  og  den  første  af  Lig- 
ngeme  (1)  faas: 

Ix'Xr  -\-  Iy,y  —  2Zxy . xy  =  C  , 

m  er  Ligningen  for  en  Ellipse.  Dennes  Axer  kaldes  Hoved- 
byerne; tages  de  til  Koordinataxer,  bliver  Ligningen: 

ror  II  og  h  betegne  Hovedaxernes  Inertimomenter  (Hoved- 
ertimomenterne). 

Centrifugalmomentet  med  Hensyn  til  Hovedaxerne  er  Nul; 
ovedinertimomenterne  ere  Maximum  og  Minimum  af  Inerti- 
omenterne  om  Axer  gennem  Punktet. 

Ved  Ligningen  ovenfor  er  der  givet  et  helt  System  af  lige- 
mnede  Ellipser;  vi  ville  i  det  følgende  stadig  benytte  den, 
r  hvilken  C^  ==  FAi^A^^,  idet  i'i  og  ii  betegne  Inertiradierne 
n  Hovedaxerne;  denne  specielle  Ellipse  har  Ligningen: 

Man  lægger  Mærke  til,  at  z«  er  Inertiradius  om  Y-Axen, 
om  X-Axen.  "  '" 

Ved  Hjælp  af  Inertiellipsen  kan  man  finde  Inertimomenter 
;  Centrifugalmoment  om  vilkaarlige  nye  Axer.  I  Fig.  32, 
.  4,   forudsættes  Ellipsen  bekendt;   man   skal   finde  Ix*  y    ly' 

Der  trækkes  en  Tangent  CD  parallel  med   F'-Axen;   dens 
jringspunkt  er  Z),  dens  Afstand  fra  Centrum  OC.     Idet  ly  = 
V*>  ^8  ^^^*  ^^  analogt  hermed  sætte  Zxy  =  FAy»,Zx'y<  (her- 
d  er  Zx'y'  defineret),  haves  da: 

OC  =  iy,  CD  =  Zx'y"  *-  (2). 

Afstanden  fra  Centrum  til  en  Tangent,  hvis  Normal  danner 
inklen  a  med  X-Axen,  er: 


OC  =  l/z?  cos  «a  4-  ii^  sin  ««  . 


Paa    den   anden  Side    faas    af  Ligningerne  (1),    naar   man 
gaar  ud  fra  Hovedinertimotnentenie  som  bekendte: 


ly  -=  Il  sin  *«  -j-  h  cos  'et , 
'V  =*  l^'i*  sin  "a  +  il'  cos  'a  , 

L.  -=  OC. 


eller 

allsaa 

OD  og  V-Axen  ere  et  Par  konjugerede  Diametre,  altsaa  haves 

tgu.tgu  —  —  ^; 
endvidere  er  u  =  90  "  +  a,  altsaa  tg  y  =  —  cot  a 
og  tg  o  —  4^. tg«. 


Nu  er  CD  =  OC  tg  [a  —  a)  ~=  v-lj 
Nævneren  her  er  lig  i^-*,  hvorved: 

CD  -^  i  sin  2«.—'^  - 


J^ 


■  i*)  cos*  a 


II*  sin*  a  +  ii*  cos* «  ' 


^sin2g(/i— /,) 
iy.F 


Paa  den  anden  Side  faas  af  den  sidste  af  Ligningerne  (1): 
^x-y'  "■  5(^1  —  /i)  sin  2a, 
altsaa  Z^.^.  =  F.iy.CD, 


X*  =  xcosecctf, 

y'    =    J/ XCOtCtf. 

Herved  findes: 

/y,  =  \  x'*  cfF  -»  cosec*  ctf  \  a:^  cfF  =  /y  cosec'  w . 

\  •'  (3). 

Za-iy*  =  \  x'y'  dF  =  cosec  w  [Z^cy  —  cot  w./y] .  I 

Af  den  sidste  Ligning  faas,  at  Centrifugalmomentet  er  Nul, 
hvis  Vinklen  mellem  Axerne  er  bestemt  ved: 

cot  oj  =  ^'  '      (4). 

Indføres  ogsaa  for  skævvinklede  Koordinater  Betegnelserne : 

lyt     ==    F,iy'^  y    Zx'y*     =    F    iy'   'Zx'y'  , 

findes :  iy  =  iy  cosec  w  , 

^x'y'   ==  cosecoi  *F,iy  (zxj^  —  cot  OJ .  Iy), 
og  ved  Benjrttelse  af  Udtrykket  for  iy*  : 

^x'y'  =   ^xy  —  cot  (JU,ly  , 

I  Fig.  34,  PL  4,  er  Inertiellipsen  givet.  For  det  retvinklede 
Koordinatsystem  (X^  Y)  haves  da: 

\J\j    =^    ly  ,    \^iJ   =^    ^xy  • 

Naar  X-Axen  drejes  hen  til  Stillingen  X* ,  bliver 

OE  =  OC  cosec  u),  ED  ^  CD—  OC  cot  w  , 
altsaa : 

iy«  =  OE ,  Zx'y'  =  -B-D  .  (5). 

Inertiellipsen  har  følgelig  ganske  de  samme  Egenskaber 
for  skævvinklede  som  for  retvinklede  Koordinater:  man  finder 
i  begge  Tilfælde  Inertiradius  om  den  ene  Axe  som  Afstanden 
ud  til  den  med  Axen  parallele  Tangent,  maalt  i  den  anden 
Koordinataxes  Retning,  og  Længden  fra  den  anden  Koordinat- 
axes  Skæringspunkt  med  Tangenten  til  Røringspunktet  er  pro- 
portional med  Centrifugalmomentet. 

Holdes  y'-Axen  fast,  medens  X'-Axen  drejes,  ser  man,  at 
Zx'y'  skifter  Fortegn,  naar  Punktet  E  (Fig.  34)  passerer  Z). 
Zx'y'  er  positiv,  naar  D's  i/'-Koordinat  er  positiv. 
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OD  er  den  konjugerede  Diameter  til  V-Asen;  falder  X- 
Axen  i  OD,  bliver  Z^y  =  o,  altsaa: 

Cenlrifngalmomentet  med  Hensyn  Hl  el  Par  konjagerede 
Diametre  i  Inertiellipsen  er  Nul,  og  omvendt:  Betingelsen  for 
Zry  ^  o  er,  at  Axeme  ere  koDJugerede  Diametre.  Vinklen 
mellem  OD  og  V'-Axen  maa  altsaa  være  bestemt  ved  Ligning  (4); 

cot«.  -  ^, 

hvilket  ogsaa  faas  af  Fig.  34. 

H^^s  X'-Axen  falder  i  OD,  er  Jy  ■=  OD;  Inertiradius  om 
den  ene  af  to  konjagerede  Diametre  er  lig  Længden  af  den  kon- 
jagerede Halodiameler. 

Ved  at  kombinere  det  nu  meddelte  angaaende  Inertimo- 
menter og  Centrifugalmomenter  om  Axer  gennem  samme  Punkt 
med  Reglerne  for  Parallelforskydning  af  Axeme  kan  man  be- 
stemme Inerti-  og  Centrifugalmomenter  om  ganske  \-ilkaarlige 
Axer,  naar  man  blot  kan  finde  dem  for  et  enkelt  Par  Axer. 
I  Almindelighed  er  det  simplest  at  faa  fat  paa  dem  for  et  Par 
Axer  gennem  Figurens  Tyngdepunkt;  findes  der  en  Symmetri- 
axe,  kan  man  strax  gaa  ud  fra  Hovedaxeme. 

Opg  4.  Naar  man  keoder  Tyngdepunktets  InertiellipM,  kan  Intrtimo- 
menttt  (rtl-  eller  ikaovinklel)  om  en  vilkaarUg  A.rt  udlrykkei  som  Produktet 
af  Figurrat  Areal  (F),  Tgngdepunklefi  Afstand  (a)  fra  Axen  og  Axent  Anli- 
poU  Afttand  (b)  fra  Axen  (I  =  F.a.b).  (\'ed  en  Uaies  AoUpal  m.  H.  t. 
en  Ellipse  forstaas  det  symmetriske  Punkt  til  Liniens  Pol  m.  H.  t.  Ellipseus 
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Heri  og  i  den  sidste  af  Ligningerne (1)  indføres: 

^  (Ix'  —ly)   =    I^  ,   U^x  —  Iy)   =-    Vy 
Zx'y'    =    U!  ,    Zxy    =    U.  , 

u'  =  y  sin  2a  +  u  cos  2a , 
u*  =^  V  cos  2a  —  u  sin  2a  . 


hvorved  faas: 


Disse  Ligninger  ere  netop  dem,  der  skulle  anvendes  for 
at  iværksætte  en  Koordinatændring  fra  et  retvinklet  System 
(h,  v\  til  et  nyt  retvinklet  System  (u',  i;'),  der  med  det  første 
danner  Vinklen  2a.  Hvis  man  altsaa  i  et  givet  retvinklet 
Koordinatsystem  afsætter  et  Punkt  med  Koordinaterne  u  og  y, 
saa  kunne  u*  og  v*  findes  som  Koordinater  til  samme  Punkt 
i  et  System,  der  faas  af  det  første  ved  en  Drejning  gennem 
Vinklen  2a  i  den  positive  Omdrejningsretning  (fra  u-Axen  til 
i;-Axen).  —  I  Fig.  35,  PL  4,  er  ud  ad  Y-Axen  (idet  4  er  forud- 
sat >  ly)  afsat  OR  ==  /x,  RY  ==-  ly,  og  over  OY  som  Diameter 
er  tegnet  en  Cirkel,  der  altsaa  tangerer  X-Axen  i  O.  Endvidere 
er  afsat  RT  =  Zxy  (i  den  positive  Z-Retning,  hvis  Zxy  er  posi- 
tiv). Man  har  da:  ^(4  —  ly)  =  v  =  MR,  u  =  RT,  u-  og  v- 
Axernes  positive  Retninger  ere  angivne  i  Figuren. 

Naar  nu  Axerne  XY  drejes  Vinklen  a  til  Stillingen  X*Y*, 
vil  Systemet  (h,  v)  blive  drejet  Vinklen  2a  til  Stillingen  (u',  v%. 
og  T^s  Koordinater  i  dette  nye  System  angive  altsaa  Størrelserne : 

MR*   =   I  (I^.  —  ly')^   ^'T  =   Zx'y  . 

Idet  Ix'  +  ly'  =  Ix-{-  ly  =   Cirklens   Diameter,   haves  nu : 
X'/?'  ^  Ix'  ,  R'Y*  =  ly ,  R'T  =  Zx'y  . 

Naar  man  har  tegnet  Cirklen  og  afsat  Punktet  T  som 
ovenfor  beskrevet,  findes  altsaa  Zx'y'  for  et  Par  nye  retvinklede 
Axer  OX'  og  OY'  som  Ts  Afstand  fra  Diameteren  X*Y',  og 
Fodpunktet  R'  deler  Diameteren  X  Y*  i  Stykkerne  R*X*  =  ly*  (nær- 
mest ved  X')  og  R*Y*  =  ly*  (nærmest  ved  Y*),  — 

Ved  denne  Konstruktion  danner  man  sig  let  et  Billede 
af,  hvorledes  Inertimomenter  og  Centrifugalmomenter  variere, 
naar  Axerne  dreje  sig.  Centrifugalmomentet  bliver  aabenbart 
Nul,  naar  Diameteren  X*Y*  gaar  gennem  T,  altsaa  falder  sam- 
men med  MT.  De  tilsvarende  Axeretninger  ere  01  og  02, 
Hovedaxerne,     Inertimomenterne    om  disse  Axer,    Hovedinerti- 


momenterne,  ere  T"!  og  r2*)  og  ses  at  være  det  største  og  det 
mindste  af  Inertimomenterne  om  Axer  gennem  O;  Axen  01, 
om  hvilken  Inertimomentet  er  størst,  kaldes  den  første  Hoved- 
axe  (01  og  02  ere  Axerne  i  Inertiellipsen).  —  Centrifugalmo- 
mentet naar  sin  største  Værdi  {=  MT),  naar  den  bevægelige 
Diameter  staar  vinkelret  paa  MT;  de  hertil  svarende  Axer 
halvere  Vinklerne  mellem  Hovedaxeme.  —  Centrifugalmomentel 
om  Axerne  OX'  og  OY'  findes  altsaa  som  Punktet  7"s  Afstand 
fra  Diameteren  X'Y';  for  at  bestemme  Fortegnet  for  Zx-},-  skulde 
man  egentlig  være  klar  over  den  positive  Retning  af  u'-Axen 
svarende  til  hver  Stilling  af  den  bevægelige  Diameter  X'Y'.  Alle 
Besværligheder  i  saa  Henseende  kunne  imidlertid  omgaas,  idel 
man  benytter  sig  af,  at  Centrifugalmomentet  kun  skifter  For- 
tegn, naar  den  bevægelige  Diameter  falder  i  MT,  altsaa  naar 
X'  falder  i  Punkterne  1  eller  2.  Z^-y-  har  følgelig  samme  For- 
tegn som  Zxy  ('=  RT),  hvis  man  kan  dreje  OX  hen  fil  Slillingen 
0X\  uden  at  X'  derved  passerer  1  eller  2,  ellers  (for  én  Passage) 
modsat  Fortegn.  Da  Inertimomenterne  altid  ere  positive,  maa 
Punktet  T  altid  falde  indenfor  Cirklen. 

Den  angivne  Konstruktion  kan  ogsaa  anvendes  for  skæv- 
vinklede Koordinater  og  for  Overgang  fra  ret-  til  skævvinklede. 
I  Fig.  36,  PI.  5,  er  Cirklen  og  Punktet  T  bestemt  ganske  som 
i  Fig.  35,  For  de  vilkaarlige  retvinklede  Axer  OX  og  OV  haves 
R'T  =  Z^y,  R'Y  =  ly.     Drejes  nu   OX  til   Stillingen 
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Za;,yj  =  \xiyidF  =  sin*w  Xx'y'dF  ==  sin^tj.ZxY 
og  altsaa  R*'T  =  Z^,y,, 

Vi  ville  dog  for  at  undgaa  Foi'vexlinger  fastholde  vor  op- 
rindelige Definition  af  Centrifugalmomentet  i  skævvinklede 
Koordinater,  altsaa  derved  forstaa  Z^^- 

Størrelsen  Z^iy^  kan  imidlertid  benyttes  til  at  gøre  Over- 
gang til  Inertimomenterne.      Hvis  nemlig  Vinklen  oj  mellem 

Axeme  bliver  Nul,  falde  Xi  og  z/i  (Fig.  37)  sammen,  og  \  XiyidF 

gaar  over  til  at  betyde  Inertimomentet  i  retvinklede  Koordinater. 
Lader  man  Axerne  falde  sammen  i  OX'  (Fig.  36),  gaar  Korden 
X'Y  over  til  at  blive  Tangent  til  Cirklen  i  X%  og  Afstanden 
TP  fra  T  til  Tangenten  er  da  Inertimomentet  i  retvinklede 
Koordinater  om  Axen  OX';  paa  samme  Maade  er  TQ  Inerti- 
momentet i  retvinklede  Koordinater  om  OY,  Dette  er  forøvrigt 
kun  et  almindeligere  Udtryk  for  den  ovenfor  viste  Konstruk- 
tion af  Ix  og  ly  (som  de  Stykker,  hvori  Diameteren  deles  af 
Fodpunktet  for  den  vinkelrette  fra    T). 

Ifølge  den  første  af  Ligningerne  (3)  ovenfor  finder  man 
Inertimomentet  i  skævvinklede  Koordinater  ved  blot  at  multi- 
plicere Inertimomentet  om  samme  Axe  i  retvinklede  Koor- 
dinater med  cosec^w.  —  Resultaterne  af  vore  Undersøgelser 
angaaende  skævvinklede  Koordinater  kunne  nu  udtrykkes  saa- 
ledes :  man  finder  Inertimomenter  og  Centrifugalmoment,  begge  i 
skævvinklede  Koordinater,  med  Hensyn  til  Axerne  OX*  og  OY 
ved  blot  at  multiplicere  Punktet  T's  Afstande  fra  Tangenterne  i 
X'  og  Y  og  fra  Korden  X'Y  med  cosec*w,  altsaa: 

/^  =  cosec*w .  TP,  ly  =  cosec^w .  TQ, 
Zx'y'  =  cosec^w .  TR". 

Af  Fig.  36  ses,  at  Z^-y'  bliver  Nul,  naar  Korden  X'Y  gaar 
gennem  T.  Linier  fra  O  til  Endepunkterne  af  saadanne  Korder 
kaldes  konjugerede  Axer  (ere  konjugerede  Diametre  i  Inerti- 
ellipsen). 

Kender  man  Hovedaxerne  og  Hovedinertimomenterne  i 
Forvejen,  bliver  Konstruktionen  simplere,  idet  Punktet  T  falder 
paa  Y-Axen. 

A    Ostenfeld:  Teknisk  Elasticitetslære.  ^ 
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Formler  til  Beregning  af  Houedaxernes  Stilling  og  Hootå- 
inertimomenterne.  Hvor  det  kommer  an  paa  større  Nøjagtighed, 
maa  man  helst  beregne  disse  Størrelser.  Af  Fig.  35,  PI.  4, 
feas  Vinklen  fra  X-Axen  til  den  første  Hovedaxe,  01,  lig 
7  ~  Z  .TOl,  og  Z  TMR  —  2(180'  — r); 


2.. 


tg-™« lg2y   .-  ,  ,,  "  ,  I 

i  C«  —  'vJ 


tg2r  - 


h  —  h' 


M- 


det  samme  faas  af  den  sidste  af  Ligningerne  (1),  naar  man 
bestemmer  den  Værdi  af  a,  for  hvilken  Z-t-^-  =  0. 

Af  Figuren  ses  endvidere,  at  Punkterne  T  dg  1  altid  viile 
falde  paa  modsat  Side  af  OY,  hvoraf  følger,  at  Z^y  og  tgy 
altid  have  modsat  Fortegn;  herved  kan  den  rigtige  Værdi  for 
y  vælges  (Ligningen  ovenfor  bestemmer  to  Værdier). 

Inertimomentet  /i  om  Axen  Ol  er  lig  TI  —  OS,  idet 
TS^  0\,  og  OS  =  Oft  +  RS  =  /^  +  Z^„tg(180»  — y). 

Idet  /i  +  /,  =  /^  4-  /^,  haves  altsaa  : 
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ExempeL  Man  skal  bestemme  Hovedaxernes  Stilling  og 
Hovedinertimomenterne  for  et  Z-Jærn,  N.  P.  Nr.  16.  Alle 
Dimensioner  findes  i  Fig.  38,  PL  5. 

For  at  finde  Ix,  ly  og  Z^y  inddeles  Figuren  i  tre  Rekt- 
angler, Hoved,  Fod  og  Krop. 

/J  =  ^1-  .  0,85  .  13,83  +  tV  •  7  (163  —  13,8«)  =  1043^*. 

h  ^  iV    13,8  .  0,853  +  2  .  tV  •  1,1  -73+  2.7 . 1,1 .3,075«  =  209*^*. 

Z^y  =  2  .  7  . 1,1  .  7,45  . 3,075  =  +  353  c^\ 

3* 


Zxy  er  Nul  for  Kroppen,  for  Hoved  og  Fod  findes  det  ved 
Fonnlen  for  Parallelflytning  af  Axeme. 
Af  Lign.  (6)  faas: 


tg2y 


209  -T-  1043 
2y  —  n.;r  +  40<'14'. 

(  -!-    20'>7', 
^  ^  1  ■^110<'7'. 


Da    Z^y  er   positiv,    skal  tages: 

tgy =-0,366. 

Af  Lign.  (7)  findes  nu : 

;,  —  1043+353.0,366  —  1172«"'. 

/,  =  209  —  353  . 0,366  —  80^-'. 

Hovedaxernes  Stilling  er  vist  i  Fig.  38. 


-20^7',   hvorved 


ANDET  AFSNIT. 
Usammensatte  Paavirkninger. 


§  13.  Den  tekniske  Elasticitetslære  beskæftiger  sig  med 
to  Hovedopgaver,  nemlig  at  bestemme  Dimensionerne  af  et 
Legeme,  der  er  paavirket  af  givne  ydre  Kræfter,  og  at  bestemme 
de  af  Kræfterne  bevirkede  Formforandringer.  Naar  man  gaar 
til  Bunds  i  Sagen,  vil  det  imidlertid  vise  sig,  at  ogsaa  Dimen- 
sionsbestemmelsen  beror  paa  en  Bestemmelse  af  Formfor- 
andringer, —  Dimensionerne  maa  være  tilstrækkelige  til  at 
hindre  Formforandringerne  i  at  overskride  den  »tilladelige 
Grænse«.  Den  tekniske  Elasticitetslæres  Maal  er  altsaa  direkte 
eller  indirekte  en  Bestemmelse  af  Formforandringerne  som 
Funktioner  af  de  ydre  Kræfter. 

Den  rationelle  Mekanik  giver  Ligevægtsbetingelserne  for 
de  ydre  Kræfter,  idet  Legemerne  i  Almindelighed  betragtes 
som  absolut  faste.  De  paa  denne  Maade  udledede  Ligevægts- 
betingelser have  ikke  desto  mindre  fuld  Gyldighed  ogsaa  her, 
naar  man  indskrænker  sig  til  at  undersøge  Forholdene,  efterat 
Formforandringen  har  fundet  Sted  og  der  er  indtraadt  Lige- 
vægt. I  de  første  Øjeblikke  efterat  Kræfterne  have  begyndt  at 
virke,  vil  der,  hvis  dette  er  sket  pludseligt,  indtræde  Sving- 
ninger om  Ligevægtsstillingen ;  Undersøgelsen  af  de  herved 
bevirkede  Formforandringer  og  deres  Tilladelighed  har  selv- 
følgelig overordentlig  stor  praktisk  Betydning,  men  er  i  de 
fleste  Tilfælde  ugennemførlig  eller  i  alt  Fald  meget  vidtløftig, 
saa  man  søger  at  komme  udenom  Spørgsmaalet  og  hjælpe  sig 
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med  d«  hrr  Li^vx^  lundo«-  KesnJtater.  idet  aun  modificem 
di&!>«  vfcd  'i'UføjelM^  af  EriariugskoeflicientCT-.  Tj  -vilk  km 
enkelt*^  Oaog**  <  det  følgende  komme  tiJ  al  strejfe  ind  pa 
dette  ^dyiu)iuiske<  Omntade:  i  Aimindeligfaed  fomdsElh  n 
J^i^eviegteu  iudlraadt. 

Funufuraii drillerne  kunne  være  elastiske,  d.  t.  s.  de  bt- 
bviude.  Daar  KrxfUroe  tiøre  up  at  virke,  eller  permanentt.  <f 
J^f^emeraefi  Fofliuld  overior  de  ydre  Erstten.  Virkniiig  (t 
tiøjtil  l'urskelligt .  eftentum  del  ene  eller  del  andel  er  TitfrMf* 
Naar  «t  Jt^geuM-  kun  er  i  Stand  til  at  undergaa  pennanafe 
Fonnfurandriuger .  er  deo  Modstand.  Lef^emel  ^a  mod  il 
defuruiereb.  kun  paMtiv:  uaar  Formforandiin^n  er  faiegani 
bersker  dei*  itij^n  indre  Spa:;ndinger.  H^is  Legemet  derimod 
er  lu  Id  stabil  dig  elastisk .  Iremkaldes  der  aktrre  indre  KneAfr. 
dei'  iu(>dtta:;tte  sig  Funnfurandringen.  og  denne  fortsattes  kim. 
iåidtil  der  bliver  L'i^vxgli  tDellem  de  vdie  l^r^fter  og  de  indre 
Modstande:  l>egeuiet  luriiolder  sig  som  en  spændt  Fjeder.  TH 
l^vue  ydfe  Kræfter  svarer  der  ganske  bestemte  SpEDdioger  i 
i>egetuets  [orskellige  Funkler,  og  idet  Formforandringenw 
variere  lued   SpKiidiiigejue ,    uuta    man    l^rst  bestemme  disse 


'i'il  Ijesteminelse  af  S{r<eDdiiigenie  har  man.  at  de  skulle 
bolde  Ligevægt  oiod  de  ydre  Knefler.  og  til  Ligevægt  fordres, 
at  bver  enkelt  1>«1  af  l>;gcif>el  for  sig  skal  være  i  LigercgL 
Hvis  iiiai)  derfor  »ka-rer  eii  Oel  af  legemet  las  fra  det  øvii^ 
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an  kun  udledes  ved  Forsøg  med  de  enkelte  forskellige 
egemer.  De  Legemer,  vi  her  have  med  at  gøre,  ere  kun 
ladanne,  der  anvendes  i  Bygnings-,  Maskin-  eller  lignende 
onstruktioner,  og  de  ere  som  oftest  ikke  fuldkommen  elastiske ; 
ormforandringen  bestaar  af  en  elastisk  og  en  permanent  Del 
jlv  for  de  mindste  Paavirkninger,  fuldkommen  Elasticitet 
ndes  sandsynligvis  aldrig,  i  alt  Fald  ikke  i  Legemernes  op- 
ndelige  Tilstand.  Naar  Formforandringerne  saaledes  ere  dels 
astiske,  dels  blivende,  er  det  kun  de  første,  der  fremkalde 
itive  indre  Kræfter,  Spændinger,  og  den  omtalte  Relation 
lellem  Spændinger  og  Formforandringer  angaar  altsaa  i  alle 
ilfælde  kun  de  elastiske  Formforandringer. 

Hvad  nu  selve  denne  Relation  angaar,  saa  har  man  i  lange 
ider  antaget  den  for  lineær.  Det  blev  allerede  fremsat  i  Aaret 
)78  af  Englænderen  Hooke,  at  Spændinger  og  Formforandringer 
ire  ligefrem  proportionale,  og  denne  Hooke's  Lov  har  dannet 
rundlaget  for  Elasticitetslæren  lige  op  til  vor  Tid.  I  Tidens 
øb  blev  man  efterhaanden  klar  over,  at  den  i  alt  Fald  kun 
elder,  saalænge  Paavirkningen  (eller  Formforandringen)  ikke 
^erskrider  en  vis  Grænse,  og  op  til  samme  Grænse  antog 
an  saa  i  lang  Tid,  at  Formforandringerne  vare  fuldkommen 
astiske.  De  senere  Aars  videnskabelige  Materialundersøgelser 
ive  imidlertid  vist,  at  der  er  en  Mængde  Legemer,  for  hvilke 
oven  ikke  gælder  —  naturlige  og  kunstige  Sten,  Cement- 
Lørtel,  Støbejærn  og  forøvrigt  vistnok  Størstedelen  af  Metal- 
rne  —  og  for  Øjeblikket  staar  Sagen  nærmest  saaledes,  at 
lan  kun  kan  antage  den  som  rigtig  for  smedeligt  Jærn  op  til 
1  vis  Grænse. 

Imidlertid  er  smedeligt  Jærn  nu  til  Dags  langt  det  vigtigste 
f  alle  Byggematerialer,  og  den  Grænse,  indenfor  hvilken  Hooke's 
,ov  her  gælder,  ligger  i  alt  Fald  saa  højt,  at  de  i  permanente 
konstruktioner  optrædende  Spændinger  holde  sig  indenfor  den. 
>g  selv  om  man  er  sig  bevidst,  at  Hooke's  Lov  ikke  er  nøj- 
gtig  for  de  andre  Materialer,  regner  man  dog  endnu  som 
ftest  med  de  ved  den  udledede  Formler,  dels  paa  Grund  af 
e  mange  Aars  Hævd,  dels  fordi  Beregningerne  blive  ulige 
idtløftigere,  saasnart  man  antager  en  anden  Lov;  undertiden 
an  man  ved  en  Erfaringskoefficient  bringe  Overensstemmelse 
il  Veie  med  de  virkelige  Forhold.    I  et  følgende  Afsnit  skulle 
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VI  komme  nærmere  ind  paa  de  enkelte  Materialers  virkelige 
elastiske  Forhold  og  de  heraf  følgende  korrektere  Beregnings- 
maader.  I  dette  Afsnit  ville  vi  gaa  ud  fra  Hooke's  Lov  som 
almindeligt  gældende;  men  de  her  udledede  Formler  kunne 
altsaa  strengt  taget  kun  anvendes  for  Svejsjærn  og  Staal  og 
endda  kun  under  Forudsætning  af,  at  Paavirkningen  ikke 
overskrider  Lovens  Gyldighedsgrænse ,  den  saakaldte  Propor- 
fionalitelsgrænse.  I  Overensstemmelse  hermed  ville  vi  ogsaa  i 
dette  Afsnit  ganske  afholde  os  fra  Undersøgelsen  af  Fænomener, 
der  vise  sig  i  Nærheden  af  Materialernes  Brudgrænse,  hvor 
Hooke's  Lov  absolut  aldrig  gælder. 

Ogsaa  de  for  de  enkelte  Materialer  gældende  Konstanter, 
som  man  faar  Brug  for  ved  Beregningerne,  skulle  først  med- 
deles senere. 


1.     Træk  eller  Tryk. 

§  14.  Naar  en  Stang  er  paavirket  til  Træk  efter  sin 
Længderetning,  vil  Fonnfora udringen  bestaa  i  en  Forøgelse 
af  Længden  og  en  Formindskelse  af  Tværsnittets  Dimensioner. 

Vi  se  foreløbig  bort  fra  den  sidste  Virkning  og  betragte 
en  fuldstændig  prismatisk  Stang  af  homogent  Materiale,  paa- 
virket til  Træk  af  en  ensformigt  over  Nonnalsnittet  fordelt 
Kraft;      Kraften     er     parallel    med    Stangens    Længderetning. 


41  §  14, 

hvor  Xi  (eller  K)  er  en  Konstant,  der  alene  afhænger  af 
Materialet.  Konstanten  Ki  benævnes  Elasticitetskoefficienten  *) 
og  betegnes  ved  Ey  hvorved  Ligningen  bliver: 

X  =  —  eller  a  =  E-j- ,  (1). 

p 
og  ved  Indførelse  af  ^r  =  o: 

k  =  ^  eller  P  =  EF^ .  (1  a). 

EF  I  ^      ' 


Betydningen  af  Størrelsen  E  kan  findes  ved  i  Formlen  (1) 
at  sætte  A.  =  /,  hvilket  giver  E  =  a;  E  er  altsaa  den  Kraft 
pr.  Arealenhed  (kg.  /  cm.*),  der  bevirker  en  Forlængelse  lig  den 
oprindelige  Længde,  eller  som  vilde  bevirke  en  saadan  For- 
længelse, hvis  det  var  muligt ;  imidlertid  er  selvfølgelig  Propor- 
tionalitetsgrænsen  overskreden  længe  forinden. 

Af  Ligning  (1)  findes  ogsaa,  idet  man  indfører  Betegnelsen: 

—  =«  £  r=  Forlængelsen   pr.  Længdeenhed: 


Elasticitetskoefficienten   er  altsaa  Forholdet   mellem  Kraften 
pr.  Arealenhed  og  Forlængelsen  pr.  Længdeenhed. 

Hvis  man  i  et  Koordinatsystem  afsætter  a  som  Ordinat, 
«  som  Abscisse,  vil  Ligning  (1),  o  =  E.€,  fremstille  en  ret 
Linie  gennem  Begyndelsespunktet;  E  er  altsaa  lig  tg.  af  denne 
Linies  Vinkel  med  ^-Axen.  Almindeligt  har  ^^p  (?  ==  f(f^): 
^en  herv^ed  bestemte  Kurve  er  forskellig  for  de  forskellige 
Materialer.  Denne  Kurve  kaldes  Materialets  y^Arbejdslinie^  og 
^r  af  stor  Vigtighed  ved  Bedømmelsen  af  Materialets  elastiske 
Elgenskaber;  dens  nærmere  Udseende  komme  vi  tilbage  til  i 
^t  følgende  Afsnit.  Den  indbefatter  Hooke's  Lov  som  specielt 
Tilfælde.  Naar  Hooke's  Lov  ikke  gælder,  kan  man  naturligvis 
udtrykke  dette  saaledes,  at  Arbejdslinien  kun  er  retlinet  for 
^n  uendelig  lille  Tilvæxt  til  a  eller  €;    man  kommer  paa  den 

*)  C.  Bach  benytter  ikke  Konstanten  E,  men  a  =  1  :£,  som  han  kalder 
^ForlængelseskoefficienU  (Dehnungskoefficient).  Udtrykket  for  X  bliver 
derved  ganske  analogt  med  det  for  en  Temperaturvariation  gældende 
{i  =  €tT);    dog  fastholdes  sædvanlig  Benyttelsen  af  E. 


Maade  til  at  opfatte  E  som  tg.  af  Vinklen  mellem  c-Axen  og 
Tangenten  til  Kurven  g  =-■  f{e)  ofi  taler  derfor  otp  en  variabd 


Elasticitetskocffident  for  vedkommende  Materiale.  I  hele  dette 
Afsnit  betragte  vi  imidlertid  E  som  konstant. 

Naar  et  Prisme  er  paavirket  til  Tryk  efter  sin  Længde- 
retning af  en  over  Normalsnittet  ensformig  fordelt  Kraft 
P  — '  aF,  udleder  man  paa  ganske  den  samme  Maade  som 
ovenfor  en  Relation  mellem  Kraft  og  Formforandring,  Rela- 
tionen bliver  den  samme  som  for  Træk  [Lign.  (1)  eller  (1  a)], 
naar  man  heri  lader  k  betegne  den  totale  Forkortelse ,  E 
Elasticitetskoefficienlen  for  Tryk.  Denne  sidste  Størrelses 
Betydning  er  ganske  analog  med  Betydningen  af  Elasticitets- 
koefficienten  for  Træk,  altsaa  er  E  her  lig  Forholdet  mellem 
Kraften  pr.  Arealenhed  og  Forkortelsen  {e]  pr.  Længdeenhed. 
For  smedeligt  Jærn  har  E  meget  nær  samme  Værdi  for  Træk 
og  Tryk,  og  da  de  paa  Grundlag  af  Hooke's  Lov  udviklede 
Formler  nærmest  kun  gælde  for  dette  Materiale,  ville  vi,  som 
man  ogsaa  plejer  at  gore,  her  almindeligt  regne  med  samme 
Værdi  for  Træk  og  Tryk  og  bruge  samme  Betegnelse  E  for 
begge  Størrelser. 

Idet  vi  ogsaa  afsætte  Størrelserne  o  og  £  for  Tryk  som 
Ordinat  og  Abscisse  i  et  Koordinatsystem,  og  idel  vi  regne 
Tryk-Spændinger  og  Forkortelser  negative  (i  Sammenligning 
med  Træk),  komme  vi  ogsaa  her  til  en  ret  Linie  som  Udtryk 
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§  U. 


3  og  4.  Man  finder  forøvrigt  temmelig  forskellige  Opgivelser, 
formodentlig  hidrørende  fra  ikke  ganske  identisk  Beskaffenhed 
af  de  undersøgte  Stoffer.     Exempelvis  anføres  følgende: 


Staal  ... 
Svejsjærn 
Støbejærn 
Kobber  .  . 
Messing  . 
Deltametal 
Bly 


1 
Værdier  af  — -,  angivne  af 

A  magat  *)  Everett  **) 


0,269 


0,327 
0,328 
0,340 
0,428 


0,310 
0,275 
0,267 
0,378 
0,469  ? 


I  Praxis  regner  man  i  Almindelighed  m  =  4,  hvilket  ikke 
synes  at  afvige  meget  fra  det  rette  for  de  forskellige  Arter  af 
Jærn  og  Staal. 

Vi  have  nu  fundet  de  nødvendige  Relationer  mellem 
Spændinger  og  Formforandringer,  og  hvis  de  ydre  Kræfter 
^^^kelig  ere  ensformig  fordelte  over  Stangens  Endeflader,  og- 
saa  mellem  de  ydre  Kræfter  og  Formforandringerne.  Den 
nævnte  Betingelse  er  ganske  vist  sjældent  opfyldt,  meget  ofte 
paavirkes  Leg«met  kun  (tilnærmelsesvis)  i  et  enkelt  Punkt,  af 
en  Enkeltkraft  For  at  Formlerne  (1)  og  (1  a)  i  saa  Fald  skulle 
være  anvendelige,  maa  det  i  alt  Fald  forlanges,  at  Kraftens 
Angrebspunkt  er  Endefladens  Tyngdepunkt,  ellers  kan  den 
ikke  holde  Ligevægt  mod  ensformigt  over  Normalsnittet  for- 
delte Spændinger;  og  selv  da  kan  Spændingen  i  Tværsnittene 
nærmest  Enderne  ikke  være  ensformig  fordelt.  Hvis  Stangen 
imidlertid  er  nogenlunde  lang,  kan  man  nok  for  det  midterste 
Stykke  regne  med  Ligningerne  (1)  og  (1  a).  Paa  samme  Maade 
maa,  hvis  man  har  flere  Enkeltkræfter,  disses  Resultant  gaa 
gennem  Tyngdepunktet,  for  at  Spændingen  skal  kunne  fordele 
sig  ensformigt,  og  selv  da  sker  dette  kun  tilnærmelsesvis  i 
Midten  af  lange  Legemer.     Som  Exempel  herpaa  kan  nævnes 


*)  Rapport  XXVI.  de  la  commission  des  méthodes  d'essai  des  matériaux  de 

construction,  T.  III,  Paris  1895. 
**)  Christiansen:  Indledning  til  den  mathematiske  Fysik,  Kbhvn.  1887.  I,  S.  125. 


SU. 
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det  almindelige  Normal-Prøvelegeme  for  Cementmørtel  (Træk- 
prøver),  til  hvilket  Trækket  fra  Prøvemaskinen  overføres  i  to 
symmetriske  Punkter;  men  paa  Grund  af  Prøvestykkemes 
ringe  Længde  kan  Spændingen  i  Brudt\'ærsnittet  ikke  antages 
ensformig  fordelt;  den  sædvanligt  opgivne  Brudbelastning,  som 
findes  ved  Formlen  P  ^  a .  F,  er  derfor  sandsynlig\is  en  De! 
for  lille.     Dette  skulle  vi  senere  komme  tilbage  til  (§  51). 

Vi  have  nu  alt  fornødent  for  al  løse  de  forskellige  Opgaver, 
der  kunne  stilles.  For  et  prismatisk  Legeme  med  givne  Dimen- 
sioner og  paavirket  af  en  given  Krafl  P,  der  nøjagtigt  nok  kan 
regnes  ensformig  fordelt  over  Stangens  Endeflade,  linder  maii 
Forlængelsen  eller  Forkortelsen  ved  Ligning  (1  a).  Naar  man 
omvendt  skal  bestemme  Dimensionerne  (F),  maa  der  foruden 
Kraften  (P)  og  Materiale!  (E)  være  givet  den  utilladelige  Form- 
forandring*  (fi);  man  finder  da  af  Ligning  (1  a): 


Til  Formforand  ringen  t\   svarer   der  en  Spænding  r.  den 
>tilladeli(te  Fiber poavirkmng<i,  bestemt  ved  Ligning  fil,  altsaa: 

r  =  E.Si, 

og  herved  bliver  Ligningen  til  Dimensionsbestemmelse: 
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i  at  finde  Sted,  kunne  Legemerne  taale  Indvirkningen  af  saa 
at  sige  uendelig  store  Kræfter;  et  Legeme,  der  paavirkes  til 
Tryk,  men  ved  Indeslutning  paa  hele  den  upaavirkede  Del  af 
sin  Overflade  hindres  i  at  vige  ud  til  Siden,  kan  ikke  knuses 
ved  noget  Trj'^k. 

Ved  Formlerne  (1  a)  bestemmes  kun  Tværsnitsarealets 
Størrelse,  dets  Form  er  ligegyldig.  Dette  er  dog  ikke  ganske 
Tilfældet  i  Virkeligheden,  men  da  det  navnlig  konstateres  ved 
Brudforsøg  f  skulle  vi   opsætte  Omtalen  deraf  til  næste  Afsnit, 

Endnu  maa  det  bemærkes,  at  de  udviklede  Formler  til 
Dimensionsbestemmelse  af  trykkede  Legemer  kun  kunne  an- 
vendes, naar  Længden  ikke  er  for  stor  i  Forhold  til  Tvær- 
snitsdimensionerne.  Det  forudsættes  nemlig,  at  Legemet  kun 
paavirkes  til  direkte  Tryk,  men  ved  lange  Prismer,  Søjler,  op- 
træder der  næsten  altid  en  Tilbøjelighed  til  Bøjning  ud  til 
Siden,  og  derved  kompliceres  Sagen.  Beregningen  af  Søjler 
skulle  vi  senere  komme  tilbage  til. 

Exempel     En  5"-  lang  Rundjærnsstang  skal  taale  et  Træk 

paa  12"  .     Bestem  Diameteren  og  Stangens  Forlængelse.     Til- 

i  ladelig Paavirkning  regnes  til  750 kg. /cm.«,  E  -=  2000000 kg.  /cm.«. 

Man  har:     F  «=»  \7td^  =  -nT^ir-  =  16  cm.«, 

*  750 

altsaa  d  =  4,52  cm.  co  4,6  cm. 

X  =  «-L  =.   750 .  20^-000-  =  0,19  cm. 

Alle   Længder  maa   indføres  i  cm.  og  Kraften  i  kg.,   naar 
'^  og  £  ere  givne  i  disse  Enheder. 

Opg.  6.  Hvor  store  Spændinger  bevirkes  der  i  en  Jærnstang  ved  en 
Temperaturvariation  af  ±  35°  C,  naar  den  er  anbragt  saaledes ,  at  den  ikke 
kan  udvide  sig  eller  trække  sig  sammen.  Udyjdelseskoefficienten  er  0,000012 
for  10  C,  E  =  2000000  kg.  /  cm.^.  \-  ■.  .     ,  / 

Opg.  7.  Hvor  stor  Afstand  kan  man  anvende  mellem  Ophængnings- 
punkterne  for  en  Telegraftraad  af  4  mm.  Diameter,  naai*  den  hænger  i  en 
Bue  med  Pilhøjde  lig  5V  af  Længden.  Vægten  pr.  m.  er  0,1  kg.,  tilladelig 
Paavirkning  1200  kg. /cm.^.  (Denne  meget  flade  Kædelinie  kan  uden  væsentlig 
Fejl  erstattes  med  en  Parabel  under  Beregningerne.) 

§  15.     For  en  prismatisk   Stang  paavirket  til  Træk  eller 
Tryk  skal  endnu  undersøges,    hvor   stor   en    Arbejdsmængde, 


der  behflvcs  til  al  frembringe  en  vis  Formforandring  i...  Det 
antages,  at  FormforandriDgen  voxer  Jævnt,  uden  S^Tngninger, 
op  lil  Værdien  k,:  den  ydre  Kratt.  der  frembringer  Formfor- 
andriDgen. maa  altsaa  ugsaa  voxe  jævn!  op  til  den  Værdi  P|, 
der  ifolgc  Ligning  |l  a)  svarer  til  A.i,  og  saaleiles  at  den  i  hvert 
Øjeblik  udvikler  lige  saa  stor  en  Arbejdsmængde,  som  de  indre 
Spændinger  konsumere.  I  et  eller  andet  Øjeblik  under  Be- 
vje^clsen  har  den  ydre  Kraft  Værdien  P.  Form  forand  ringen 
^cn  ifølge  Ligning  (1  a)  tilsvarende  Værdi  /.,  og  i  del  paa- 
følgende Tidselement  udvikles  og  konsumeres  der  Arbejds- 
mængden P.d'/..     Hele  den  søgte  Arbejdsmængde  er  da 


J>rfi. 


Naar  man  (Fig.  39,  Fl.  h)  afsætter  P  som  Ordinat,  A  som 
Abscisse,  faar  man  ifølge  Ligning  (1  a)  en  ret  Linie  OA,  ojt 
Slørreisen  P .  d'i.  betyder  del  i  Fig.  '.Vi  skravt-rede  ArealelemenI; 
den  søgte  Arbejdsmængde  K  er  altsaa  lig  Arealet  af  Ti^ 
kanten  OAAi, 

K  =  "P,  .X,. 

Indfiøres  heri: 
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er  som  et  Stød.  Vi  ville  undersøge  et  Par  specielle  Til-^ 
le  af  Stød. 

1)  Kraften  Pi  begynder  strax  at  virke  med  sin  fulde  Størrelse^ 

uden  Begj^ndelseshastighed.  Legemet  kan  ikke  strax  antage 
til  Kraften  svarende  Forlængelse;  i  et  vilkaarligt  Øjeblik 
ler  Bevægelsen,  hvor  Form  forandringen  har  naaet  Stør- 
en A.,  har  den  ydre  Kraft  udviklet  et  Arbejde,  der  (Fig.  39} 
repræsenteret  ved  Rektanglet  OC2C3A1,  medens  Legemet  kun 

konsumeret  det  ved  Trekanten  OC2C  fremstillede  Arbejde, 
^ægelsen  vil  ikke  standse,  førend  det  udviklede  Arbejde  er 
det  forbrugte,  hvilket  først  er  Tilfældet,  naar  Forlængelsen 

bleven  OBi  ==  2 .  OA2 ;  den  tilsvarende  Spænding  er 
?  =^  2  .  A2A.  Punktet  B  kaldes  den  dynamiske  Ligevægts- 
ling.  Punktet  A  den  statiske;  hvis  Kraften  voxede  jævnt, 
.  der  stadig  var  Ligevægt  mellem  den  og  de  indre  Spændinger, 
ie  Forlængelsen  kun  blive  0A%.  Naar  Kraften  strax  virker  med 

fulde  Størrelse^  vil  altsaa  baade  Spænding  og  Formforandring 
ve  dobbelt  saa  store  som  de  til  statisk  Ligevægt  svarende. 
Lar  Bevægelsen  er  standset  i  B,  vil  der  ikke  være  statisk 
gevægt,  Formforandringen  vil  derfor  aftage,  svinge  forbi  den 
itiske  Ligevægtsstilling  til  den  anden  Side  o.  s.  v.  og  tilsidst 
a  Grund  af  ufuldstændig  Elasticitet  o.  1.  standse  i  denne. 

2)  Legemet  er  paa virket  af  en  Kraft  Pmin.  og  den  dertil 
årende  Ligevægtsstilling  Oi  (Fig.  40,  PI.  5)  har  indstillet  sig; 
'aften  faar  pludselig  en  Tilvæxt,  saa  den  bliver  Pmax.-  Fov- 
>ldene  ville  da  stille  sig,  ganske  som  om  Begyndelsespunktet 

var  flyttet  til  Oi;  der  vil  først  blive  dynamisk  Ligevægt  i  By 
et  B^B  =  Pmax.  -r-  Pmin.-   Dcu  hclc  dyuamiskc  Spænding  bliver: 

BftB    =    Pmax.  +  (Pmax.  "^  Pmin.)    =    Pmax.  +  VariatioUCn. 

Denne  Formel  gælder  ogsaa,  hvis  Pmax.  og  Pmin.  have  mod- 
t  Fortegn,  og  kan  i  det  hele  bruges,  naar  Kraften  pludselig 
irierer  mellem  en  højere  og  en  lavere  Værdi,  naar  blot  Punktet 
ikke  falder  udenfor  Gyldighedsgrænsen  for  Hooke's  Lov. 
gsaa  her  vil  der  indtræde  Svingninger  om  den  statiske  Lige- 
egtsstilling  A. 

3)  En  Vægt  Q  falder  ned  fra  Højden  h  og  træffer  en  lod- 
t  prismatisk  Stang,  der  ved  Stødet  paavirkes  til  Strækning  eller 
mmentrykning,  I  den  dynamiske  Ligevægtsstilling  er  Form- 
randringen  A.1,  Resultanten  af  Spændingerne  Pi.     Vægten  Q' 


har  da   gennemløbet   Vejen   /i  -{-  /.i ,    og  ved   at   sætte  det  ad- 
viklede Arbejde  lig  det  forbrugte  faas: 

Kaldes  den  til  Kraften  Q  svarende  statiske  FormforandriDg 
X,  haves: 

P,        Q 


^  [h  +  i..) 


hvorved : 


For  ft  =  O  findes  heraf:  X,  —  2>.,  P,  =  20,  stemmende 
med  Resultatet  ovenfor.  For  /i  =  4X  faas:  Xj  =-=  4X,  Pi  —  iQ, 
og  man  ser  i  det  hele,  at  den  dynamiske  Spænding  voier 
meget  hurtigt  med  h.  Naar  h  er  saa  stor,  at  }.  kan  regnes 
som  forsvindende  i  Sammenligning  hermed,  faar  man: 


hvilket    man    strax 
mængden  Q .  X 


vilde    linde    ved    at     bortkaste    Arbejds- 
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I 

I  Stedet  for  at  benytte  denne  Tilnærmelsesformel  kan  man 
ige  saa  let  direkte  gøre  Brug  af  Udtrykket  for  Stangens  De- 
brmationsarbejde  i  Ligning  (2)  og  sætte: 

0.200  -  2^  .  V  =  272000000  •  1«  •  ^<^  -  ''^'  ''«•  *=°^- 

§  16.  Variabelt  Tværsnit  Hidtil  har  det  paavirkede 
Legeme  været  forudsat  fuldstændig  prismatisk;  Formlerne 
kunne  imidlertid  temmelig  let  anvendes,  selv  om  dette  ikke 
er  Tilfséldet,  naar  blot  Legemet  har  en  retlinet  Axe,  der  inde- 
holder Tyngdepunkterne  af  alle  Tværsnit  vinkelret  paa  denne 
Axe  (Omdrej ningslegemer  o.  1.).  Kraftretningen  skal  da  falde 
i  Axen. 

Man  lægger  en  Række  Snit  vinkelret  paa  Axen  og  uendelig 
nær  ved  hinanden  og  anvender  de  tidligere  fundne  Formler 
paa  de  mellem  Snittene  liggende  uendelig  tynde  Skiver.  For 
en  saadan  Skive  med  Tykkelse  dx  og  Tværsnit  F  haves  For- 
længelsen ifølge  Ligning  (1  a): 

.,         Pdx 
hvoraf  *"         * 


* 

•'O 


EF  * 


Naar  man  her  kender  F  og  P  som  Funktioner  af  x,  kan 
Integrationen  udføres. 

Forlængelsen  pr.  Længdeenhed  €  er  her  variabel, 

dl  P  o 


dx        EF         E  ' 

Hvis  Kraften  P  er  konstant,  ses  €  at  være  størst  i  det 
Tværsnit,  hvis  Areal  er  mindst;  dette  maa  derfor  —  naturligt 
nok  —  lægges  til  Grund  ved  Dimensionsbestemmelsen.  Denne 
udføres  saa  forøvrigt,  idet  a  og  €  ogsaa  her  ere  proportionale, 
ved  Ligningen  P  =  Fo .  r,  hvor  Fo  er  det  mindste  Tværsnitsareal. 

Som  Anvendelse  heraf  plejer  man  at  beregne  Formen 
3f  eii  lodret  Stang,  der  er  ophængt  i  sin  ene  Ende  og  skal 
^>3ere  en  i  den  anden  Ende  ophængt  Vægt  P  foruden  sin  egen 
Vaegt,  idet  Fiberpaavirkningen  skal  være  den  samme  i  alle 
Snit  (Fig.  41,   PL  5).      Tværsnittet   af  Stangen,  skal    være    en 

A.  Oitønfeld:   Teknisk  Elasticitetslære.  a 


Cirkel,  og  da  Kraften  voxer  opad,  tnaa  Tværsnittet  Ugeledes 
voxe  opad. 

Det  nederste  (mindste)  Tværsnit  har  Radius  ^,  bestemt  af: 


nrp. 


.r  ~  P. 


1  Afstanden  x  tra  den  nederste  Ende  er  Radius  p;  Kraften 
er  her  P+Qi,  hvor  Qi  er  Vægten  af  Længden  x  af  Stangen. 
Det  konsekutive  Tværsnit  har  Radius  & -'r  d^  og  skal  bære 
P  +  Ol  -r  (/Qji  hvor  dQi  -»  (j  ■  Tcp'  ■  '^^'  ^^^^  Vægtfylden  kaldes 
g;  dette  Snils  Areal  er:     Tip' -■- 27r(»  ■  dp. 

Altsaa  haves: 

(Tip'  +  2jrpdp)  r  =  P  +  Q^  +  q  .  irp'dx, 


og  ved  Integration,  idet  x  =  O  giver  p  =-  p,; 


der  er  Ligningen   for   Legemets  Meridiankurve.     Forlængelsen 
findes  her  overmaade  let,  da  Spændingen  er  konstant: 
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saa  beregner  man  først  Formforandringerne  pr.  Længdeenhed 

P  tf 

fra  hver  Kraft  for  sig.  Kraften  P^  alene  giver  €x  —  ^^  ="  ~^  j 

idet  Tvi»rsnittet  vinkelret  paa  x- Retningen  har  Arealet  F^^  og 

p 

-^  =  Oxi   med  analoge  Betegnelser  i  de  andre  Retninger  faas 

følgende  Sammenstilling : 

Forlængelser  i 

x-Retningen       .  y-Retningen  z-Retningeii 

Px  alene  giver    ...  €x  .  *a; .  «ar 

mm 

P  _  _J_  1 

Æfi  ...  Cl/  Cl/  .   C^y 

m  m      -^ 

„  _  1  1_ 

■«♦*  ...  .  c«  c^  c*. 

mm 

Ved  samtidig  Virkning  af  alle  tre  Kræfter  faas  Forlængel 
serne  pr.  Længdeenhed  i  de  tre  Retninger  ^i,  e-z  og  «3,  hvor 

«i  =  «a;  -^  —  (ey  +  ^z)   =   -j^  [(Jx  —  -^  (^y  +  ^^))  ' 

og  analoge  Udtryk  for  €z  og  €s. 

Nu  ere  Formforandringerne  bekendte.  Hvis  man  skal 
bestemme  Dimensionerne  for  et  paa  den  Maade  paavirket 
Legeme,  har  man  blot  at  sørge  for,  at  den  største  af  disse 
Formforandringer  ikke  overskrider  den  tilladelige  Grænse.  Af 
de  i  §  14  angivne  Grunde  plejer  man  imidlertid  at  forme 
denne  Beregning  saaledes,  at  man  først  bestemmer  den  ideelle 
Spænding  Oiy  d.  v.  s.  den  Spænding  (pr.  Arealenhed),  som  vilde 
frembringe  samme  største  Formforandring,  hvis  den  virkede 
alene.  Hvis  f.  Ex.  e-i  er  den  største  af  Formforandringerne, 
har  man: 

Gi   =   E  .Bi   =   Oy  —  "j^  (^^  +  ^«)> 

og  nu  skulle   Dimensionerne  bestemmes  saaledes,    at  Oi  -^  r 
(den  tilladelige  Fiberpaavirkning). 

Man  ser,  at  Spændingen  her  ikke  er  ligefrem  proportional 
med  Formforandringen,  saa  det  er  ikke  ligegyldigt,  hvilken  af 
disse  Størrelser  man  gaar  ud  fra  ved  Dimensionsbestemmelsen. 
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Naar  alle  Kreefleme  virke  til  Træk,  ser  man,  at  øf  er 
mindre  end  den  største  af  Spændingerne  øj,  Oy,  a,;  Dimen- 
sionerne kunne  altsaa  gøres  mindre,  naar  alle  Kræfter  virke 
samtidigt,  end  naar  den  største  virker  alene.  Det  kan  følgelig 
være  en  Fordel  at  tilføje  nye  Kræfter,  naar  de  nemlig  mod- 
virke den  Formforandring,  som  de  oprindelige  Kræfter  stræbe 
at  frembringe.  Hermed  stemmer  det  ogsaa,  at  det  virker  til 
Gunst,  naar  man  paa  anden  Maade  end  just  ved  Tilføjelse  af 
nye  Kræfter  foimindsker  Formforandringen,  saaledes  f.  Ex. 
hvis  man  paa  en  eller  anden  Maade  hindrer  Tværsnittets  For- 
mindskelse (ved  Træk)  eller  Forøgelse  (ved  Tryk).  Dette  kan 
direkte  eftervises  ved  Forsøg,  som  vi  senere  skulle  se  (§  42}. 

Opg.  8.  Et  retvinklet  Parallelopipedum  af  Støbejtern  med  KaDtlcng- 
derne  a,  b  og  c  er  parallelt  med  Kanten  b  paavirket  af  et  Trsk  paa  IS*'-, 
parallelt  med  Kanten  a  af  et  Tr^k  paa  20"'  Kanten  c  er  10  cm.  lang;  find 
de  to  andre  Kanters  Længde,  naar  den  tilladelige  Paavirkning  er  150  kK./cm.* 
for  Tnek  og  700  kg./cm.*  for  Tryk, 


11.    Forskydning. 

§  18.  De  Formforandringer,  vi  hidtil  have  betragtet,  vare 
Ændringer  af  Længder;  nu  skulle  vi  undersøge  Ændringer  af 
Vinkler. 

Af  et  Legeme,  der  er  paavirket  af  ydre  Kræfter,  tænke  vi 
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hvilken  Størrelse  kaldes  Forskgdningsspændingen.  Formfor- 
andringen BB*  maa  ifølge  Hooke's  Lov  være  proportional  med 
Kraften  dT,  ifølge  Forudsætningen  om  Homogenitet  ligefrem 
proportional  méd  Længden  AB,  omvendt  med  Tværsnittet  dF; 
man  har  altsaa: 

BB'  =  K.AB^  eller  r  ^  K^.^. 

dF  AB 

iCi  er  en  Konstant,  der  kun  er  afhængig  af  Materialet; 
den  kaldes  Elasticitetskoefficienten  for  Forskudning  og  betegnes 
sædvanlig  ved  G.  Af  Ligningen  ovenfor  ses  Betydningen  af 
G  at  være  ganske  analog  med  Betydningen  af  E  i  §  14;  man 
har  nemlig  G  lig  Forholdet  mellem  Kraften  pr.  Arealenhed  (r) 

og  Forskydningen  pr.  Længdeenhed  |-7-o)-  G  er  af  Dimen- 
sionen kg./cm.^. 

BR' 
Idet  -j^  =-  tg.  (f  (Fig.  43),  skrives  Udtrykket  for  r : 

r=Gtg.<ip,  (3). 

hvilket  er  Relationen  mellem  Spænding  og  Formforandring. 
Denne  sidste  er  udtrykt  ved  tg.  ep ,  hvor  ep  er  Ændringen  af 
den  rette  Vinkel  mellem  det  Snit,  hvis  Forskydning  der  er  Tale 
om,  og  dets  Normal  Hvis  Snittet  selv  flytter  sig  under  Legemets 
Formforandring,  kan  man  tænke  sig  det  bragt  hen  i  sin  nye 
Stilling  ved  en  Parallelforskydning  og  Drejning  uden  Ændring 
af  nogen  Vinkel  og  først  derefter  Forskydnings-Formforandringen 
udført;  Vinklen  y,  der  skal  bruges  som  Maal  for  Formfor- 
andringen, er  i  saa  Fald  den  Vinkel,  som  Snittets  Normal  maa 
dreje  sig,  efterat  Snittet  er  bragt  hen  i  sin  nye  Stilling. 

Vi  skulle  nu  have  fat  paa  en  Relation  mellem  Forskyd- 
ningsspændingen  r  og  de  ydre  Kræfter.  Hvis  vi  lægge  et 
Snit,  der  deler  Legemet  i  to  Dele,  og  kun  betragte  det  paa 
den  ene  Side  af  Snittet  liggende  Stykke  af  Legemet  og  de 
herpaa  virkende  ydre  Kræfter,  skal  Resultanten  T  af  alle  de 
ydre  Kræfters  Projektioner  paa  Snitplanen  være  lig  Resultanten 
af  de  forskydende  Kræfter  r  .dF  i  de  enkelte  Arealelementer 
dF  af  Snittet.  Man  kunde  nu  paa  sædvanlig  Maade  opskrive 
tre  Ligevægtsbetingelser  for  alle  disse  Kræfter  i  Snitplanen, 
men  alene  derved  vilde  man  dog  ikke  faa  tilstrækkeligt  til  at 
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bestemme  Størrelsen  af  t  i  alle  de  forskellige  Punkter.  Vi 
skulle  senere  efterhaanden  se,  hvorledes  man  i  specielle  Til- 
fælde kan  naa  til  en  saadan  Bestemmelse;  tier  skal  blot  be- 
mærkes, at  Iwis  Forskydningsspændingeit  var  ensformig  fordelt 
over  Snittet  (r  Uge  stor  og  ens  rettet  i  alle  Punkter},  vilde 
man  have: 

T  ~\idF  =  T  .F  =  G  .F.  tg.  y,  (3  a). 

hvor  T  er  Projektionen  af  de  ydre  Kræfters  Resultant  paa 
Snitplanen,  F  Snittets  Areal. 

Den  nævnte  Fordeling  af  Forskydningsspændingeme  kan, 
som  vi  strax  skulle  se,  aldrig  forekomme,  men  man  regner  i 
Praxis  i  mange  Tilfælde,  som  om  den  var  til  Stede;  man  faar 
naturligvis  saa  ikke  den  nøjagtige  Størrelse  af  r,  men  ea 
Middelværdi  for  det  paagældende  Snit,  og  dette  kan  ofte  være 
nøjagtigt  nok. 

Hvis  vi  ville  gaa  videre  med  Forudsætningen  om  den  ens- 
formige Fordeling  af  Forskydningsspændingen,  have  vi  i 
Ligning  {A  a)  Relationen  mellem  de  ydre  Kræfter  og  Formfor- 
andringen, saa  denne  sidste  kan  bestemmes,  naar  T  er  givet. 

Naar  man  skal  bestemme  Dimensioner,  har  man  hertil, 
at  Formforandringen  tg.  ff>  ikke  i  noget  Punkt  maa  overskride 
den  lilladelige  Værdi.  Da  tg.  qp  og  r  ere  proportionale,  kan 
man  imidlertid  ligesom  i  §  14  i  Stedet  herfor  sætte  den  Be- 
tingelse, at  Forskydningsspændingen  r  ikke  i  noget  Punkt  maa 
overskride  den  tilladelige  Værdi  f.  Under  Forudsætning  af 
ensformig  Fordeling  af  r  faas  da  til  Dimensionsbestemm elseo 
(Bestemmelse  af  J-']:  jÉHI 

Denne  Lignings  Anvendelse  i  Praxis  er  ofte  fuldkommen 
berettiget:  thi  som  vi  senere  skulle  se,  gaar  man  ved  Fast- 
sættelsen af  /"s  Værdi  ud  fra  den  Spænding  r,  som  ved  Foi-søg 
lindes  at  frembringe  Brud;  og  denne  Spænding  t  beregnes  af 
den  Kraft  T,  der  er  nødvendig  for  at  frembringe  Brud,  og  af 
Tværsnittet  F  ved  samme  Ligning:     T  ^  i  .  F. 

§  19.  Forskydningsspændingeme  i  to  paa  hin- 
anden vinkelrette  Snit.  Naar  man  i  et  af  ydre  Kræfter 
paavirket   Legeme   lægger  et   Snit.   vil   Spændingen    heri   i   Al- 
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mindelighed  være  skraat  rettet  mod  Snittet  og  altsaa  kunne 
opløses  i  en  Komposant  vinkelret  paa  Snittet  og  en  i  Snittets 
Plan.  Den  første  bevirker  alene  Træk  eller  Tryk  (Normal- 
spændinger), den  sidste  alene  Forskydning.  _.       . 

Hvis  man  betragter  et  bestemt  Punkt  i  Legemet  og  ud- 
skærer et  uendelig  lille  tresidet  Prisme  om  Punktet,  og  hvis 
man  endvidere  forudsætter,  at  der  ingen  Kræfter  virker  i 
Retning  af  Prismets  Kanter,  hvad  som  oftest  vil  være  Tilfældet 
i  de  praktiske  Anvendelser,  har  man  (Fig.  44,  PI.  5)  Spæn- 
dingerne paa  Sidefladerne  AB  og  AC  fremstillede  ved  de  skraat 
rettede  Kræfter  Pc  og  P^.  Pc  opløses  i  Pc  ^  AC  og  Pc*"  i  AB, 
ligesaa  P^  i  P^'  ^  AB  og  Pt,"  i  AC.  Idet  AB  og  AC  ere 
uendelig  smaa,  kunne  Pc  og  P^  og  ligeledes  Kraften  P^  paa  BC 
altid  betragtes  som  ensformig  fordelte  over  de  Snit,  hvorpaa 
de  virke,  og  derfor  som  gaaende  gennem  Snittenes  Midtpunkter. 
For  at  der  skal  være  Ligevægt,  maa  de  tre  Kræfter  gaa  gennem 
samme  Punkt  og  danne  en  lukket  Krafttrekant.  Ligevægts- 
betingelsen kan  ogsaa  udtrykkes  saaledes,  at  Resultanten  af 
Pft  og  Pc  skal  være  lig  P«  og  modsat  rettet.  Sammensætningen 
af  Pft  og  Pc  kan  foretages  ved  at  sammensætte  deres  ovenfor 
nævnte  Komposanter,  og  da  Pc  og  P^'  aabenbart  give  en  Re- 
sultant gennem  Midtpunktet  af  BC,  maa  dette  ogsaa  være  Til- 
fældet med  Pc'  og  Pb'  ;  for  at  det  sidste  skal  være  muligt, 
maa  imidlertid: 

P^  _  Pb^ 
AB        AC  ' 

Disse    Brøker    fremstille    Spændingerne    pr.    Arealenhed    i 

Snittenes  Planer,  naar  Opløsningen  af  Kræfterne  foretages  som 

her  angivet.     Hvis  man   i  Stedet  for  Kræfterne  Pc  og  Pb  havde 

P  P 

opløst  Spændingerne  -j^  og  -^  ^ft^^  de  to  Snitretninger,   vilde 

man  altsaa  faa  de  i  Snitplanerne  faldende  Spændinger  lige  store. 

p  ti  p  n 

Hvis  specielt  -^  ==  O,  maa  ogsaa  -^  ==  O,  hvoraf  følger, 

at  naar  man  i  et  Punkt  kender  et  Snit  a  og  Retningen  af  den 
herpaa  virkende  Spænding  P„,  saa  maa  Spændingen  Pt  paa  et 
Snit  b  ^  Pa  være  rettet  parallelt  med  Snittet  a.  Snittene  a  og 
h  kaldes  konjugerede  Snitretninger,  P„  :^  b,  Pb  ^  a.  Til  Be- 
nyttelsen   heraf  skulle   vi    komme    tilbage  i   et   senere  Afsnit. 


Hvis  specielt  Snittene  AB  og  AC  t 
angive   Komposanterne   P"   og   P" 

Pr" 

Kræfter;   Spændingen  -r-^   =- 
Snittet  AB.     Matt  har  altsaa: 


:  vinkelrette  paa  hinanden, 
^'   de    normale   og   tangentielle 

;  er  Forskydningsspændingea  i 
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følgelig;  i  lo  paa  hinanden  oinkelretle  Snit  ere  Forskydnings- 
spændingerne  lige  store,  og  man  ser  Fremdeles,  at  det  er  ned- 
^ndigt  for  Ligevægten,  at  ti,  og  t^  begge  virke  hen  mod  Skærings- 
Unien  A  mellem  Snitlene  eller  begge  borl  fra  denne.  *) 

I  §  18  forudsatte  vi,  at  der  paa  det  uendelig  lille  Paral- 
lelopipedum  (Fig.  43,  PI,  5)  kun  virkede  Forskydningsspæn- 
dinger  i  to  modstaaende  Sideflader,  og  det  bemærkedes,  at 
disse  to  Kraifter  maatte  være  lige  store  og  modsat  rettede,  for 
at  der  skulde  kunne  være  Ligeva'gl.  Naturligvis  er  dette  ikke 
tilstrækkeligt  til  at  skaffe  Ligevægt;  de  to  Kræfter  i  Snittene 
AA  og  RB  danne  et  KraOpar,  og  der  kan  følgelig  kun  blive 
Ligevægt,  naar  Parallelopipedet  er  paavirket  af  endnu  et  Kraftpar 
med  lige  saa  stort  Moment  og  drejende  i  modsat  Retning.  Ifølge 
den  nu  beviste  Sætning  maa  der  imidlertid  i  de  to  Sideflader  AB 
ogsaa  virke  Spændingerne  r  (pr.  Arealenhed),  og  naar  AA  =-  dx, 
AB  =-  dg  og  den  tredie  Kant  ■=-  rfr,  har  man  Momentet  af 
det  første  Kraftpar  lig  {rd.vdz) .  dg.  af  det  andet  (rdydz) .  d». 
Sætningen  om  Forskydningsspændingernes  Ligestorhed  t  to 
paa  hinanden  vinkelrette  Snit  er  her  kun  bevist  under  Forud- 
sætning af,  at  der  ingen  Kræfter  virker  parallelt  med  Prismets 
Kanter  i  Fig.  44.     Den  gælder   imidlertid    ganske  almindeligt. 

Vi  betragte  igen  et  uendelig  lille  Parallelopipedum  (Fig.  45, 
PI.  5),  der  er  skaaret  ud  af  et  af  ydre  Kræfter  paavirket  Legeme, 
og  i  alle  sine  Sideflader  er  paavirket  af  normale  og  tangentielle 
Kræfter.  Vi  lægge  et  Koordinatsystem  med  Begyndelsespunkt 
O  i  det  ene  Hjørne  og  med  Axerne  sammenfaldende  med  de  tre 
fra  O  udgaaende  Kanter.  Parallelopipedets  Kantlængder  ere  dx, 
dy  og  dz.  Sidefladen  OA  er  paavirket  af  en  Normalspænding  o,  og 
af  en  forskydende  Spænding  t^,  der  har  Komposanterne  r„  og 


•)  Udviklingen  hidtil  e 
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Tjcy  efter  z-  og  y-Axeme.     I  Sidefladen  BC  maa  der  da,  idet 
vi  forudsætte  en  kontinuerlig  Variation  af  Spændingerne,  virke 

Normalspændingen   -7-    ((;a;+ jj-^dxj     og    Forskydningsspæn- 

dingeme  -^  (^r^,^  +  -J^  dxj  og  -^  yr^y  4-  ^  ^^j  • 

Alle  Spændinger  regnes  positive  i  de  positive  Koordinat- 
retninger. Ovenstaaende  Udtryk  angive  Spændingerne,  d.  v.  s. 
pr.  Arealenhed;  Kræfterne  (absolute  Størrelser)  findes  ved  at 
multiplicere  med  Sidefladens  Areal  rfj/rfz.  Spændingerne  i  de 
andre  Sideflader  betegnes  analbgt  hermed.  Foruden  de  nævnte 
Kræfter  virker  der  visse  Massekræfter,  ydxdgdz,  angribende  i 
Parallelopipedets  Midtpunkt ;  Overfladekræfterne  angribe  i  Side- 
fladernes Midtpunkter. 

Vi  ville  opskrive  Momentligningen  for  en  Axe  gennem 
Parallelopipedets  Midtpunkt  og  f  Ex.  parallel  med  j/-Axen. 
Alle  Normalkræfter  og  Massekræfter  skære  Axen  eller  ligge  i 
den  og  give  altsaa  ingen  Momenter,  Forskydningsspændingerne 
i  Sidefladerne  OB  og  AC  heller  ikke  og  endelig  de  med  y-Axen 
parallele  Komposanter  af  Forskydningsspændingerne  i  de  fire 
tilbageværende  Sideflader  heller  ikke.  —  Tilbage  er  der  nu 
kun  Forskydningsspændingerne  r^z  (i  AO)  og  Tzx  (i  OC)  sami 
de  tilsvarende  i  BC  og  AB;  kun  disse  ere  derfor  viste  i  Fig.  45. 
Momentligningen  bliver  da: 

(r^z dzdg) i rfar  +  [r^z  +  ^  dxj  dzdg  .  ^ dx 

-h  {tzx  dxdg)  idz  -^  yr^x  +  -^  dxj  dxdg  .  ^dz  =  0. 

Naar  uendelig  smaa  Størrelser  af  4de  Orden  bortkastes  og 
dxdgdz  bortdivideres,  faas  heraf: 


•xz    '™"    *«« 


I  sin  almindeligste  Form  hedder  Sætningen  altsaa:  i  to 
vilkaarlige  paa  hinanden  vinkelrette  Snit  ere  de  Komposanter  af 
Forskgdningsspændingerne  j  der  staa  vinkelret  paa  Snittenes 
Skæringslinie ,  lige  store ,  og  de  virke  begge  hen  mod  eller  begge 
bort  fra    denne  Skæringslinie.      Den  sidste   Del   af   Sætningen 
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c  med  de  i  Fig.  45  angivne 


Telger  at,  at  man  fandt:    t„  ■■ 
Krafl  retninger. 

Ved  Hjælp  af  denne  Sætning  kan  man  indse,  at  den  oven- 
for omtalte  ensformige  Fordeling  af  Forskydningsspændingerne 
er  umulig.  Vi  Ifegge  de  to  paa  hinanden  vinkelrette  Snit- 
elementer et  og  6  saaledes  (Fig.  46,  PI.  o),  at  det  ene  {bj  falder 
i  Overfladens  Tangentplan;  for  denne  Beliggenhed  af  Snittene 
gælder  Sætningen  ovenfor  lige  saa  godt  som  ellers,  og  da  For- 
skydningsspændingen  i  Overfladen  er  Nul,  maa  ogsaa  den 
Komposant  af  Forskydningsspændingen  i  »  være  Nul,  der  er 
vinkelret  paa  Snittenes  Skæringslinie  (Tangenten  til  Snittet  o's 
Omrids).  Heraf  følger  attsaa,  at  Forskydningsspændingen  i  el 
SniielemenI  ude  ved  Legemets  Overflade  og  vinkelret  paa  dennt 
er  rettet  efler  Snittets  Tangent;  den  kan  følgelig  ikke  i  alle 
et  Snits  Punkter  være  parallel  med  den  tangentielle  Komposant 
T  af  de  ydre  Kræfter,  saaledes  som  den  ensformige  Fordeling 
ovenfor  forudsætter.  Endvidere  kan  Spændingens  Størrelse  ikke 
være  den  samme  i  alle  el  Normalsnits  Punkter:  thi  i  det  Element, 
hvis  Tangent  er  vinkelret  paa  T,  er  Forskydningsspændingen  Nul. 


§  20.  Relationer  mellem  Konstanterne  for  Nor- 
malspændinger og  Forskydningsspændinger.  Hidtil 
have  vi  betragtet  Træk  og  Tryk  for  sig,  Forskydninger  for 
sig;  i  Virkeligheden  optræde  de  imidlertid  altid  samtidigt. 
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Minimumsværdien  O  for  ^  =  O  eller  ^  ==  -^  .   Sættes  —  -7-  ^ 

for  9^,  faas  Forskydningen  i  dette  Snit  r"  =  r',  stemmende 
med  den  ovenfor  beviste  Sætning.  I  det  følgende  skulle  vi 
navnlig  gøre  Brug  af  det  Resultat,  at  /  ti  Prisme,  der  er  paa- 
virkei  til  Træk  eller  Tryk  med  Spændingen  ex,  vil  den  største 
Forskydningsspænding  optræde  i  Snit,  der  danne  45^  med  Kraft- 
retningen, og  denne  Maximumsværdi  er:    r  ==  ^(X. 

Naar  man  dernæst  undersøger  et  elementært  Parallelo- 
pipedum  ABCD  (Fig.  48,  PI.  5),  paavirket  af  Forskydnings- 
spændingen  r  i  Fladerne  BC  og  AD,  vil  man  finde,  at  der  i 
de  forskellige  Snit  ogsaa  optræder  Træk-  eller  Trykspændinger. 
Under  Forskydningens  Indvirkning  er  Parallelopipedets  Form 
bleven  AEFD;  Maalet  for  Forskydningen  er 

CF 

Diagonalen  AC  er  kommen  hen  i  Stillingen  AF  og  er  der- 
ved bleven  forlænget  Stykket  CG,  idet  FG  J_  AC  (den  vinkel- 
rette FG  træder  i  Stedet  for  en  Cirkelbue  med  Centrum  A, 
idet  Formforandringerne  behandles  som  smaa  Størrelser).  Man 
har  altsaa  Forlængelsen  pr.  Længdeenhed: 

CG  CF  cos  &  ,,  .    ^^ 

Variationen  af  €  for  de  forskellige  Værdier  af  ^  —  i  for- 
skellige  Snit  —  er  givet  herved.  For  ^  =  O  og  ^  =  — 
haves  €  =  0;  største  og  mindste  Værdi  af  €  findes  for 
^^  «=  :;^  -^  ,  og  Værdierne  ere  +  ^  tg.  y.  Forskydningen  er  alt- 
saa altid  ledsaget  af  Træk  og  Tryk;  største  Forlængelse  og  For- 
kortelse optræder  i  Retninger,  der  danne  ±_  4^5^  med  Forskydnings- 
retningen,  og  have  Værdierne  ±_  |  tg.  <f. 

Relationen  mellem  Forskydningsspændingen  r  og  de 
største  Træk-  og  Trykspændinger  (X„,.x.  findes  ved  i  Ligningen 
^mix.  =  zh  i  tg-  9  at  indføre : 

<y.nax.    =    E  .  f,„ax.  ,  T  =     G  tg.  y, 

hvorved  ^  =  ±1-^  eller  r  ^  +  2 -|r .  (X„ax. . 
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Naar  man  skal  bestemme  Dimensioner  af  et  Legeme,  der 
er  paavirket  til  Forskydning,  maa  man  selvfølgelig  sørge  for, 
at  hverken  den  tilladelige  Forskydning  (tg.  9)  eller  den  til- 
ladelige Forlængelse  (e)  overskrides.  Heraf  følger,  at  den  Ht- 
ladelige  Værdi  af  Forskydningen  (tg.  <p)  højst  maa  være  dobbelt 
saa  stor  som  den  tilladelige  Forlængelse,  eller  idet  Spændinger 
og  Formforandringer  her  ere  proportionale,  at 


fZ2-, 


M- 


Herved  kan  man  udlede  den  tilladelige  Forskydnings- 
spænding  f  af  den  tilladelige  Træk-  eller  Trykpaavirkning  r, 
hvis  man  kender  G  og  E.  Naturligvis  gælder  Relationen  (4) 
kun  for  fuldstændig  isotrope  Legemer. 

G  og  E  kunne  bestemmes  ved  Forsøg.  Imidlertid  kan 
man  ad  rent  theoretisk  Vej  udlede  en  Relation  mellem  dem, 
saaledes  som  vi  nu  skulle  se. 

Vi  betragte  en  Tæming  ABCD  med  Kanten  1  (Fig.  49, 
PI.  5)  paavirket  til  Træk  af  Spændingen  (Kraften)  a.  Herved 
forlænges    AB   til    A,B,    —    I  +  e    og    forkortes    AD    til    AA 

=   1 .     Som  vi   ovenfor  have   set,   optræder  der  i  skraa 

Snit    i    Ta'rningen    Forskydningsspændinger,    som    naa    deres 
Maximum   i   Diagonalplanerne   AC   og   BD.      Disse   danne  op- 
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1- ' 


=  JL  rj_±f___ ^1 

2    L.         €  l+e\ 


m 
ler  at  multiplicere  den  første  Brøk  i  Tæller  og  Nævner 

£ 

,  den  anden  med  1  —  e  oa  bortkaste  2den  Potens 

ille  Størrelse  €  findes: 


tg.y  =  .(i+-i). 


nfor  have  vi   fundet,  at  Forskydningen  r  i  Diagonal- 
ir: 

T  =  G  tg.  9  =  i  a, 


«  =  2G.(l+^), 


E.e: 

G  m 


E         2  (m  +  1)  ■ 


(5). 


man  herved  kender  Forholdet  mellem  G  og  £,  bliver 
(4)  til: 

f  5 r^  •  r.  (4  a). 

es  m  =  4,  haves  altsaa: 

G  =  0,4  .  E,    f<:  0,8  .  r.  (6). 

=  3  giver  G  =  0,375  .E,  f<:  0,75 .  r,  saa  det  spiller 
■  Rolle,  om  man  tillægger  m  den  ene  eller  den  anden 
Man  regner  gerne  m  =  4.  En  Verifikation  af  disse 
r  ved  Forsøg  kan  bedst  iværksættes  ved  Vridning, 
ledenfor.  Her  skal  blot  anføres,  at  Forsøg  af  Appleby*), 
ger**)  o.  fl.    med    forskellige    Sorter    smedeligt  Jærn 

gene  refererede  af:    Commission  des  méthodes  d'essai  des  matériaux 
nstruction.     Rapport  XXXII.     T.  III.,  Paris,  1895. 
lilungen  aus  dem  mech.-techn.  Laboratorium  der  techn.  Hochschule 
nchen.    Heft  3. 
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have  givet  G :  E  ==  0,36  —  0,49,  som  Middeltal  G  E  ^  O,« 
Det  sædvanlig  brugte  Forhold,  G ;  £  =  0,4  er  altsaa  nærmest 
lidt  for  lavt.  De  specielle  Værdier  af  Konstanterne  for  de 
særlige  Materialer  komme  vi  tilbage  til  i  et  følgende  Afsnit. 


111.     Vridning. 

§  21.  Vridning  af  en  ret,  cirkulær  Cylinder.  Naar 
en  saadan  Cylinder  i  sine  to  Endeflader  er  paavirket  af  to  lige 
store,  modsat  drejende  KraRpar,  hvis  Planer  staa  vinkelret 
paa  Axen,  vil  Formforandringen  bestaa  i,  at  de  forskellige 
Tværsnit  blive  drejede  i  Forhold  til  hinanden  om  Cylindrens 
Axe.  Idet  vi  forudsælle  Cylindren  fuldstændig  homogen,  maa 
Drejningen  være  ensformig  fordelt  over  Længden:  Vridntngs- 
irinklen  pr.  Længdeenhed  kaldes  9.  Endvidere  forudsætte  vi, 
at  alle  Normalsnit  i  Cylindren  holde  sig  plane;  i  saa  Fald  kan 
Form  forandringen  kun  bestaa  i  en  Drejning  om  Asen;  denne 
maa  nemlig  blive  ved  med  at  være  en  Symmetrilinie.  Normal- 
snittene  maa  derfor  vedblive  al  være  virikelretle  paa  den,  og 
da  Axens  Længde  ikke  forandres,  maa  Normalsnittene  veil 
Vridningen  glide  i  deres  egne  Planer.  —  Af  del  nu  sagti' 
følger,  at  en  Linie  i  Cylindren,  der  oprindelig  var  parallel  meil 
Axen,    efter    Form  forandringen   er    gaaet   over  til   at   blive  en 
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Idet  Punktet  A  befinder  sig  i  Afstanden  ^  fra  Axen,  haves: 

.  Q  ,^  ,dz  ^ 

tgy  =        rfT—  =  ?-^- 

Det  erindres,  at  Vinklen  ep  skal  være  Ændringen  af  den  rette 
Vinkel  mellem  et  Snit  og  dets  Normal,  altsaa  her  Komplement 
til  den  Vinkel,  som  Prismets  Kanter  danne  med  dets  Ende- 
flade, og  deraf  følger,  at  ovenstaaende  Udiryk  for  tg.  (p  kun  er 
rigtigt,  hvis  Normalsnittet  har  holdt  sig  plant  og  vinkelret 
paa  Axen. 

Spændingerne  i  et  Normalsnit  maa  aabenbart  holde  Lige- 
vægt mod  det  ved  den  ene  Ende  af  Cylinderen  virkende  ydre 
Kraftpar  med  Moment  iV/^,  det  vridende  Moment,  Forskydnings- 
spændingen  paa  Arealelementet  dF  ved  A  (Fig.  50)  er: 

r  =  G  .  tg.  qp  =  G  .  p  .  ^. 

Kraften  r .  dF  paa  Arealelementet  dF  virker  vinkelret  paa 
Radius;  ved  at  tage  Momenterne  med  Hensyn  til  Axen  faas: 

M^  =  \  GQ^dF.^  =  G .  ^  ^  Q'dF  =  G,  ».lp, 

hvor  lp  betegner  Tværsnittets  polære  Inertimoment.  Denne 
Ligning  vilde  gælde  ganske  uafhængig  af  Tværsnitsformen, 
hvis  de  Forudsætninger,  under  hvilke  den  er  udviklet,  vare 
korrekte  i  Almindelighed;  dette  er  dog  kun  Tilfældet  for 
cirkulært  Tværsnit,  som  vi  skulle  se  nedenfor. 

For  den  cirkulære  Cylinder  haves:  lp  =  ^7tr^,  idet  r 
betegner  Radius  til  Omkredsen,  hvormed: 

idet  9  betegner  Vridningsvinklen  for  Længden  /.  Ligning  (7) 
er  Relationen  mellem  de  ydre  Kræfter  og  Formforandringen 
^  eller  0 ;  hvis  man  afsætter  M^  som  Ordinat,  3^  som  Abscisse, 
faas  en  ret  Linie  gennem  Begyndelsespunktet,  ganske  analogt 
med  Forholdene  ved  Træk  og  Tryk. 

Den  største  Forskydning  optræder  aabenbaii:  ude  ved  Om- 
kredsen, og  Dimensionerne  skulle  bestemmes  saaledes,  at  denne 
største  Formforandring  t^  ikke  overskrider  det  tilladelige,  ^i. 
Naar  vi  her,  som  sædvanligt,  hvor  Kræfter  og  Formforandringer 


ere  proportionale ,   udtrykke  den  tilladelige  Fonnforaodring  i^i 
ved  den  tilladelige  Spænding  f,  haves  altsaa  hertil: 

/  =  Gr»„ 

og  ved  at  indføre  denne  Værdi  af  3x  i  (7}  findes: 

M„  =   \  nfr^  !8). 

til  Bestemmelse  af  Dimensionerne. 

For  en  hul  cirkulær  Cylinder  med  Radierne  r,  og  To  haves: 

/p  =  i  TT  (r,*  —  V), 

2*f. 


livorved : 


og 


M; 


)rG(r,'  — r,') 


(74 


(8.). 


SammenligneK  en 
Volumen,  haves:      r* 

faas :     r«"   =   (n'  -r-  1 ) 

(2n'  -  1)/- 


hul  i 


g  en  massiv  Cylinder  med  samme 
—  To',  og  sæltes  T]  =  nr  {n  ">  I), 
•f-  V  =  (2n"  —  1)  r',  og  endelig. 
Man    finder   da   Forholdet  mellem 


Vridnings  vinklerne   for  samme  vridende  Moment   {M, 
■^  »  2f.'  -  1  >  1. 
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Exempel  En  Smedejærns  Axel  af  9"  Længde  skal  over- 
Tøre  et  vridende  Moment  paa  6,4*« '".  Bestem  Dimensionen  og 
Vridningsvinklen,  idet  f  =  560kg./cm.2,  q  =  800000  kg. /cmA 

3   

1/2.640000        ^,„ 
Man  har:  '^  =   V =^7^-  =  9°"»\ 

TV .  560 

2.900.640000 
^  -   TT. 800000. 9*   -  "'"'  ~  *  • 

Man  finder  lettere  9,  naar  man  i  Forvejen  har  beregnet  r 
ved  Hjælp  af  Relationen: 

^    j_     f^l  560.900 

^  =  ^'l-  -Q-F  -   800000 . 9  ~  "'^^• 

Ligesom  Formlerne  for  Træk  og  Tryk  kunne  ogsaa  de 
her  udviklede  for  Vridning  anvendes  paa  Omdrejningslegemer. 
For  at  finde  Vridningsvinklen  af  et  saadant  Legeme  opskriver 
man  ved  (7)  den  uendelig  lille  Vinkel,  der  faas  for  en  Skive^ 
begrænset  af  to  konsekutive  Planer  vinkelrette  paa  Axen: 

,^        2M^dz 
dif  =  — 7^-p  . 

og  finder  hele  Vridningsvinklen  ved  en  Integration;  for  at 
kunne  udføre  denne  maa  man  kende  Relationen  mellem  r  og  Zy 
Ligningen  for  Meridiankurven.  Legemets  Bæreevne  bestemmes 
ved  Ligning  (8),  hvor  r  er  Radius  i  det  mindste  Tværsnit. 

§  22.  Den  Arbejdsmængde^  der  er  nødvendig  for  at  frem- 
bringe  en  vis  Vridning  (©'),  bestemmes  ganske  paa  samme 
Maade  som  ved  Træk  eller  Tryk  (§  15),  idet  Relationen  mellem 
Kraft  og  Formforandring  [Ligning  (7)]  ligesom  for  Træk  og 
Tryk  er  grafisk  fremstillet  ved  en  ret  Linie. 

Vi  antage  foreløbigt,  at  Formforandringen  foregaar  uden 
Stød,  altsaa  at  det  vridende  Moment  begynder  med  Værdien 
Nul  og  voxer  jævnt  op  til  Slutningsværdien  M^',  idet  der  stadig 
udvikles  og  konsumeres  lige  meget  Arbejde.  I  et  vilkaarligt 
Øjeblik  er  det  vridende  Moment  M^,  Vridningsvinklen  0,  og  i 
det  derpaa  følgende  Tidselement  udvikles  og  konsumeres  Arbejds- 
måengden  Mv .  d9.  Hvis  man  i  Fig.  39,  PI.  5,  lader  Ordinaterne 
betyde  M„,   Abscisserne  0,   er  My  .  d9  fremstillet  ved  et  Areal- 

A.  Oit«nf«ld:  Teknisk  EUaticitetalære. 
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element  som  det  skraverede,  og  hele  Arbejdsmængden  K  er 
altsaa  lig  Arealet  af  Trekant  OAA<,  idet  OA,  —  d',  AiA  =  M,\ 
følgelig: 


Indføres  heri : 


:      li. 


hvor  T'  er  Spændingen  paa  Radius  r  (den  største  Spænding),  faas: 


G' 


40  ■ 


» 


TYor  V  er  Cylindrens  Volumen. 

Den  konsumerede  Arbejdsmængde  er  alfsaa  ligesom  i  §  In 
proporlionnl  med  Slulnintjsspiendingens  Kvadral  og  med  Legemtls 
Volumi-n. 

Ved  Ligning  (9]  kan  man  ganske  som  i  §  l.i  finde  lien 
Spænding,  der  frembringes,  naar  en  given  ydre  Arbejdsmængde 
meddeles  til  Legemet,  altsaa  hl.  a.  ogsaa  Virkningen  af  el 
Stød,  og  man  kommer  naturligvis  ti!  ganske  analoge  Resul- 
tater. Et  uridende  Moment,  der  sIraT  begynder  ni  uirke  med 
sin  fulde  Styrke,  ml  altsaa  frembringe  en  dynamisk  Spænding. 
der  er  dobbell  saa  stor  som  den  statiske,  og  lier  vil  indtrøde 
Svingninger  om  den  statiske  Ligevægtsstilling.  En  pludselig 
Tili>æ.xi  til  det  vridende  Moment  ril  bevirke  en  dynamisk  Spænding 


67  §  23. 

itlinede  Frembringere  antage  Form  af  Skruélinier,  men  for 
t  andet  Tværsnit  kan  det  ikke  være  rigtigt,  hvilket  indses  ved 
t  gaa  ud  til  Konturen;  her  maa  Forskydningsspændingen 
ære  rettet  efter  Tangenten.  Vi  skulle  se,  hvorledes  man  kan 
ennemføre  Beregningen  uden  disse  Forudsætninger.  *) 

Vi  lægge  (Fig.  51,  PI.  6)  som  ovenfor  to  konsekutive 
Cormalsnit  i  Legemet  og  betragte  et  uendelig  lille  Prisme  med 
odrette  Kanter  og  med  sine  Endeflader  beliggende  i  Normal- 
nittene;  den  nederste  Endeflade  dannes  af  Arealelementet  om 
^unktet  Å.  Formforandringen  bestaar  i  en  ren  Forskydning, 
ivorved  den  øverste  Endeflade  kommer  hen  til  Punktet  A*, 
"or  at  faa  et  Udtryk  for  Spændingen  maa  man  have  fat  paa 
len  Vinkel  y,  der  er  et  Maal  for  Forskydningen,  ep  er  Kom- 
Dlement  til  Vinklen  mellem  Prismets  Kanter  og  Endeflade, 
ifterat  Formforandringen  har  fundet  Sted,  men  man  maa  her 
erindre,  at  Prismets  Endeflade  ikke  er  bleven  liggende  i  det 
oprindelige  Normalsnit.  Dette  har  antaget  Form  af  en  krum 
Flade  z  =  f(x,y)^  og  Prismets  Endeflade  ligger  i  Tangent- 
planen til  denne  Flade  i  Punktet  A  med  Koordinaterne  x,  y,  z ; 
(p  er  altsaa  Vinklen  mellem  denne  Flades  Normal  N  i  A  og 
Linien  AA', 

Man  har  nu  Spændingens  Størrelse  r  =  G  .  tg.  y ;   for  og- 
saa   at  faa  dens  Retning  bestemt  ville  vi   søge  dens    Kompo- 
santer  r^  og  Ty  efter  Koordinataxerne  x  og  y;    z-Axen  er  den 
Axe,  hvorom  Vridningen  finder  Sted.     Idet  Formforandringen 
tg.  (p  betragtes  som  en  lille  Størrelse,  kan  man  sætte  tg.  y  ==  9) 
og  behandle  Vinklens  Projektioner  paa  xz-  og  i/z-Planerne  paa 
samme  Maade.    Man  har  da:   Tx  =  Gtg.  y',  hvor  y' er  Projek- 
tionen af  (p  paa  xz-Planen,  og  naar  Normalen  N  er  projiceret 
i  Nl  (Fig.  51),  haves  med  Figureas  Betegnelser:    y'  =  a-^/3. 
Ved  Behandlingen  af  den   cirkulære   Cylinder  havdes  /?  =  O 
og  qp'  =  a;     endvidere  tg.  9  =  B^  .Q,   hvoraf  tg.  9'  =  -^  &  ,  y 
(^.p  afsættes  i   Retningen  AvA'y  og  projiceres   paa   x-Axen); 

Sz 
her  er  altsaa   tg.  a  =  -r-^ ,  y.     tg.  13  er  som  bekendt  lig  ^-  , 

ox 

hvorefter  man  har: 

T,  =  G  tg.  <p'  =  G  (tg.a  +  tg.^ff)  =  G  (^  --  *y)  ,        (a). 


*) 


Problemet  er  navnlig  behandlet  af  de  Saint-Venant.    Fremstillingen  her 
følger  nærmest  den  Sif  Flamant  (Résistance  des  matériaux,  Paris,  1886)  givne. 


5* 


eg  paa  samme  Maade- findes: 

Vi  tænke  os  dernæst,  at  det  betragtede  uendelig  lille  Prisme 
om  Punktet  A  er  et  retvinklet  Parallelopipedum  med  Kanterne 
djT,  dy,  dz  (Fig,  52.  PI.  fi).  1  dettes  nederstt-  Flade,  Ali,  virke 
Spændingerne  Tj  og  r^,  altsan  maa  der  i  AC  virke  en  Spænding 
r^,  i  BI):  -f- (r,  +  rfr,).  i  MD:  i^,i  BC:  -^(Xy  +  dzy):  der  viriter  | 
ingen  Norm  al  spændinger.  Ugevægten  fordrer,  at  Summen  af 
de  lodrette  Kræfter  er  Nul,  hvorved : 


,  +  ^-^^da)dxd,- 


T^dydi  -^  {t^  +  *'^  ^^)  <iydz  +  Tydxdz  -. 

eller  $^  +  ^'-0. 

St    '    dy 

og  ved   Indførelse   af  de  ovenfor  fundne  Værdier  af  Xj  og  r 


fix' 


rftf' 


Id. 


hvilket  er  Differentialligningen   for  den   Flade,    hvorefter  Ni>r- 
malsnittet  har  krummet  sig. 

Som  i  Indledningen  til  denne  Paragraf  bemærket,  have  vi 
endnu  en  Belingelse,  der  skal  tilfredsstilles:    ude  ved  Norraal- 
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mt  Den  Flade  z  «=  f(x,  y),  hvorefter  Normalsnittet  krummer 
;,  skal  i  saa  Fald  have  Ligningen:  z  ^^  C,  hvorved  aaben- 
rt  Differentialligningen  (c)  er  tilfredsstillet.  Ligning  (d) 
ver  da  ved  Hjælp  af  (a)  og  (b)  til  : 

dx  y' 

m  er  Differentialligningen  for  Normalsnittets  Omkreds.  Dens 
tegration  giver: 

X«  +  1/2  =3  C. 

Udviklingen  i  §  21  for  en  cirkulær  Cylinder  er  altsaa 
)rrekt. 

Vi  ville  dernæst  undersøge  Vridningen  af  en  elliptisk 
ylinder.     Normalsnittet  har  Ligningen: 


+ 

y* 

b' 

h 

1 

bliver : 

dx 

=   - 

= 

Ty 

Tx 

Dette  Forhold  mellem  Spændingerne  gælder  foreløbigt  kun 
de  ved  Omkredsen,  men  vi  ville  prøve,  om  det  ikke  kan 
aelde  for  alle  Tværsnittets  Punkter. 

Hvis  vi  sætte: 

r^  =  Ay,    Ty  —  Bx, 

aas  af  Ligningerne  (a)  og  (h): 

dz  A  Sz  B 

Sx--G^  +  '^^^     ^==    G^-^^' 

%  ved  Differentiation  heraf  ses,  at  Ligning  (c)  er  tilfreds- 
tillet; den  antagne  Spændingsfordeling  er  altsaa  rigtig.  Ved 
^tegration  af  de  to  Ligninger  faas: 

z  =  ("e +^^)  y^  +  9(y)y  og  z  =  y^-  —  »jxy  +  Hf(x)y 

^g  da  disse  to  skulle  være  identiske,  maa : 


Ksg  —  C 


Normahnittft  kramme  sig  allaaa  tflrr  en  hyperbohk  P«it 

bohide 


.  -*=    ^-9, 


og  da 
faar  man 


"Lu 

bl 


-     ».   aHsaa     „    - 


,(  — 


^,^—^- 


Nu  har  man.  al  det  ydre  vridende  Moment  skal  være  lif 
Momentet  af  alle  de  forskydende  Knefler  ■  Normalsnittel.  For 
vi  Areal  element  dxdg  er  Forskydningens  Momenl  lig: 

{t^.x —  t,.  g) dxdg, 
allftaa 

Af,  =  \\iBx'-Ag']dxdy  -  -^ 


AW' 


-  a'g')(ixils. 


hvor    Integrationen    udstrækkes   over    hele   Tværsnittet.     Man 
finder : 
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S  2S. 


Maximumsværdien  af  r  bliver: 


max. 


2rW. 


a'+  t« 


2M, 

Trafc 


2  ' 


ikke  maa  over- 


irved  kan  Bæreevnen  undersøges,   idet  r,nax 
ride  den  tilladelige  Paavirkning  f,  altsaa: 

Paa  lignende  Maade  som  her  vist  for  Ellipsen  kunne 
ire  Tværsnit  behandles;  rektangulært  Tværsnit  f.  Ex.  har 
igt  større  praktisk  Betydning  end  elliptisk,  men  Under- 
pelsen er  vanskeligere  paa  Grund  af  Omkredsens  Diskon- 
uitet.  Saadanne  Beregninger  have  givet  følgende  almindelige 
sultater: 

Bæreevnen  er  givet  ved: 

/  . 

•»tniti. 


M,  ^  nf 

Vridningsvinklen  pr.  Længdeenhed  ved : 

IpMv 


(10). 


»  =  ni 


G.P 


'4  ' 


(11). 


or  /min.  betegner  det  mindste   Inertimoment  af  Tværsnittet, 
det  polære  Inertimoment,  F  Tværsnitsarealet. 
b  betegner  en  Længde,  n  og  Hi  Talværdier,  nemlig :  *) 


Tværsnitsform 


Cirkel    .  . 
Cirkelring 
Ellipse  .  .  . 
Ellipsering 


Rektangel,    ,    ^:i-  1 


.    =^   1 

2 

-     —    1 


Ligesidet  Trekant 
Regulær  Sexkant . 


Radius 
udv.  Radius 
lille  Halvaxe 
udv.     — 

mindste  Side 


Siden 


n 


8 


1,385 
1,694 


ni 


4rr2  —  39,5 
icr^  =  39,5 

42,68 

42,0 
40,2 
38,5 
45,0 
41,0 


Se  f.    Ex.  C.  Bach:      Elasticitåt   und  Festigkeit,    2^^  Aufl.   Berlin,    1894, 
S.  175  og  199. 
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For  et  Rektangel  med  Siderne  h  og  li  faas  saaledes: 

I  fl^h. 

.  _  „   r'i  {b'h  +  bb^}  „    _    "i  &*  +  /■'  M. 
'         G6'/i'  "  "12      6»A»       G  ■ 

KoefTici  en  terne  /)|  cre  saa  lidt  forskellige,  at  man  sædvanlig 
sætter  ni  =-=  -iO,  uaTliængigt  af  Tværsnitsformen. 

Alle  de  her  udviklede  eller  blot  anførte  Formler  gælde 
selvfølgelig  kun  indenfor  Proportionali tetsgrænsen,  og  ved  For- 
søg til  Verifikation  af  dem  maa  følgelig  denne  Grænse  ikke 
overskrides.  Der  kan  derfor  ikke  godt  være  Tale  om  Veri- 
fikation af  andre  Formler  end  (1 1 )  hvor  man  kan  maale 
sammenhørende  Værdier  af  .■>  og  M,,. 

Her  skal  nævnes  nogle  Forsøg  af  Bauschinger.  *) 

1.  Smedeligt  Jærn.  Som  Middeltal  af  13  Forsøg  med 
cirkulære  Cylindre  med  lO"""  Diameter  og  kvadratiske  Prismer 
af  samme  Materiale,  med  Sidelinie  10""   fandtes: 

Vridningsvinkel  for  Cylinder  1 

Vridningsvinkel  for  Prisme  0.696' 


medens  Formel  (11 
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fandtes  følgende  Forhold:      1  :  1,24  : 1,20  : 1,47  :  9,65 
medens  Formel  (11)  giver:     1  :  1,25  :  1,13  :  1,40  :  9,10. 

Støbejærn   følger   imidlertid   slet   ikke   Hooke's   Lov,    saa 
n  kan  ikke  vente  nøjagtig  Overensstemmelse. 
Til  Brudforsøg  komme  vi  tilbage  i  et  følgende  Afsnit. 

IV.     Bøjning. 

§24.  Almindelig  Behandling  af  en  lige  Bjælke 
3d  konstant  Tværsnit,  idet  Kraftplanen  er  en  Sym- 
striplan. 

En  Bjælke  bliver  bøjet,  naar  den  er  paavirket  af  ydre 
æfter  vinkelrette  paa  Længderetningen.  Disse  ydre  Kræfter 
la  naturligvis  først  og  fremmest  selv  være  i  Ligevægt,  og 
Jt  vi  her  antage  alle  Kræfterne  parallele  og  beliggende  i  samnie 
in,  faas  derved  to  Ligevægtsbetingelser: 

SP  =  O,  SPx  =  0;  (12) 

Vxen    er    lagt    i    Bjælkens   Længderetning,    y-Axen  vinkelret 
rpaa. 

De  ydre  Kræfter  ere  to  Slags:  givne  aktive  Kræfter  (Be- 
itningen)  og  Understøtningsreaktionerne ;  de  sidstes  Størrelse 
ikke  bekendt  forud,  men  til  deres  Bestemmelse  tjener  netop 
gningerne   (12).     Her\'ed  kan  der  bestemmes  to  ubekendte, 

hvis  Bjælkens  Understøtninger  ere  saaledes  beskafne,  at 
r  optræder  to  ubekendte  Reaktioner  og  ikke  flere,  er  Be- 
mmelsen  muHg  ved  (12)  alene,  og  Bjælken  kaldes  statisk 
itemt.  Er  der  kun  én  ubekendt  Reaktion,  vil  der  ikke  kunne 
Te  Ligevægt,  med  mindre  begge  Ligningerne  (12)  tilfældigvis 

sig  selv  skulde  være  tilfredsstillede,  altsaa  kun  for  en  spe- 
1  Størrelse  eller  Virkemaade  af  de  aktive  ydre  Kræfter';  ved 

lille  Variation  i  Belastningens  Størrelse  forstyrres  Lige- 
gten  strax,  hvorfor  en  saaledes  understøttet  Bjælke  ikke 
n  anvendes  til  Bygningskonstruktioner.  —  Er  der  endelig 
re  end  to  ubekendte  Reaktioner,  ville  de  statiske  Ligevægts- 
ninger  (12)  alene  ikke  være  tilstrækkelige  til  deres  Bestem- 
-Ise;   Bjælken   kaldes  statisk  ubestemt.     Som  vi  senere  skulle 

er  Beregningen  dog  mulig,  naar  man  tager  Ligningerne  til 
stemmelse  af  Formforandringerne  til  Hjælp. 
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Under  Indvirkning  af  disse  Kræfter  vil  Bjælken  anUge 
en  krummet  Ligevægtsform.  Fibrene  paa  den  konvexe  Side 
ville  blive  forlængede  (strakte),  paa  den  konkave  Side  fiH^ 
kortede  (sammentrykkede),  og  idet  der  maa  være  en  kontmn- 
erlig  Overgang  fra  Strækning  til  Sammentrykning,  maa  der  et 
eller  andet  Sted  i  Legemet  findes  et  Lag  Fibre,  som  beliolde 
deres  oprindelige  Længde;  dette  Lag  kaldes  den  nenlrale  Fladt 
Foruden  de  her  omtalte  Træk-  og  Trykspændinger  optræder 
der,  som  vi  skulle  se,  i  Almindelighed  ogsaa  Forskydnings- 
spændinger  i  Bjælkens  Tværsnit. 

Vi  skulle  nu  se  at  linde  det  tilstrækkelige  Antal  Relationer 
mellem  Spændingerne  i  et  Normalsnit  i  Bjælken  og  de  ydre 
Kræfter.  For  at  simplificere  Sagen  forudsætte  vi,  at  Bjælken 
har  en  Symmelriplan  (efter  Længderetningen)  og  at  alle  de 
ydreKræfter  virke  i  denne  Plan.  Vi  kunne  da  tænke  os  og- 
saa alle  (le  indre  Kra'fter  i  et  Noruialsnil  flyttede  lien  i  samme 
Plan,  idel  de  Kraftpar,  der  maa  tilføjes  ved  Flytningen  af 
Kræfterne  fra  to  symmetriske  Elementer,  ophæve  hinanden.  — 
Den  omtalte  Symmetriplans  Skæringsliuie  med  den  neutrale 
Flade  kaldes  Bjælkens  neutralt  Linie:  paa  Grund  af  Symme- 
trien skæres  endvidere  den  neutrale  Flade  af  Tvæi-snittets  Plan 
i  en  vinkelret  paa  Symmetriplanen,  og  den  neutrale  Flade  er 
altsaa  en  Cylinder  med  denne  Skæringslinie,  Tværsnittets  nen- 
lrale Axe,  som  Frembringer,  den  neutrale  Linie  som  Ledelinie, 
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"æftemes  Angrebspunkter.     Tværsnittene  i  Bjælken,    der  op- 
idelig   stode  vinkelret  paa  j:-Axen,  dreje  sig  ved  Bøjningen 

lille  Vinkel,  men  ikke  desto  mindre  regne  vi  Normalspæn- 
ngeme  i  Tværsnittet  som  parallele  med  rr-Axen,  de  for- 
ydende Spændinger  parallele  med  y-Axen. 

Vi  ville  nu  undersøge  Betydningen  af  hver  af  Ligningerne 
))  for  sig. 

Den  første  indeholder  kun  Kræfter  i  y-Axens  Retning,  alt- 
a  dels  alle  de  ydre  Kræfter  f.  Ex.  til  venstre  for  Snittet  ab 
ig.  53  PI.  6),  herunder  indbefattet  Understøtningernes  Reak- 
ner,  dels  de  forskydende  Spændinger  i  Snittet.    Resultanten 

Forskydningerne  kaldes  T;  det  er  den  eneste  ubekendte 
ligningen.     Denne  kan  med  Betegnelserne  i  Fig.  53  skrives: 

P1  +  P24-....  P,H+r  =  O, 

T  ^  —Sr  P.  (14) 

T  maa  regnes  med  Fortegn  i  samme  Retning  som  Kræf- 
ne  ellers;  vi  vedtage  y-Axens  positive  Retning  som  den  po- 
ive   Kraftretning.      Det  almindeligst  forekommende  Tilfælde 

en  vandret  Bjælke  med  lodret  Belastning,  og  i  saa  Fald 
gge  vi  y-Axen  med  sin  positive  Retning  nedad  og  regne  altsaa 
;saa  Kraftretningen  positiv  nedad. 

Ved  Ligning  (14)  faa  vi  kun  Resultanten  af  Forskydnings- 
)ændingerne  bestemt ;  til  Størrelsen  af  Spændingen  i  de  enkelte 
værsnitspunkter  skulle  vi  senere  vende  tilbage.  —  Ligning 
4)  indeholder  Kræfterne  tilvenstre  for  Snittet;  man  kunde 
aturligvis  lige  saa  godt  have  taget  Kræfterne  til  højre  for 
nittet,  hvorved: 

Pm-\'\  "1"  Pm+i  +  .  .  .  .    Pn  -\-  Ti    =    O, 

Imidlertid  er  ifølge  Ligning  (12): 

ir  P  +  -S^-M  P  =  O,  altsaa  T  =  -r-  Ti. 

Dette  Resultat  er  paa  Forhaand  indlysende,   idet  T  og  Ti 

aa  i  samme  Forhold  til  hinanden  som  Aktion  og  Reaktion. 

betegner  Indvirkningen  af  Bjælkestykket  til  højre  for  Snittet 
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paa  det  til  venstre,  T,  Indvirkningen  af  Stykket  til  venstre  pu 
det  til  højre. 

Forskydningen  i  et  Tværsnit  er  allsaa  lig  Sammen  af  Krat- 
terne paa  den  ene  Side  af  Snittet;  dens  Fortegn  er  i  og  for  s% 
ligegyldigt,  da  det,  forstaaet  paa  rigtig  Maade,  kan  være  baade 
positivt  og  negativt.  —  Man  bruger  undertiden  Betegnelsen 
Transversalkraft  for  det  samme;  her  ville  vi  hellere  tillægge 
hvert  af  disse  Ord  sin  bestemte  Betydning.  Ved  Forskudniaq 
viUe  oi  forstaa  den  indre  Kraft,  der  virker  i  Snittets  Plan  09 
søger  at  bevirke  en  Forskydningsformforandring,  hvorimod 
Transversalkrafleii  for  Snittet  skal  betegne  Hesnllttnten  rif  tk 
ijdre  Kræfter  _pan  den  ene  Side  af  Sniltel,  ogsaa  i  Henseende  til 
Beliggenhed.  Størrelsen  af  Forskydning  og  Tiansversalkrafl 
er  altsaa  den  samme,  Beliggenheden  forskellig:  Fortegnet  er 
ligegyldigt  for  Forskydningen,  for  Transversal  kraften  ville  vi 
derimod  vedlage,  at  den  skal  være  lig  Resultanten  af  KrEefternc 
/[7  venstre  for  Snillel,  altsaa  positiv,  hvis  denne  Resultant  virker 
i  den  positive  Kraftretning.  Tran  s  versal  kraften  betegnes  i  del 
følgende  ved  Q. 

Den  anden  af  Ligningerne  (13)  indeholder  kun  Kræfter  i 
j'-Axens  Retning  altsaa  kun  Normalspændingerne  i  det  be- 
tragtede Snit.  For  at  linde  et  Udtryk  fur  dem  inaa  vi  bmgf 
Form  forand  ringerne  som  Gennemgangsled.  —  Som  ovenfor 
bemærket  ville  nogle  Fibre  blive  forlængede  ved  Bøjningen, 
udre    forkortede.     Hvis    vi    derfor   betragte   to   oprindelig  pfl- 
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^ 

E 
rved  Spændingen        a    =  —  y,  (15) 

Craften  paa  Arealelementet  dF  af  Tværsnittet: 

dS  =  odF  =-  -    udF. 

9  ^ 

2r  et  Træk,    hvis   y   er  positiv,    Tryk,    hvis  y  er  negativ, 
[e  Ligningen  (13)  haves  nu: 


s 


dS  =  O, 


det  Hooke's  Lov  antages  at  gælde  (E  konstant),  og  idet  ^ 
en  samme,  saalænge  vi  befinde  os  i  samme  Tværsnit,  faas: 


E 
9 


\  ydF  =  O,  eller  altsaa  \  ydF  =  O, 


r  Integrationen  skal  udstrækkes  over  hele  Tværsnittet, 
ne  Ligning  udtrykker,  at  Tværsnittets  statiske  Moment 
I  Hensyn  til  den  neutrale  Axe  (Linien  gennem  O,  vinkelret 

Papirets  Plan)  skal  være  Nul,  altsaa  at  den  neutrale  Axe 
r  gennem  Tværsnittets  Tyngdepunkt.  Vi  have  her  tillige  set, 
^ormalspændingerne  i  et  Tværsnit  ere  proportionale  med  Af- 
idene  fra  den  neutrale  Axe  (a  =  C .  y)  og  altsaa  grafisk 
iistillede  som  Ordinater  til  en  ret  Linie  gennem  O.  Hvis 
sammensætte  alle  de  strækkende  Kræfter  til  en  Resultant 
og  ligeledes  alle  de  trykkende  Kræfter  til  en  Resultant  S\ 
es  S  =  —  S\  saa  S  og  S'  danne  et  Kraftpar. 

1  den  tredie  af  Ligningerne  13  indeholder  det  ene  Led 
IXy  —  kun  Normalspændingerne  i  Tværsnittet,  det  andet 
lYx  —  kun  de  ydre  Kræfter  og  Forskydningen  T.  Vælge 
imidlertid  som  Momentcentrum  et  Punkt  af  Kraften  Ts 
ningslinie  —  Skæringslinien  mellem  Tværsnittets  Plan  og 
imetriplanen  — ,  bliver  Forskydningens  Moment  Nul,  og 
Idet  SYx  indeholder  kun  Momentet  af  de  ydre  Kræfter  paa 

ene  Side  af  Snittet;  vi  ville  kalde  det  M.  Dette  Mpment 
I  nu  være  lig  Momentet  af  Kraftparret  S,  S',  dannet  af 
malspændingerne . 

Vi  tage  Momenterne  med  Hensyn  til  Punktet  O  (Fig.  54); 

ften  paa  Arealelementet  i  Afstanden  y  fra  O  er  — ydF,  og 


dens  Moment  altsaa  '  y*dF.  Summen  af  alle  den  Slags  Mo- 
menter fass  ved  Integration  over  hele  Tværsnittets  Areal,  sa^ 
at  den  sidste  af  Ligningerne  (131  nu  kan  skrives: 


/. 


iiei 


hvor  /  betegner  Tværsnittets  Inertimoment  med  Hensyn  til  den 
nentrale  Axe. 

Vi    fandt    ovenfor   (15)    Loven    for    Normalspændingemes 
Fordeling  over  Tværsnittet:  nu  kunne  vi  ved  Ligning  (16)  linde 


deres  Størrelse.     (16)  giver  nemlig: 

ning  (15)  bliver  til: 

E  .1 

«  =  „  y  = 


.V 


hvorved   Li|- 


Største  Spænding    optræder   i    de    længst   fra  den  neutralt 
Axe  fjernede  Punkter  (y  —  ei  eller  y  =^  ej,  F'ig  54)  og  er; 


Ved  Ligningerne  (16|  og  (17j  kan  man  løse  de  forskellige  I 
Opgaver,  der  kunne  stilles,  under  Forudsætning  af  at  der  ses  I 
bort  fra  Forskydningen,  hvad  vi  lier  ville  gøre.    I  Almindelig- 
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For  specielle  Materialer,  der  have  en  særiig  lille  Modstands- 
evne overfor  Forskydningsspændinger,  f.  Ex.  Træ,  i  Længde- 
retningen, kan  det  dog  blive  Forskydningsspændingerne  alene, 
ier  bestemme  Dimensionerne  (se  §  38,  Slutningen,  og  §  57, 
Slutningen). 

Naar  man  kender  Belastningen,  kan  man  finde  M,  og  idet 
man  i  Ligningerne  (17a)  indfører  den  tilladelige  Paavirkning  i 
Stedet  for  o^ax.  eller  o  min.,  kan  man  ved  disse  Ligninger  bestemme 

-^  eller  -^,  der  alene  ere  Funktioner  af  Tværsnittets  Dimen- 
sioner. Derimod  kan  man  i  Almindelighed  ikke  direkte  be- 
regne de  enkelte  Tværsnitsdimensioner  —  f.  Ex.  for  rektan- 
gulært Tværsnit:  Bredde  og  Højde  — ,  da  man  kun  har  den 
ene  Ligning  til  Raadighed.    Der  er  da  ikke  andet  at  gøre  end 

ved  Forsøg    at  finde  et  Tværsnit,    for  hvilket  Funktionen  — 

eller  —  har  den  forlangte  Størrelse. 

Man  indfører  sædvanligt  en  særlig  Benævnelse  for  denne 
Funktion,  nemlig  Modstandsmomentet ,  der  betegnes  ved  W; 
Modstandsmomentet  er  af  Dimensionen  cm.^.  Ligningerne  til 
Dimensionsbestemmelsen  blive  da: 

M  =  nWi  eller  M  =  r^W^,  (18). 

eller  for  Tværsnit,  der  ere  symmetriske  om  den  neutrale  Axe 
(Wi  «=  Wg),  og  for  hvilke  den  tilladelige  Paavirkning  til  Træk 
og  Tryk  ere  lige  store  (ri  =  r^j: 

M  =  r.W.  (18  a). 

Naar  alle  Tværsnit  have  mindst  det  saaledes  bestemte 
Modstandsmoment,  er  Bjælken  stærk  nok,  men  den  nødvendige 
Størrelse  af  W  kan  tilvejebringes  paa  mange  Maader,  og  i 
Almindelighed  gælder  det  om  at  vælge  det  mest  økonomiske, 
altsaa  at  skaffe  et  saa  stort  W  som  muligt  med  det  mindst 
mulige  Tværsnitsareal.  En  nærmere  Undersøgelse  af  dette 
Forhold  for  de  forskellige  Tværsnitsformer  findes  i  §  33. 

Selv  om  man  nu  ved  at  give  Bjælken  et  Tværsnit  med 
tilstrækkelig  stort  Modstandsmoment  har  sørget  for,  at  den 
bliver  stærk  nok,  er  det  ikke  dermed  givet,  at  den  er  stiv 
nok;  det  kan  være,  at  Nedbøjningerne  blive  større  end  ønske- 


1 
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ligt.  Som  tilladelig  Grænse  for  Nedbejningernes  Størrelse  talln 
ofte  Ted  Husbygningsarbejder  (det  er  i  Almindelighed  kun  ved 
saadanne,    der    kan    være    Fare    for    utilstrækkelig    Stivhed) 

fiOO  —  sno  "^  Bjælkens  Længde,  og  det  kan  undertiden  være 
denne  Fordring,  der  alene  bliver  bestemmende  for  Dimoi- 
sionerne;  inden  vi  kunne  indlade  os  paa  at  opstille  Formler 
herfor,  maa  vi  imidlertid  have  en  Relation  mellem  de  ydre 
Kræfter  og  Ned  bøjningerne. 

Bpsfemmpfspn  af  Formfornndnngen   udføres    ligeledes  ved 
Ligning  (16),  der  kan  skrives: 


Idet   vi   her   forudsætte   konstant  Tværsnit,   altsaa   /  lion- 
stanl,   og  tillige   E  konstant,   ses  af  Udtrykket  for  o.   at  naar  | 
Momentet  er  konstant,  vil  Bjælken  bøje  sig  efter  en  Cirkelbue,  , 
1  Almindelighed  vil   imidlertid  M  variere   fra  Punkt  til  Punkl, 
altsaa  være  givet  som  en  Funktion  af  ,r,   og  man  indfører  da  I 
Krumningsradiens  Værdi: 
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omentet  af  Kræfterne  paa  den  ene  eller  den  anden  Side  af 
dttet,  idet  ifølge  Ligning  (12)  disse  to  Momenter  have  Summen 
iil,  altsaa  ere  lige  store  med  modsat  Fortegn.  For  at  komme 
I  over  Ubestemtheden  for  Fortegnets  Vedkommende  vedtage 
imidlertid  ved  M  altid  at  forstaa  Momentet  af  Kræfterne  til 
nstre  for  Snittet;  hvis  dette  drejer  i  samme  Retning  som 
serne  paa  et  Uhr,  er  M  positivt.  Idet  vi  betragte  Bjælke- 
jrkket  til  venstre  for  et  vilkaarligt  Snit,  skal  Momentet  af 
Drinalspændingerne  i  Snittet  holde  Ligevægt  med  M ,  altsaa 
3re  modsat  drejende,  og  heraf  følger,  at  et  positivt  M  bevirker 
yk  foroven,  Træk  forneden  i  Bjælken  i  dette  Snit,  altsaa  at 
ælken  i  dette  Punkt  kommer  til  at  vende  Konkaviteten  op- 
:,     Retningen   af  Kui-vens   Konkavitet  er  imidlertid  bestemt 

d  Fortegnet  for  -r-f ,    og   idet   vi    ovenfor  have  vedtaget   at 

gne  y  positiv  nedad,  skal  Ligning  (19)  for  at  være  korrekt 
ed  Hensyn  til  Fortegnet  skrives: 

o 

Heraf  findes  den  neutrale  Linies  *)  Ligning  ved  to  Integra- 
oner,  hvorved  der  indkommer  to  Konstanter.  Disse  kunne 
estemmes,  hvis  man  kender  et  tilstrækkeligt  Antal  sammen- 
ørende  Værdier  af  o;  og  [/  eller  -^ ,   og  saadanne  leveres  af 

^nderstøtningspunkterne.  —  Bjælken  kan  være  understøttet 
aa  forskellig  Maade.  En  simpel  Understøtning  er  en  saadan, 
er  tillader  Bjælken  frit  at  dreje  sig  om  Understøtningspunktet; 
en  giver  kun  en  Enkeltkraft  som  Reaktion,  altsaa  kun  én 
l)ekendt,  og  den  leverer  kun  ét  Par  sammenhørende  Værdier 
i  X  og  y.  En  Indspænding  er  derimod  en  saadan  Under- 
tøtning,  der  umuliggør  enhver  Drejning  af  Bjælken  i  dette 
^unkt;  Tangenten  til  den  neutrale  Linie  er  den  samme  før  og 
fter  Bøjningen.      Den   leverer  altsaa  et  Sæt    sammenhørende 

aerdier  af  x,   y  og  -^  .     Reaktionen  bestaar  her  baade  af  en 

•nkeltkraft  og  et  Kraftpar  og  kræver  altsaa  Bestemmelsen  af  to 
bekendte.      Kraftparret  er  nødvendigt  for  at  hindre  Drejning 


*)  Den  neutrale  Linie  benævnes  ogsaa  ofte  »rfen  elastiske  Linie<s.. 

A.  Ostenfeld:  Teknisk  Elasticitetslære.  g 
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af  Tangenten-,  ved  en  simpel  Understøtning  optræder  dei^ 
imod  intet  Moment.  Naar  Bjælken  skal  være  statisk  bestemt, 
maa  der,  som  ovenfor  udviklet,  kun  være  to  ubekendte 
Reaktioner  at  bestemme;  heraf  følger,  at  en  statisk  bestemt 
Bjælke  kun  kan  være  understøttet  ved  én  Indspænding,  men 
ved  to  simple  Understøtninger.  En  Bjælke  med  en  simpel 
Understøtning  og  en  Indspænding  eller  med  to  Indspændinger 
eller  med  flere  end  to  simple  Understøtninger  o.  s.  v.  er  statisk 
ubestemt. 


§  25.  Inden  vi  føre  den  almindelige  Behandling  videre, 
ville  vi  anvende  det  nu  udviklede  paa  et  specielt  Exempel,  en 
kun  ved  den  ene  Ende  indspændt  Bjælke  .AB  (Fig.  55,  PI,  6). 
Belastningen  bestaar  af  to  Knkcitkni'flcr  P,  og  Ps,  Reaktionen 
i  Indspændingspunktet  af  en  lodret  Enkeltkraft  A  og  et  Krafl- 
par  Ma,  der  regnes  positive  i  de  i  Fig.  ved  Pilespidser  anginie 
Retninger.  Koordinatsystemet  lægges  med  Begyndelsespunkt  i 
Indspændingspunktet,  æ-Axen  positiv  til  højre,  y-Axen  positiv 
nedad. 

Til  Bestemmelse  af  .4  og  M„  haves  Ligningerne  (12): 

Å  +  P,  +  P^  =  O, 
Ma  +  P,.r,  +  P,x,  =  O, 

hvoraf:       .4 (Pi  +  P.),     M„ {P,.r,  +  P,x,). 
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Mx  =  0.    Hvis  endelig  Punktet  x  ligger  mellem  A  og  Pi,  faas: 

Qx [Pi  +  Pf^.    Mx  =  —P^[x^  —  x)  —  P^[x,  —  x\ 

Vi  kunne  nu  danne  os  et  Billede  af  Transversalkraftens 
og  Momentets  Variation;  fra  Axen  A'B'  er  Transversalkraften 
afsat  som  Ordinat  opad,  Momentet  nedad  (Fig.  55).  Trans- 
versalkraften er  konstant  mellem  de  enkelte  Kræfter,  saa  man 
faar  den  aftrappede  Linie  B*Ax ;  Højden  af  Trinnet  ved  Pi  er 
lig  Størrelsen  af  Kraften  Pi,  Transversalkraften  ved  A  er  lig 
Reaktionen  A,  Momentet  er  mellem  to  Kræfter  fremstillet  ved 
Ordinaterne  til  en  ret  Linie;  af  Udtrykkene  for  Mx  ovenfor 
ses,  at  de  forskellige  rette  Linier  (mellem  de  forskellige  Kræfter) 
skære  hinanden  paa  Kraftlinierne,  hvorfor  Momentkurven  bliver 
en  Polygon  som  B*A2.  Maximumsmomentet  faas  ved  Ind- 
spændingen, og  det  er  lig  A^A^  =  -f-  [P\Xv  +  P^Xf^-,  naar 
Bjælkens  Tværsnit  er  konstant,  maa  det  være  dette  største 
Moment,  der  bliver  bestemmende  for  Dimensionerne. 

Exempel  Pi  =  1,5*%  P«  -=  0,6*%  x^  =  0,4«"-,  x^  =  1,5°» 
Bjælken  skal  være  af  Træ  (Halvtømmer),  for  hvilket  den  til- 
ladelige Fiberpaavirkning  kan  regnes  til  60  kg./cm.^  (ri  =  r^Y 
Største  Moment  findes  (numerisk)  at  være: 

M„,...  -=  1,5  X  0,4  + 0,6  X  1,5  «  l,5*-\ 

Af  Ligning  (18  a)  findes  det  nødvendige  Modstandsmoment 

^  _   M^.  _  150000  _  25000-3. 
r  60 

For  et  rektangulært  Tværsnit  med  Siderne  fe  og  ft  ( fe  parallel 
med  den  neutrale  Axe)  er  W  =  \  bh^;  her  skal  specielt  fe  =  |  /i, 
hvorved 

W  =  tV  ft^  =  2500,     h  =  31,1<'«'-. 

Tværsnittet  skal  altsaa  være  15,6X31,1  cm,  (6"  X  12'' 
Halvtømmer). 

Transversalkræfter  og  Momenter  kunne  ogsaa  let  findes 
grafisk  (§  6  og  §  10).  Man  tegner  blot  en  Tovpolygon  til  de 
givne  Kræfter  (Fig.  56,  PI.  6).  Idet  vi,  som  ovenfor  bemærket. 
Pc  lettest  tage  Kræfterne  til  højre  for  det  betragtede  Punkt,  faas 
Momentet  i  Punktet  C  at  være  lig  h  .  y ,  hvor  h  betegner  Pol- 
distancen,   y  det  Stykke,    der  afskæres  paa  den  lodrette  Linie 
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gennem  C  af  Tovpolygonsiderne  før  og  efter  de  betragtede 
Kræfter.  I  Punktet  Ci  faas  paa  samme  Maade  Af  ^  A .  i/i,  og 
i  det  hele  ser  man,  at  Momenterne  ere  fremstillede  ved  Or- 
dinaterne til  Tovpolygonen,  maalte  ud  fra  den  forlængede  første 
Side;    den    skraverede   Flade   kaldes   Momentfladen.      Moment- 

maalestokkens  Enheder  ere  -r-   af  Kraftmaalestokkens.  idet  h 
h 

maales  paa  Længdemaalestokken.  Transversalkraften  i  Punktet 
C  er  Resultanten  af  Kræfterne  til  højre  for  C  med  modsat 
Fortegn,  altsaa  her  naturligvis  lig  P^;  hvis  man  havde  en  hel 
Række  Kræfter  til  liøjre  for  C,  kunde  man  imidlertid  finde 
Transversalkraften  lige  saa  let,  nemlig  som  det  Stykke,  der  i 
Kraflpolygonen  afskæres  af  et  Par  Straaler,  parallele  med  de  af 
Snittet  ouerskaarne  Tovpolygonsider.  Et  System  af  KræfleT 
faas  nemlig  ved  Tovpolygonen  erstattet  med  to  enkelte  Kræfter, 
virkende  i  Tovpolygonsiderne  før  og  efter  alle  Kræfterne  [% 
det  er  netop  disse  Tovpolygonsider,  der  træffes  af  Snittet),  og 
hvis  Størrelser  angives  af  de  tilsvarende  Straaler  i  Kraftpoly- 
gonen ;  Transversalkraften  er  nu  Resultant  af  disse  to  Kræfter, 
altsaa  i  Størrelse  lig  den  tredie  Side  i  den  Trekant  i  Kraft- 
polygonen, der  bestemmes  af  de  to  nævnte  Polstraaler.  — 
O's  RetningsHnie  gaar  gennem  de  overskaame  Tovpolygonsiders 
Skæringspunkt. 

Vi   gaa   dernæst  over  til  at  bestemme  den  neutrale  Linie. 
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Idet  X  =  O  skal  give  y  =  O  og  -^  =  O,  findes   C  =  O, 

Cl  =  0. 

For  Bjællcestykket  Pi  —  P-i  haves : 

£7^  " M,  =  P,(x2-x)', 

efter    Udførelsen   af  Integrationerne    bestemmes    Konstanterne 

derved,  at  æ  =  Xi  skal  give  de  samme  Værdier  for  y  og  -.- 

Ker  som  i  de  ovenfor  fundne  •  Ligninger  for  Bjælkestykket 
i  — Pi. 

Endelig  har  man  for  Bjælkestykket  Pa  —  B: 

-s  - ». 

hvor  Integrationskonstanterne  bestemmes  ved,  at  man  skal 
finde  samme  Værdier  af  [/  og  -j^  ved  at  sætte  x  =  Xz  i  Lig- 
ningerne her  og  i  Ligningerne  for  Bjælkestykket  Pi  —  P^.  Ved 
at  gennemføre  Beregningerne  finder  man  Ligningen  for  den 
neutrale  Linie  paa  Stykket  P-z  —  B: 

Ely  =  ^  (P^x?  +  P^xl) .  x  -  i  (P^xJ  +  PX) ; 

herved  fremstilles   en  ret  Linie,    hvilket  Resultat  man    kunde 

\ide    paa    Forhaand,    da  ingen    Kræfter  virke   til    Bøjning  af 

dette  Stykke  af  Bjælken.  Nedbøjningen  i  den  frie  Ende  af 
Bjælken  er,  idet  AB  =  /, 

yi  '^  2EI  ^1^1  '  ^^2/    5^  ( M^i  T  "a)- 

ExempeL      For    den    i    Talexemplet    ovenfor    behandlede 
Bjælke  findes,  idet  /  =  2,0'"-,  og  idet  E  regnes  til  120000  kg./cm.^: 


cm 


/  =  J^  .  15,6  .  31,13  =  39100 
P^x\  +  P^xl   =-  1500  .  402  +  600  .  150^  ==  15900000  kg.  cm.' 

P^xl  +  P.^xl   =  2121000000  kg.  cm.^. 

y^  =   0,26 -\ 
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Forøvrigt  kan  ingen  Beregning,  der  er  opstillet  under  For- 
udsætning af  Homogenitet,  gælde  nejagtigt  for  et  saa  uhomo- 
gent Materiale  som  Træ,  saa  el  Resultat  som  dette  er  ikke 
meget  paalideligt. 

§  26.  Vi  skulle  nu  fore  den  almindelige  Behandling  i 
§  24  videre. 

Hvis  Belastningen  paa  Bjælken  er  kontinuerlig  fordeil 
efter  Belastningskurven  p  =  f  (x)  (Fig.  57,  PI.  6),  og  vi  be- 
tragte to  konsekutive  Snit  1  og  2,  er  Forskellen  mellem  Trans- 
versalkræflerne  Qy  og  Qi  i  de  to  Snit  lig  Belastningen  p.dx 
paa  det  uendelig  lille  Stykke  dx  mellem  Snittene,  altsaa: 


O.  -  (^.  =  f'O  = 
dQ 


pdx. 


dx 


—  !>■ 


(20) 


Hvis  Belastningen  er  ensformig  fordelt,  p  altsaa  konstant, 
ses  tieraf,  at  Transversalkrallkurven  (den  Kurve,  hvis  Ordinater 
angive  Størrelsen  af  Transversalkræflerne  i  Bjælkens  forskelligf 
Punkter)  er  en  ret  Linie,  der  med  Ahscisseaxen  danner  en 
Vinkel,  hvis  Uj  er  Hg  p.  Naar  Belastningen  bestaar  af  Enkelt- 
kræfter som  i  Exemplet  i  forrige  §,  er  Q  konstant  mellem 
Kræfterne,  og  Transversalkraflkurven  har  pludselige  Spriiig  i 
'Kraftlinierne;  Ordinatdilferensen  j  et  saadant  Punkt  er  lig  i\eo 
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3gsaa,  selv  om  Belastningen  bestaar  af  Enkeltkræfter;  i  Kræf- 
ternes Retningslinier  varierer  baade  Q  og  -i—  pludseligt. 

Af   (21)    følger,    at    Momentkurven  har  et  Maximums-  eller 
Minimumspunkt,  naar  Q  =  0. 
Af  (20)  og  (21)  udledes: 

d'M  .__. 

livoraf  følger,  at  Momentkurven  er  en  Tovpolygon  til  Belast- 
ningen med  Poldistance  1  (cfr.  den  almindelige  Differential- 
ligning for  en  Tovpolygon,  §  7).  Naar  p  er  konstant,  faas  af 
{22),  at  Momentkurven  er  en  Parabel.  — 

Vi  ville  nu  tage   Nedbøjningerne  y  og    » Tangentvinkler ne^n 
{de    Vinkler,    som    Tangenterne    til   den   neutrale   Linie  danne 

med  x-Axen)   ac^tga  =  -^  med  i  vore  Betragtninger. 

Af  Ligningen 

d^y  _         M 

dx'  ~        El 

M 
samigenlignet  med  (22)  følger,  at  Nedbøjningen  y  findes  af  ^. 

ganske  paa  samme  Maade.  som  M  findes  af  p. 

d  ^ 

d^y  dx  da  M 

^^  dc^'  ■       dx~  ~  dx  ~  ~EI 

sammenlignet  med   (20)   følger,    at  Tangentvinklen  a  ligeledes 

M 
findes    af  -^   paa  samme   Maade,    som  Q  findes   af  p.     Ned- 

bøinina  og  Tanqentvinkel  kunne  altsaa  findes  som  Moment  og 
Transversalkraft  i  en  Bjælke  med^  Belastninaen  pr.  Længdeenhed 

^j  i  Belastningskurven  P  =  pj)  - 

For  at  kunne  beregne  y  og  a  paa  denne  Maade  maa  man 
imidlertid  vide,  hvorledes  den  Bjælke  er  understøttet,  hvorpaa 

Belastningen  -^  virker.     Dette  faar  man  Oplysning  om  ved  at 

gøre  sig  klart,  hvorledes  man  skulde  have  bestemt  Integrations- 
konstanterne,  hvis   man  havde  fundet  den  elastiske  Linie  ved 
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Integration;  i  saa  Fald  vilde  man  Iiave  benyttet  to  Betingelser, 
hentede  fra  BeskalTenlieden  af  den  givne  Bjælkes  Undersløl- 
nhiger,  og  disse  samme  to  Betingelser  bestemme  BeskalTen- 
heden  af  den  nye  (tænkte)  Bjælkes  Understøtninger.  Spargs- 
maaiet  forstaas  lettest,  naar  vi  nedenfor  vise,  hvorledes  den 
elastiske  Linie  kan  konstruei-es  grafisk.  Vi  skulle  derfor  iUe 
indlade  os  videre  derjtaa  her;  blot  skal  bemærkes,  at  da  man 
kun  benytter  to  Betingelser  til  at  bestemme  In  te  grations  kon- 
stanterne for  den  elastiske  Linie;  maa  den  nye  Bjælkes  Vnåa- 
støtninger  være  saaledes  beskafne,  at  der  kun  kan  hentes  to 
Betingelser  derfra,  hvorfor  den  nye  Bjælke  maa  være  statisk 
bestemt,  selv  om  den  oprindelig  givne  Bjælke  ikke  er  deL 

Som  det  er  vist  i  Indledningen  og  ogsaa  benyttet  i  §  25, 
kunne  Momenter  og  Trans  versal  kræfter  overmaade  let  be- 
stemmes grafisk  ved  Hjælp  af  Kraft- og  Tovpotygon;  man  mai 
derfor  kunne  linde  y  og  a  paa  samme  Maade.  Dette  ses  og- 
saa ved  Sammenligning  af  den  almindelige  Differentialligning 
for  en  Tovpolygon  med  den  elastiske  Linies  DilTerentialligi 


d^ 


M 


IT  °8  77^. Kl 


'  dx* 


Er 


den  ehisliske  Linie  er  fBlgelig  en  Tovpohjgon*)   (den   telasliikt' 
eller  ''2denti    Toitpolygon)  med  Poldislance  1  til  Relaslningskwvtn 

p  =  jjiT  eller  med  Poldislnnce  Kl  fil  fielaslningskuruen  p  =  M. 
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3øjede  Bjælkeaxe  i  Forhold  til  Tovpolygonen;  Nedbøjningen 
Punktet  C  maales  som  den  lodrette  Ordinat  y.  —  Vi  kunne 
11  ogsaa  for  dette  specielle  Exempels  Vedkommende  besvare 
3t   ovenfor   stillede  Spørgsmaal,    hvorledes    den  Bjælke    skal 

M 

ere  understøttet,    hvorpaa  p  =  pj    skal   virke   som    Belast- 

ing,    hvis    man    vil    beregne   (og   ikke  tegne)    Nedbøjningerne 

)m  Momenter.      For   at   gøre    det   betragte   vi  Fig.   58    som 

1    ren    Momentbestemmelse;     vi    vide,    hvorledes    Slutlinien 

>r  Momentkurven   A^B'  er   lagt  ind,    og    kunne    deraf  slutte 

5  til,    hvorledes    den    Bjælke    maa    være    understøttet,    for 

vilken   Momenterne  ere   bestemte  som  i  Fig.  58.     Slutlinien 

'B'   er   indlagt   saaledes,    at   Ordinaterne  til  Tovpolygonen  i 

/  og  B'  blive  Nul,  altsaa  maa  Understøtningerne  være   saa- 

;des  beskafne,  at  Momenterne  i  A  og  B  ere  Nul,  d.  v.  s.  den 

M 
•jælke,  hvorpaa  p  =  ^j  skal  virke  som  Belastning,  maa  være 

impelt  understøttet  i  A  og  B. 

Vi  ville  tage  endnu  et  Exempel.  For  en  i  den  ene  Ende 
adspændt  Bjælke  AB  (Fig.  59,  PL  6)  kendes  Momentkurven, 
g  til  den  som  Belastningskui-ve  antage  vi  at  have  tegnet  Tov- 
•olygojien  A'B'  med  Poldistancen  El;  A'B'  angiver  altsaa 
''ormen  af  den  elastiske  Linie  efter  Bøjningen.  For  at  kunne 
aaale  Nedbøjningerne  y  som  Ordinater  til  Kurven  A*B'  maa 
i  finde  Stillingen  af  den  ubøjede  Bjælkeaxe  i  Forhold  til 
kurven  A*B\  Hertil  have  vi,  at  Nedbøjningen  i  A  er  Nul, 
aa  den  søgte  Slutlinie  maa  gaa  gennem  Punktet  A',  og  end- 
idere  at  Tangenten  til  den  elastiske  Linie  i  A*  skal  falde 
ammen  med  den  ubøjede  Bjælkeaxe,  hvorfor  denne  maa 
angere  Kurven  A*B*  i  A';  derved  er  Slutlinien  A*B**  bestemt, 
angenten  til  Tovkurven  A*B*  i  A'  er  Tovpolygonsiden  umid- 
elbart  til  venstre  for  A',  Ved  Sammenligning  med  den  grå- 
ske Momentbestemmelse  i  §  25  se  vi  nu,  at  Slutlinien  A'B'* 
i£r  er  indlagt  ganske  paa  samme  Maade,  som  hvis  A'B'  var 
lomentkurve  for  en  ved  B  indspændt,  ved  A  fri  Bjælke;  saa- 
ides  maa  derfor  den  Bjælke  være  understøttet,  hvorpaa  man 
er  skal  lade  Belastningen  p  =  M  virke.  —  Tangentvinklerne 
findes  som  Transversalkræfter  i  den  samme  tænkte  Bjælke, 
i  ville  i  det  følgende  komme  til  at  se  flere  Exempler  paa,  at 
»n  tænkte  Bjælke  ikke  falder  sammen  med  den  virkelige. 


Naar    man    vil    konstruere   ilen    elastiske  Linie  som  'foi- 

polygon,  maa  man  som  altid  ved  grafiske  Konstruktioner  tiaK 

Opmærksomheden    henvendt    paa    Maalestokken.        Man  sW 

konstruere  en  Tovpoiygon  til  Belastningskurven  med  Ordinater 

M 

=j    og  Poldistaiice  1.     Kræfterne,    der  skulle  benyttes, 

,  eller  idet  man  som  sædvanligt  maa  erstatte  de  uendd^    d 

smaa  Længder  dæ  med  endelige  Længder   ^x ,  ,    hTOr 

z/.T  betegner  Bredden  af  de  Strimler,  hvori  man  inddtltl 
Momentfladens  Areal.  M .  ^x  er  af  Dimensionen  kg.  cm,', 
El  ligcsaa,  Kra'fterne  et-e  altsaa  rene  Tal.  Hvis  man  nu  efter 
at  have  foretaget  Inddelingen  i  Strimler  beregner  de  tilsvarendt    ffl 

— W'--  og  afsa'tter  dem   i  Krattpolygonen  efter 

vilkaarlig  Maalestok  for  rene  Tal,  saa  skal  man  hiot  vit 
Poldistancen  lig  1  efter  samme  Maalestok;  Tovpolygonen 
leverer  da  Ned  bøjningerne  t  Tegningens  Maalestok  for  Længder 
1  Ålmiitdelighed  opnaar  man  dog  intet  paa  denne  Maade, 
fordi  Nedbøj ningiTiie  ere  for  smaa  til  at  kunne  maales  i  Teg- 
ningens Maalestok:  for  at  faa  et  brugeligt  Besultat  maa  ntan 
sørge  for,  at  Tovpolygonen  leverer  Nedbøjningeme  i  forstørrel 

Maalestok.     Dette  kan  opnaas  ved  at  bruge  Poldistancen  — , 

hvorved  Ordinaterne  i  Tovpolygonen  blive  multiplicerede  ined 
n.  Ofte  kan  det  være  bekvemt  at  finde  Nedhøjningerneisaod 
Størrelse,   uafhængigt  af  Tegningens   Længdemaalestok;  i  saa 

Fald  skal  man  blot  vælge —  lig  Tegningens  MaalestoksforboU, 

Saaledes  som  nu  beskrevet  udføres  Konstruktionerne  dog 
sjældent.  1  Almindelighed  har  man  nemlig  fundet  Momenterne 
ved  Hjælp  af  en  Tovpolygon  (Poldistance  /i),   og   man  danner 

El 

Areal  som  Belastning.  Analogt  med  lignende  tidhgere  omtalte 
Konstruktioner  gaar  man  da  frem  saaledes:  Bjælkens  Længde 
inddeles  i  et  Antal  hge  store  Dele  Jx,  de  tilsvarende  Arealer 
af  Momentfladen  (Tovpolygonen)  forvandles  til  Rektangler  me6 
fælles  Grundlinie  o  og  disse  Rektanglers  Hojder  anvendes  som 
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Zjraftstørrelser  (det  hele  udføres  ved  Hjælp  af  en  Reduktions- 

M 
nnkel).     Idet  Tovpolygonens  Ordinater  ere  -j- ,  bliver  Arealet 

M 
.f  en  Strimmel  af  Momentfladen  lig  -j~  .  ^x,    og   naar   dette 

k.xeal  forvandles    til   et   Rektangel    med    Grundlinie    a,    bliver 

Rektanglets  Højde  lig  —^ ;  dette  er  Størrelsen  af  de  anvendte 

iCræfter.    Hvis  Kraftstørrelserne  vare  M .  ^x,  skulde  man  bruge 

r^oldistancen  —  .  El   for  den   elaistiske  Tovpolygon;    nu    har 

rman  divideret  Kraftstørrelserne  med  ft .  a ,  hvorfor  man  ogsaa 
nnaa  dividere  Poldistancen  med  h  .  a,  hvis  Tovpolygonen  skal 
t>live  den  samme.  Naar  man  gaar  frem  som  ovenfor  beskrevet, 
skal  man  altsaa  benytte  en  Poldistance 

fti  =  -^^.  (23). 

a  maales  paa  Tegningens  Længdemaalestok ;  af  Størrel- 
serne h  og  hl  maales  den  ene  paa  Kraftmaalestokken,  den 
anden  paa  Længdemaalestokken  [El  er  af  Dimensionen 
kg.  cm.*). 

Exempel.  En  16*"-  lang,  i  begge  Ender  simpelt  under- 
støttet Jæmbjælke  (Fig.  60,  PL  7)  er  belastet  med  de  i  Fig. 
angivne  Enkeltkræfter;  tegn  Nedbøjningslinien. 

De  givne  Kræfter  ere  afsatte  i  en  Kraftpolygon  efter  Maale- 
stokken:  1»  «»  =  1^«  ,  med  Poldistancen  h  «=  5°"-  (maalt 
paa  Længdemaalestokken)  er  der  tegnet  en  Tovpolygon  A'E'PB\ 
og  Slutlinien  A'B'  er  indlagt  som  i  §  6  beskrevet.  Momen- 
terne i  de  forskellige  Punkter  af  Bjælken  ere  da  fremstillede 
ved  de  lodrette  Ordinater  mellem  Slutlinie  og  Tovpolygon 
(§  10,  se  ogsaa  §  28),  idet  Momentmaalestokken  er:  1™'" 
=  5*"-  "*•.  Største  Moment  findes  at  være  87,5**-  ™-.  Idet  den 
tilladelige  Fiberpaavirkning  regnes  til  r  =  750  kg. /cm.*,  findes 
det  nødvendige  Modstandsmoment  at  være: 

8750000         ,,^^^     , 

W  = =  11667*'"' 

750 

Bjælken  konstrueres  som  en  nittet  Pladejærnsdrager;  Be- 
stemmelsen   af  dennes    Dimensioner    kunne    vi    ikke   komme 
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naTiiiere  ind  paa  her,  som  Resultat  iiiil'ørcs  blot.  at  el  passende 
Tværsnit  vil  være  det  i  Fig.  60  la'ngst  til  højre  viste,  for 
hvilket  det  nyttige  Modstandsmometit   W  :=  11910'=°''. 

Nu  skulle  vi  konstruere  Nedbojningslinien  som  'lovpohgon 
til  den  fundne  Monientflade  (de  punkterede,  savtakkede  Til- 
føjelser til  Momentkurven  ved  begge  Ender  have  ingen  Betyd- 
ning her).  Momentfladcn  inddeles  i  Stiimler  af  den  konstante 
Bredde  ^x  ■=  2'" ,  og  ved  Hjælp  af  Reduktionsvinklen  afsjetl« 
J  af  Strimlernes  Middelhøjder  som  Kræfter  (Kraft polygonen 
nederst  til  højre  i  Fig.};  Størrelsen  a  i  Formel  (23)  er  altsai 
lig  3x2"  =  fi"  .  Inertimomentet  (nden  Fradrag  af  Nille- 
huiler)  er  910750™'.  Hvis  vi  ville  have  Nedbøj  ni  ugerne  i  sand 
Størrelse,  sættes  n  =  200  (Tegningens  Længdemaaleslok  er 
1  ;2tK)),  og  man  skal  da  for  den  elastiske  Tovpolygon  bnigf 
en  Poldistance  {E  —  2000000  kg./cm.»): 


/i,  = 


2000000 .  910750 
200  .  (iOO  .  500 


=  30358  kg.  =  ,'i0,;i6», 


idet  alle  Størrelser  i  Formlen  ere  indførte  i  kg,  og  cm.    Slorsle 
Nedbøjning  lindes  paa  Fig.  at  blive  1,25""''. 

Den  Tovpolygon,  man  faar  tegnet  paa  denne  Maade^ 
tangerer  som  bekendt  den  virkelige  Tovkurve  i  Punkterne 
lodret  under  Skillehnierne  mellem  Strimlerne,  Undertiden  har 
man,    som  vi   skulle  se  i  det  følgende,   kun  Brug  fur  at  linde 
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Af  de  i  Begyndelsen  af  denne  Paragraf  udviklede  Rela- 
3ner  mellem  p,  Q,  M,  a  og  y  kan  videre  dannes: 

Hvis  nu  O  i  et  Punkt  af  Bjælken  varierer  i  Spring  (ved 
-x  Enkeltkraft),  vil  -r^  ligeledes  variere  i  Spring,  altsaa  have 

^  forskellige  Værdier  i  Punktet.     Derimod  vil  -t4    kun    have 

n  Værdi  i  et  saadant  Punkt,  da  M  kun  har  én  Værdi,  og  det 

^mme  gælder  -^  ,     I   en   Enkeltkrafts  Angrebspunkt  vil   der 

Itsaa  (som  vi  ogsaa  have  set  i  §  25)  være  en  Diskontinuitet 

den  neutrale   Linie;    denne  vil  bestaa   af  forskellige  Kurve- 

tykkér,    der  støde   sammen  i   Punktet.      Men   de    to    Kurver 

kuUe  have  samme  y,  ^-   og   -i-^  i  Sammenstødspunktet.  Paa 

amme  Maade  ses  let,  at  et  pludseligt  Spring  i  Belastnings- 
urven  (p)  ligeledes  vil  bevirke  en  Diskontinuitet  i  den  neu- 
rale Linie;     men   her  skulle   de  to  Kurvestykker  endog  have 

^  fælles  i  Sammenstødspunktet '*'). 

Vi  skulle  nu  gaa  over  til  at  behandle  de  almindeligst  fore- 
Lommende  Understøtnings-  og  Belastningsmaader  for  Bjælker 
det  enkelte. 

§  27.  En  kun  ved  den  ene  Ende  indspændt  Bjælke. 
^  §  25  er  den  almindelige  Methode  til  Beregning  af  Spændinger 
ig  Formforandringer  vist;  der  er  ganske  vist  kun  behandlet 
5n  Belastning  bestaaende  af  to  Enkeltkræfter,  men  Udvidelsen 
il  flere  Kræfter  foretages  uden  Vanskelighed.  Sammesteds  er 
)gsaa  vist  den  grafiske  Bestemmelse  af  Momenter  og  Trans- 
irersalkræfter.  I  §  26  er  forklaret,  hvorledes  Slutlinien  for  den 
ilastiske  Tovpolygon  indlægges,  hvorefter  den  grafiske  Kon- 
truktion  af  Nedbøjningerne  let    foretages.      Endelig  er  det  i 


♦)  Grashof:     Theorie  der  Elasticitåt  und  Festigkeit,  Berlin,  1878. 
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§  26  vist,"  hvorledes  den  Bjælke  skal  være  understøttet, 
paa  man  skal  lade  Momentfladen  virke  som  Betastning,  ]m 
man  vil  heregne  Nedbøj  ni  n  gerne  som  Momenter;  naai 
givne  Bjælke  er  indspændt  ved  A,  fii  ved  B,  skal  den  tienkte 
Bjælke  være  indspændt  ved  B,  fri  ved  ^1.  Vi  ville  nu  under- 
søge nogle  specielle  Belastninger  og  til  Beregning  af  Nedbaj- 
ningeme  navnlig  anvende  den  sidste  Fremgangsmaade. 

1.  Der  virker  kan  en  Enkeltkraft  P  i  den  frie  Ende  B. 
Man  finder  let,  at  Transversalkraften  er  konstant  ovei 
Længden  og  lig  P,  og  at  Momentkui-ven  er  en  ret  Linie,  der 
har  Ordinaten  Nul  ved  D  og  Ordinaten  — P.l  ved  Indspæu- 
dingspunktet  A,  Momentfladen  allsaa  en  Trekant.  Lader  man 
denne  Trekants  Areal  virke  som  Belastning  paa  en  veii  B 
indspændt  Bjæike  (Fig.  61,  PI,  6)  og  bestemmer  Transversal- 
kraft og  Moment  ved  S,  finder  man  Tangent  vinklen  a^  og 
Nedbøjningen  yi,  i  den  givne  Bjælkes  frie  Ende  ved  blot  al 
dividere  disse  Størrelser  med  El.  Transversal  kraften  ved  B 
(Fig.  61)  er  lig  Belastningstrekantens  Areal  ^  P/',  Momentet  ved 
B  findes  ved  at  lade  delte  Areal  virke  som  en  Enkeltkrafl  i 
Trekantens  Tyngdepunkt,  hvorved  faas:     ^  PI';   altsaa  er: 


PI* 
■  2EI''-"' 


PI' 
"  .1t7' 


2.     liehstningen   er  ensformig   fordelt,   p  pr.  Længdeenbed. 
1  Fig.  62,  PI.  6,   er  Koordinatsystemets  Begyndelsespunkt  lagt 
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a  en  ved  B  indspændt  Bjælke  (Fig.   63,  PI.   7).     Moment- 
iden  betragtes  som  Differens  mellem  Rektanglet  AAiBiB  og 
irabelsegmentet    AiBiB.      Transversalkraften    ved    B   er    lig    "^ 
'^^  —  -kP^^  "=  eP^S  Momentet  sammesteds:  ^pP  .  |/  —  ipP  -^I    ^ 
•'  ^p/*;  altsaa  haves: 

_  pp       _  pI^ 

"^  ~  6£/'  ^^  """  SEI' 

Hvis  der  samtidig  virker  en  Enkeltkraft  P  i  den  frie  Ende 
5  en  ensformig  Belastning  p,  bliver  Nedbøjningen  i  den 
ie  Ende: 

3.     Trekantbelastning  (Fig.  64,  PI.   7).     Idet  Begyndelses« 
imktet  lægges  i  den  frie  Ende,  er  Belastningskurvens  Ligning 
=  k.x.     Man  finder: 

Q^  =  +  \kx\    M^  =  —  J  Q^dx  +  C  =  —Ika^, 

let  Konstanten  C  er  bestemt  saaledes,  at  o;  =  O  giver  M^  =  0. 
tørste  Moment  findes  ved  A  og  er  JW^.  Indfører  man  heri: 
ele  Belastningen  paa  Bjælken  =  P  =  ^kP,  faas 

Den  neutrale  Linie  bestemmes  ved  Integration  af  Ligningen : 


d^ 


EI^  =  Ikx^; 


aan  finder: 


"^  ~  24EI  ~  12EI '  ^^  ~  30£:/  ~  15£:/  * 

Trapezbelastning,  hvor  Belastningskurven  er:  jo  =  a-{-kXy 
)ehandles  som  Sum  af  en  ensformig  Belastning  a  pr.  Længde- 
Jnlied  og  en  Trekantbelastning.     Man  faar  saaledes: 

al*         kl^ 
Disse  Belastningsmaader  forekomme  ved  Vandtryk. 


§28.  »6 

§28.  En  ved  begge  Ender  simpelt  understøttet 
Bjælke. 

1.  Belastningen  beslaar  af  en  Række  Enkeltkræfter  (Fig,  65, 
PI,  7).  Beregning.  Reaktionerne  A  og  B  bestemmes  ved  (12), 
hvorved  (idet  PiX,  -\-  Ptx^  -\-  . . .  P„a:„  betegnes  SFx): 


For  et  Tværsnit  mellem  A  og  Pj,  i  Afstanden  x  fra  A, 
findes : 

O,  =  A,     M^  =  ~  A.x; 

for  et  Tværsnit  mellem  Pi  og  Pj,  i  Afstanden  x  fra  A,  fmdes: 

Q^  =  A+P„    M, Ax~  Pi  (x  —  Xi). 

Paa  lignende  Maade  bestemmes  Transversalkrafl  og  Mo- 
ment i  hvilket  som  helst  Punkt  af  Bjælken.  Man  ser,  at  Q 
er  konstant  paa  Stykket  mellem  to  Kræfter,  Transversalkrafl- 
kurven  bliver  en  aftrappet  Linie  (Fig.  66,  PI,  7);  ligeledes  indser 
man,  at  Momentkurven  bliver  en  Polygon  med  Vinkelspidser 
paa  Kraftlinierne. 

Den  elastiske  Linie  bestemmes  ved  Integration  af  Ligning 
^19  a).  Da  Af  er  en  diskontinuert  Funktion  af  x,  maa  Inte- 
grationen deles,  og  man  faar  den  elastiske  Linie  sammensat 
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Grafisk  Methode.  (Fig.  66,  PI.  7).  Ved  Hjælp  af  Kraft-  og 
Tovpolygon  bestemmes  først  Reaktionerne  A  og  B,  idet  Slut- 
linien ab  og  den  dermed  parallele  Straale  i  Kraftpolygonen 
drages.  Momenterne  ere  fremstillede  ved  Ordinaterne  i  Tov- 
polygonqn,  maalte  ud  fra  Slutlinien  (Mc  =  h  ,y^\  Transversal- 
kraften i  C  findes  som  det  Stykke,  der  i  Kraftpolygonen  af- 
skæres af  et  Par  Straaler,  parallele  med  de  Tovpolygonsider, 
der  træffes  af  Snittet  gennem  C;  Qc  =  A-]-  Pi^  og  da  A  >  P,, 
€r  Qc  negativ.  Den  ene  af  de  nævnte  Tovpolygonsider  er  altid 
Slutlinien;  det  er  derfor  kun  den  ene  af  de  nævnte  Straaler  i 
Kraftpolygonen,  der  flytter  sig,  naar  C  varierer.  Man  ser,  at 
Transversalkraften  er  negativ,  saalænge  den  bevægelige  Straale 
ligger  over  den  med  Slutlinien  parallele,  positiv,  naar  den 
ligger  under  denne;  Bjælken  deles  altsaa  i  to  Dele,  saaledes  at 
Transversalkraften  i  den  til  venstre  altid  er  negativ,  i  den  til 
højre  altid  positiv.  Den  aftrappede  Transversalkraftkurve  er 
konstrueret  i  Figuren  lige  ud  for  Kraftpolygonen.  Transvereal- 
kraften  gaar  over  fra  at  være  negativ  til  at  være  positiv  i 
Punktet  P2;  i  Overensstemmelse  med  Ligning  (21)  findes  det 
største  Moment  i  samme  Punkt.  Qc's  Angrebspunkt  er  Skærings- 
punktet for  de  Tovpolygonsider,  der  træffes  af  Snittet  gennem 
C;  af  Figuren  ses,  at  Qc  virker  til  venstre  for  C,  saalænge  den 
er  negativ,  til  højre  for  C,  naar  den  er  positiv,  stemmende 
med  at  Momentet  i  den  simpelt  understøttede  Bjælke  altid  er 
positivt  (Momentet  er  lig  Transversalkraftens  Moment).  Det  største 
Moment  maa  altid  findes  som  Ordinat  til  en  af  Tovpolygonens 
Vinkelspidser,  altsaa  i  Angrebspunktet  for  en  af  Kræfterne. 

Nedbøjningerne  konstrueres  ved  at  tegne  en  Tovpolygon 
til  Momentfladen  som  Belastning,  saaledes  som  det  er  vist  i 
§  26  (Fig.  60,  PI.  7) ;  de  kunne  beregnes  som  Momenter  i  den 
oprindelige,  simpelt  understøttede  Bjælke,  paavirket  af  Moment- 
fladen som  Belastning. 

Specielt  antages  der  kun  at  virke  en  Enkeltkraft  P  (Fig.  67, 
PI.  7).     Man  har  da  Reaktionerne 


r  /  ' 

•     Momentfladen   er  en  Trekant,    største  Moment  findes  ved 

P  og  er  lig  -i-  A  .  a,  altsaa 

ab 

I 

A.  Osten  fe  Id:  Teknisk  Elssticitetslære. 


M        =  P  — 

■i"  max.    —      ■»    •     » 


Op  g.  9.  Find  det  Punkt  af  den  I  FIg.  67  viste  Bjælke,  hvor  Nedbej- 
nlngen  er  starst  Benyt,  at  Ned  bøjningerne  kunne  beregnes  som  Momenter, 
og  at   Maxlmumsmomentet  findes  i   det  Punkt,   hvor  Transversalkrafleil  er 

Nul.      I  Hvis  o<6,  er  det  sagte  Punkts  Afstand  fra  B:     b\/'—  +  ^  .   | 

Hvis  P  virker  i  Midtpunktet,  bliver  hver  af  Reaktionerne 
-i-  JP;  største  Moment  er: 

Jlfm«.  —  i  PI- 

Naar  Momentnaden  virker  som'  Belastning  paa  Bjælken 
(Fig,  68,  PI,  7),  frembringes  der  Reaktionerne  j-'g  Pl^-  Momentet  i 
Midtpunktet  tindes  ved  at  erstatte  Trekantbelastningen  til 
venstre  herfor  med  en  Enkeltkraft  i  Tyngdepunktet,  hvon-ed 
man  faar: 


Tangentvinklen 
ningen  i  Midten,  ;/„„ 


Understøtningspunk terne  og  Nedbøj- 


P/' 
16E/' 


Der  virker  lo  lige  store  Kræfter,  lige  langt  fra  Midlen  (Fig- 
69,  PI.  7).  Reaktionerne  blive:  A  ■=  fi  — ■  -^P;  Mejmentet 
er  konstant  paa  Stykket  mellem  de  to  Kræfter  og  lig: 
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2.  Belastningen  er  ensformig  fordelt,  p  pr.  Længdeenhed. 
aktionerne  blive :  A  =  B  =  -7-  I  pi  Transversalkraften  i  et 
kaarligt  Punkt  i  Afstanden  x  fra  Understøtningen  A  (Fig. 
,  PI.  7)  er: 

Qx  =  A+px  =  p(x  —  ^l); 

•ansversalkraftkurven  er  altsaa  en  ret  Linie,  der  afskærer 
ykkerne  +^pl  af  Understøtningsvertikaleme  og  har  Ordi- 
iten  Nul  i  Midten.     Momentet  i  Punktet  x  er: 

Mx  =  —  A  ,  X  —  px .  ^  X  =  ^  p  (Ix  —  a^), 

i^orved  fremstilles  en  Parabel,  der  gaar  gennem  Understøt- 
ngspunkteme  og  har  største  Ordinat  (paa  Midten)  lig 

•i"  max.    —    g  /''   • 

arablen  kan  let  konstrueres  ved  disse  givne  Størrelser. 
Den  elastiske  Linies  Differentialligning  er: 

id  Integration  findes: 

\  til  Bestemmelse  af  Konstanterne  haves,  at  o:  =  O  og  o:  =  / 
ve  y  =  0;  dette  giver  Ci  =  O,  C  =  Yipl^>  Tangentvinklen 
i  i  Understøtningspunkterne  og  Nedbøjningen  i/max.  i  Midten 
ive : 

""^  ~  24£/ '  ^"'''-  ~  384  El  * 

De  samme  Resultater  findes  ved  at  lade  Momentfladen 
rke  som  Belastning  paa  Bjælken  AB,  Reaktionen  A  er  lig 
Jt  halve  Parabelsegments  Areal  (Fig.  70),  altsaa: 

A  =  i.kl,\pl'  =  i-,pl^  =  £/.aa. 

Momentet  i  Midten  af  den  med  Parabelsegm^ntet  belastede 
iælke   findes   ved    at   lade   det  halve  Parabelsegments  Areal 


virke  som  Enkeltkraft  i  Tyngdepunktet  {/g  I  fra  Midten),  hvor- 
ved faas: 

Opg.  10.  En  1  begge  Ender  simpelt  nnderstøttet  Bjælke  er  paavirkel 
af  en  ensformig  Belastning  p  pr.  LæDgdeentied,  dei*  dækker  en  Længde  a  {-Ch, 
symmetrisk  beliggende  om  Midten.     Bestem  storste  Moment  og  Nedbejoing. 

Opg.  11.  En  Træbjælkc  med  kvadratisk  Tværsnit  er  simpelt  under- 
støttet t  to  Punkter  med  4,2"'  Afstand.  Belastningen  lie.ilaar  af  tre  Knellcr 
paa  0,9'",  der  virke  i  Midten  og  I  to  symmetriske  Punkter  1,2'"-  fra  Midltn 
samt  af  Bjælkens  Egenvægt  (Vægtfylden  regnes  til  0,8).  Bestem  Diinen- 
sionerae,  Tangentvinkleu  ved  Understøtningerne  og  Nedbøjningen  i  Midlen, 
Idet  den  tilladelige  Paavlrkning  r  =  60  kg./cm.',  og  £  =  120000  kg./cm.'. 
Forst  foretagea  en  foreløbig  Beregning  uden  Hensyn  til  Egenvægten  lor  al 
finde  denne. 

3.  Trekanlbelaslning.  Med  Begyndelsespunktet  i  A  er 
(Fig.  71,  PI.  7)  Belastningskurvens  Ligning  p  ^  kx;  hele  Belast- 
ningen paa  Bjælken  er  P  ^  \kP.  Reaktionerne  findes  ved 
at  lade  P  virke  som  Enkeltkiaft  i  Trekantens  Tyngdepunkt, 
hvorved : 

Å iP,  B fP 

Endvidere  findes: 
Oj  =  A  +  J  kx\  M^  = 
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§  29.  En  ved  begge  Ender  simpelt  understøttet 
ælke,  der  i  Understøtningspunkterne  er  paavirket 
Kraftpar. 

Bjælken  AB  (Fig.  72,  PL  8)  er  i  Punkterne  A  og  S  paa- 
rket  af  to  givne  Kraftpar  med  Momenter  Ma  og  M^,  drejende 
de  paa  Fig.  angivne  Retninger;  der  findes  ingen  anden 
^lastning.  Reaktionerne  bestemmes  som  sædvanligt;  ved  at 
ge  Momenterne  med  Hensyn  til  B  eller  A  findes: 

Ma  —  Mb  —  AI=0\      ,  j^^Ma—M^ 


::|.^= 


Ma  —  M^-{-Bl  =  OJ'  I 

eaktioneme  A  og  J3  danne  et  Kraftpar  med  Moment  Ma  —  M^. 
ransversalkraften  i  et  vilkaarligt  Punkt  er  lig  Reaktionen  A, 
Itsaa  konstant  for  alle  Bjælkens  Punkter: 

o,  =  ^^£=1^*  .  (24) 

Momentet  i  Punktet  x  er: 


M^   =    Ma  —  A.X   =    Ma(l  — y)+   Mft  . 


X 


I ' 


M,  =  Ma.^  +  M,~  .  •    (25) 

Momentkurven  er  en  ret  Linie,  der  af  Understøtnings- 
Brtikalerne  afskærer  Stykkerne  Ma  og  M^  (Fig.  72);  Moment- 
aden  er  et  Trapez;  hvis  Ma  eller  M^  specielt  er  Nul,  faas  en 
rekant. 

Nedbøjninger  og  Tangentvinkler  findes  ved  at  lade  Mo- 
lentfladen  virke  som  Belastning  paa  Bjælken  AB;  denne  Be- 
stning  giver  en  Reaktion  A,  der  findes  ved  at  dele  Trapezet 
to  Trekanter  (Fig.  72): 

A  =  |.iMa/+i.iM5Z=  -ll(2Ma  +  M,); 

eaktionen  B  findes  ved  Ombytning  af  Ma  og  M^,     Tangent- 
nkleme  aa  og  a^  i  Understøtningspunkterne  ere  altsaa: 

«a  =  6^(2Ma  +  M,),    «6  =  g^  {Ma+2M^).  (26) 

Formlerne    (24)— (26)    skulle   benyttes    flere    Gange   i    det 
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følgende;  ued  deres  Anvendelse  maa  man  erindre,  at  Ma  og  Mi, 
her  ere  indførte  som  positive,  naar  deres  Omdrejningsretning  er 
den  i  Fig.  72  angivne  (naar  de  altsaa  søge  at  bøje  Bjælken 
saaledes,  at  den  vender  Konkaviteten  opad).  —  Nedbøjningerae 
kunne  findes  som  Momenter  af  Momentfladens  Areal,  men  de 
have  ikke  den  Interesse ;  største  Nedbøjnmg  findes  i  det  Punkt, 
hvor  Transversalkraflen  fra  Momentfladen  som  Belastning 
er  Nul. 

Huis  der  foraden  Kraftparrene  Ma  og  Mi,  tillige  virker  en 
given  lodret  Belastning,  kan  man,  som  tidligere  vist,  ligefrem 
addere  de  fra  hver  Art  af  Belastning  for  sig  hidrørende  Virk- 
ninger. Idet  Transversalkrafl  og  Moment  i  et  vilkaarligt  Snit, 
hidrørende  fra  den  lodrette  Belastning  alene,  kaldes  Qo  og  Afo, 
haves  altsaa  fra  den  kombinerede  Belastning: 


'o  + 


M«— ills 


M^ 


-   Mo+Ma 


-Jtfft- 


(29) 


I  Fig.  73,  PI.  8,  er  Bjælken  AB  saaledes  paavirket  af 
Kræfterne  Pi  og  Pi  foruden  af  Kraftparrene.  Momentkurven 
for  Pi  og  Pit  er  konstrueret  som  Tovpolygon  med  Slutlinien 
a'b',    og    for  Snittet   x   findes    de  paa  Fig.  angivne  Qo  og  Afo- 
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d  er  altsaa  lig  Qt,  -\-  hi,  men  detle  Stykke  afskæres  netop  i 
Kraftpolygonen  mellem  Straaler  paratlele  med  ab  og  med  den 
overs  kaarne  Tovpolygon  s  i  de. 

I  Fig.  74,  PI.  8,  er  Bjælken  AB  paavirket  af  en  ensformig 
Belastning  p  pr.  Længdeenhed  og  to  Kraftpar  Mq  og  Mt,  der 
søge  at  bøje  Bjælken  opad  (ere  negative).  Mu-Kurven  er  en 
Parabel,  der  let  kan  tegnes,  idet  Ordinaten  paa  Midten  er  ^  pP. 
Da  A/o  er  positiv,  Ma  og  ilfj  negative,  faas  Mi  som  en  Diffe- 
rens; Mj-FIaden  er  skraveret  i  Fig.  74.  (^irKurven  er  en  ret 
Linie,  der  af  Understøtningsvertikalerne  afskærer  Stykkerne 
+  ^pl;     de    positive    Ordinater    ere    i    Fig.  74    afsatte    nedad. 

M'a  —  Mt 

—'    ^    jji    er   1 


Stykket 


/ 


.  74   aabenbart   positi\i,    da 


Ma  og  Ml,  ere  negative  og  A/^  numerisk  større  end  M^;  den 
resntterende  Q^-Flade  er  skraveret  i  Figuren.  Nulpunktet  for 
Oi-Kur\-en    skal    ligge    lodret    under     Maximunispunktet     for 

Afi-Kurven. 


§30.  EnitoPunktersimpelt  understøttet  Bjælke, 
der  er  forlænget  ud  over  Understøtningerne. 

Til  Kræfterne  P^  —  P,  er  der  i  Fig.  75,  PI.  8,  tegnet  en 
Tovpolygon,  ved  hvis  Hjælp  man  som  sædvanligt  finder  Reak- 
tionerne A  og  R  ved  at  indlægge  Slutlinien  ab  og'  trække  den 
dermed  parallele  Straale  i  Kraftpolygonen.  Momentfladen  er 
det  skraverede  Areal  mellem  ab  og  Tovpolygonen;  Momentet 
i  Punktet  .r  vil  nemlig  sige  Momentet  af  Kræfterne  A,  Pi,  P^,  P3, 
og  det  er  lig  det  Stykke,  der  afskæres  paa  Vertikalen  gennem 
Punktet  X  af  Tovpolygonsiden  før  A  (ab)  og  efter  Pa,  multipli- 
ceret med  Poldistancen.  I  Figuren  er  M^  positiv;  det  har 
nemlig  aabenbart  samme  Fortegn,  som  hvis  Bjælken  ikke  var 
forlænget  ud  over  A  og  B:  derimod  ere  Momenterne  ved 
Enderne  negative.  Momenterne  skifte  Fortegn  i  to  Punkter, 
hvilke  svare  til  Vendepunkter  for  den  elastiske  Linie.  —  Trans- 
versalkraften Qj  findes  som  sædvanligt  ved  i  Kraftpolygonen 
at  trække  to  Straaler  parallele  med  de  af  Snittet  x  overskaarne 
Tovpolygonsider. 

Bjælkeenderne   udenfor   A   og   B   forholde   sig,    hvad   Mo- 

I  menter    og   Transversalkræfter    angaar,    ganske    som    om    de 

h  Tåre  indspændte   ved   A   og  B  (sammenlign   den  grafiske   Mo- 

Wentbestenimelse   i   §  25),    og   paa   den   Maade    behandles   de 


leftest.  Bjælkestykket  mellem  ,-1  og  /(  forholder  sig  som  en 
simpelt  undei-støttet  Bjælke,  der  ikke  er  forlænget  ud  over  sine 
Understøtninger,  men  til  Gengæld  i  disse  Punkler  paaWrkel 
af  to  negative  Kraftpar  af  Størrelserne  aa'  og  bb' ;  den  skraverede 
Momeiitllade  er  nemlig  Differensen  mellem  den  ■•simple«  Mo- 
mentflade  med  Slutlinien  a'b'  (Fladen  mellem  (t'b'  og  Tovpoly- 
gonen) og  Trapezet  aa'h'b.  Denne  Betragtningsmaadc  gælder 
almindeligt  for  Stykkel  AB,  idet  man  naturligvis  altid  kan 
lænke  sig  Bjælken  skaaren  over  \  A  o%  B,  naar  man  til 
Gengæld  tilføjer  Indvirkningerne  af  Bjælkeendenie  paa  Stykket 
AB  (Momenterne  aa'  og  bb')  som  ydre  Kræfter;  Nedhøjninger 
og  Tangentvinkler  for  Punkter  mellem  Å  og  B  kunne  altsaa 
ogsaa  findes  herved. 

Hvis  Bjælken  over  hele  sin  Ltvngde  er  paavirket  af  en  ens- 
formig Belastning  p  pr.  Længdeeitbed,  faas  de  i  Fig,  76,  PI.  8, 
viste  Tran  s  vers  al  kraft-  og  Momenlkurver,  Paa  Stykket  AC  eie 
Momenterne  fremstillede  ved  en  Parabel,  der  har  Toppunkt  i 
C"  og  afskærer  Stykket  -h  ^  pli  =  A"a  paa  Vertikalen  gennem 
A  (se  §  27);  ligeledes  er  D"b  en  Parahel  med  Toppunkt  i  D", 
og  B"b  =  -^  Y  pl%  For  Stykket  AB  angiver  Parablen  gennem 
A"  og  R"  og  med  Ordinaten  paa  Midten  lig  J  pi*  de  Momenter, 
der  vilde  optræde,  hvis  Bjælken  var  skaaren  over  i  A  og  B, 
og  herfra  trækkes  Trapezet  A"<ibB",  der  angiver  Momenterne 
fra  de  negative  Kraftpar M„  =  —  \  pl\  og  M),  ^  ~\ pl\.  Trans- 
vei-salkræflerne  ere  afsatte  som  Ordinater  ud  fra  Axen  A'B'r 
positive  nedad.  For  Stykket  AC  faas  den  rette  Linie  CA,,  idet 
A-A^  =  ^pl  (§  27),  for  Stykket  BD  den  rette  Linie  D'Bi,  idet 
B'Bi  =  —  i  p's.     For  Stykket  AB  fremstilles  Qo  ved  den  punk-' 

lerede  Linie  A'j/Cs,  idet  A'A'.  =  —  !.  pi,  B'B'i h  hP^-   Til  0» 

skal  lægges  det  konstante  Stykke  A'^Ai  =  B'^Bi  =       "    ^ 

og  idet  M„  og  Mh  ere  negative  og  Ma  numerisk  større  end  Mj^ 
bliver  denne  Størrelse  negativ  og  skal  altsaa  afsættes  opad  fra. 
A'iB'i.  De  resulterende  Moment-  og  Transversal  kraftkurver 
ere  skraverede. 

Af  Transversal  kraft  kurven  aflæses  direkte  Reaktionernes 
Størrelser : 

A  =  A,.4j,     B  =  ByBi. 

Reaktionen  A  er  nemlig  Differensen  mellem  Transversal- 
kraften  umiddelbart   til   venstre   og   umiddelbai-t   til    højre    for 
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Understøtningspunktet,    og    da    disse    have    modsat    Fortegn^ 
bliver  Reaktionen  den  numeriske  Sum  af  dem. 

Opg,  12.  Tegn  Moment-  og  Transversalkraflkurverne  for  en  Bjælke  som 
ovenfor,  belastet  med  p  pr.  Længdeenhed  og  med  Enkeltkræfterne  Pi  og  P2 
i  de  frie  Ender. . 

Opg.  13.  Bestem  Dimensionerne  af  en  lodret  Træbjælke  med  kvadratisk 
Tværsnit,  naar  den  er  simpelt  understøttet  i  sit  nederste  Endepunkt  og  i  et 
Punkt,  der  ligger  2™-  højere  oppe,  medens  hele  Længden  er  3™-,  og  naar  den 
er  paavirket  til  Bøjning  af  Vandti'ykket  paa  en  0,9°>-  bred  lodret  Flade  af 
Bjælkens  Længde.  Vandets  Overflade  befinder  sig  ved  Bjælkens  øverste 
Endepunkt.     Tilladelig  Paavirkning  =  60  kg./cm.^. 

Den  elastiske  Linie  kan  ligesom  tidligere  konstrueres  som 
Tovpolygon  til  Momentfladen  som  Belastning;  kun  maa  man 
her  erindre,  at  Momentfladens  Areal  skal  regnes  med  Fortegn. 
Efterat  den  elastiske  Tovpolygon  er  tegnet,  indlægges  Slutlinien^ 
hvorfra  Nedbøj ningerne  skulle  maales  (den  ubøjede  Bjælkeaxe), 
derved  at  Nedbøjningerne  i  A  og  B  ere  Nul.  Heraf  følger, 
som  vi  skulle  se  i  næste  Paragraf,  at  Nedbøjningerne  kunne 
beregnes  som  Momenter  i  en  ved  C  og  D  indspændt  Bjælke, 
der  er  forsynet  med  Charmerer  ved  A  og  S  og  belastet  med 
Momentfladen  (et  Charnier  er  en  Forbindelse,  der  ingen  Mod- 
stand gør  mod  en  Drejning,  medens  derimod  en  Forskydning 
af  de  forbundne  Dele  i  Forhold  til  hinanden  er  umulig.  Der 
kan  derfor  kun  overføres  Transversalkræfter,  men  intet  Moment 
gennem  et  Charnier.  I  Fig.  77,  PL  8,  er  den  beskrevne  Bjælke 
skematisk  fremstillet  paa  to  Maader;  øverst  er  Forbindelsen 
nærmest  tænkt  som  et  Passercharnier,  nederst  som  en  simpel 
Understøtning,  der  blot  ikke  er  anbragt  paa  et  fast  Underlag, 
nien  paa  den  ene  af  de  i  Charnieret  sammenstødende  Bjælke- 
ender. Et  Charniers  Virkemaade  er  for  Momenternes  og  Trans- 
versalkræfternes Vedkommende  ganske  den  samme  som  en 
sinipel  Understøtnings). 

Naturligvis  kan  man  ogsaa  her  opskrive  Differentialligningen 
for  den  neutrale  Linie  og  finde  Nedbøjningerne  ved  Integration. 

§  31.     Statisk  ubestemte  Bjælker  over  én  Aabning. 

1.  For  en  Bjælke,  der  er  indspændt  i  begge  Ender  og  paa- 
virket af  parallele  Kræfter,  bestaar  hver  af  Reaktionerne  af  en 
Enkeltkraft  og  et  Kraftpar.  Der  haves  saaledes  ialt  fire  ube- 
'^endte,  medens  man  kun  har  to  statiske  Ligevægtsbetingelser 
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(12);  de  to  manglende  Betingelser  faas  først  ved  at  tage  Hei 
til  Formforandringerne.  Opgaven  kan  løses  paa  flere  Maj 
a.  Direkte  Benyttelse  af  den  etasiiske  Linies  Differen 
iigning  skal  kun  vises  ved  et  Exempel.  Belastningen  anl 
ensformig  fordelt,  p  pr.  Læiigdeenhed  (Fig.  78,  PI.  8);  ti 
foreløbig  ikke  gøre  Brug  af  Symmetrien.  Idet  de  ubeke 
Momenter  i  Understøtningspunkteme  kaldes  Ma  og  Af«,  t 
de  statiske  Ligevægtsbetingelser; 

A  +  B  +  p/  —  O, 

M^  —  Mb—Al—^pn  =  0. 


Momentet  i  Punktet  x  er; 

Mx  =  Ma  —  Ax  —  J  px^ 


,d^ 


Ved  Integration  fmdes: 


dx 


-  I  px^  +  C, 


—  Elg  =  ^  MaX*  —  I  Ax^  — -^  px* -\- Cx  +  Ci. 

Nu  haves  til  Bestemmelse   af  de  to  Konstanter  og  de 
ubekendte  ved  Understøtningerne  dels  de  to  Ligevægtsbeting 

ovenfor,  dels  at 
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A  ='  B,  Ma  '^  Mft.  —  Nu  haves  Momentet  i  det  vilkaarlige 
Punkt: 

Og  Transversalkraften: 

Qx  =  A+px  =  —^pl  +  px; 

de  grafiske  Fremstillinger  skulle  vi  senere  komme  ind  paa. 
Nedbøj ningerne  findes  ligefrem  ved  Indsættelse  af  den  specielle 
Værdi  af  x  i  den  neutrale  Linies  Ligning. 

Naar  Belastningen  bestaar  af  Enkeltkræfter,  bliver  Methoden 
betydelig  mere  besværlig,  idet  Momentet  bliver  udtrykt  som  en 
diskontinuert  Funktion  af  x,  hvorfor  Integrationen  maa  deles. 
Man  begynder  f.  Ex.  Beregningen  nærmest  ved  A,  foretager  Inte- 
grationen for  Stykket  hen  til  den  første  Enkeltkraft  og  bestemmer 
de  to  indkomne  Konstanter  ved  Hjælp  af  Understøtningen  A. 
Dernæst  tager  man  det  næste  Stykke  og  bestemmer  her  Inte- 
grationskonstanterne  ved  den  Betingelse,  at  den  neutrale  Linie 
for  x  =»  rci  (den  første  Enkeltkrafts  Angrebspunkt)  skal  have 

samme  y  og  -^  til  begge  Sider.     Paa  den  Maade  gaar  man 

efterhaanden  videre,  indtil  man  har  faaet  Integrationskon- 
stanterne  bestemt  for  det  sidste  Stykke  af  Bjælken,  og  saa 
har  man  endelig  Betingelserne  fra  Understøtningen  B  til  Be- 
stemmelse af  A  og  Ma. 

Opg.  14.  Bestem  efter  denne  Methode  største  Moment  og  Nedbøjningen 
i  Midten  for  en  i  begge  Ender  indspændt  Bjælke,  der  er  paavirket  af  en 
Enkeltkraft  P  i  Midten. 

b.  Man  behandler  Bjælken,  som  om  den  var  simpelt  under- 
støttet i  begge  Ender  og  foruden  af  den  givne  lodrette  Belastning 
paavirket  af  to  foreløbig  ubekendte  Kraftpar ,  Ma  og  M^,  ved 
Understøtningerne,  Hvis  den  lodrette  Belastning  virkede  alene, 
vilde  den  frembringe  visse  Drejninger  a'«  og  «'&  af  Tangenterne 
i  Understøtningspunkterne ;  ligeledes  vilde  Kraftparrene  alene 
bevirke  Drejningerne  aa  og  «&,  og  da  Tangenterne  paa  Grund 
3f  Indspændingerne  skulle  beholde  deres  Stilling  uforandret, 
niaa  man  have 

aa  -=  —  a'a,     cLb  =-  —  a'ft, 

hvorved  Ma  og  Mb  kunne  bestemmes. 


§31. 
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Oa  Og  Ub  ere  ved  Ligning  (26),  §  29,  udtrykte  som  Funk- 
tioner af  Afa  og  iHft.  a'a  og  «'&  bestemmes  ved  at  betragte  den 
"simplee  Momentflade  (d.  v.  s.  den,  man  faar  ved  at  lade  den 
givne  lodrette  Belastning  virke  alene  paa  en  simpelt  under- 
støttet Bjælke)  som  Belastning  paa  Bjælken  og  bestemmt 
Reaktionerne,  Man  har  almindeligt  (Fig.  79,  PI.  8},  hvis  F 
betegner  Arealet  af  den  simple  Monientflade,  ^  og  ^'  dens 
Tyngdepunkts  Afstande  fra  Understøtningerne: 


El.  I' 


El .  I  ■ 


Naar  man  paa  denne  Maade  har  faaet  Ma  og  Mh  bestemt, 
kunne  Momenter,  Transversalkræfter,  Nedbøjninger  o,  s.  v.  let 
beregnes  ved  Hjælp  af  §  29;  nu  har  man  nemlig  en  simp^t 
understøttet  Bjælke ,  der  er  paavirket  dels  af  en  given  lodret 
Belastning,  dels  af  to  bekendte  Kraftpar,  Afa  og  ATj,  og  man 
summerer  da  ligefrem  de  fra  hver  af  disse  to  Belastnings- 
arter  hidrørende  Virkninger.  Momenter  og  Transversalkræfter 
ere  givne  ved  Formlerne  (28)  og  (29). 

Specielt  bemærkes,  at  man  faar  den  grafiske  Fremstilling 
af  Momenterne  i  de  forskellige  Punkter  ved  blot  (Fig.  79)  al 
afsætte  Ma  =■  Aa,  Mt,  =  Bb  og  maale  fra  Slutlinien  ab  til  der 
simple  Momentkur\'e.  Det  er  klart,  at  Opgaven  i  Virkeligheden 
er  løst,   saasnart  man    har   faaet   denne  Slutlinie   ab  bestemt 
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li-voraf  ved  Addition,  idet  ^  +  ^'  =  ^i  +  |'i  ==  / : 

F  =  F„    ^  =  ^i. 

Slutlinien  ab  skal  altsaa  indlægges  saaledes,  at  Trapezet 
AabB  og  den  simple  Momentflade  faa  samme  Areal,  og  saaledes 
at  deres  Tyngdepunkter  ligge  i  samme  lodrette  Linie.  I  specielle 
Tilfælde,  f.  Ex.  hvor  der  er  Symmetri,  kan  denne  Egenskab 
ofte  anvendes  med  Fordel ;  en  almindelig  geometrisk  Konstruk- 
tion, der  i  Virkeligheden  løber  ud  paa  det  samme,  skulle  vi 
se  nedenfor. 

En  anden  simpel  Konstruktion  af  Slutlinien  ab  faas  paa 
følgende  Maade: 

Udtrykkene  for  aa  og  a^  [Ligning  (26)]  kunne  skrives: 


2Er      ^     "       ^     "^         2EI 

og  -^Ub  =  ^^j(—lMa  —  iMb)  =  2Er^*' 

idet  f  og  r'  ere  Ordinater  til  Slutlinien   ab  i  de   Punkter,   der 
dele  Længden  AB  i  tre  lige  store  Dele  (Fig.  79). 

Af  Betingelsen  «„  =  — V«  og  den  analoge  følger  nu: 

'  1   72    '     '  1   72    * 

2  *  2  * 

Størrelsen  r  betyder  altsaa  Højden  i  det  Rektangel  med 
Grundlinie  /,  der  har  samme  Moment  med  Hensyn  til  Under- 
støtningen B  som  den  simple  Momentflade;  Betydningen  af  r' 
er  analog  hermed. 

Hvis  man  kendte  eller  paa  en  eller  anden  simpel  Maade 
kunde  bestemme  de  Punkter,  hvor  Slutlinien  ab  skærer  den 
simple  Momentkurve  og  Momentet  altsaa  er  Nul,  vilde  Op- 
gaven være  løst  derved.  Dette  er  Tilfældet  for  den  i  Slut- 
ningen af  forrige  Paragraf  omtalte,  i  Fig.  77  fremstillede 
Bjælke,  hvor  der  er  indskudt  to  Charnierer,  i  hvilke  Momentet 
ifølge  den  givne  Definition  af  et  Charnier  er  Nul.  Slutlinien 
gaar  da  gennem  de  Punkter,  hvor  lodrette  Linier  gennem 
Chamiererne  skære  den  simple  Momentkurve,  og  den  ind- 
tegges  ganske  paa  samme  Maade  som  Slutlinien  for  den 
elastiske  Tovpolygon  for  en  simpelt  understøttet  Bjælke,    der 
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er  forlænget  ud  over  sine  Understøtninger  (§  30).  Herved  er 
der  ikke  for  den  indspændte  Bjælke  med  to  Charnierer  gjort 
Brug  af  nogen  Betingelse  tientet  fra  Form  forandringerne;  denne 
Bjælke  er  altsaa  statisk  bestemt.  Den  kan  naturligvis  også 
betragtes  og  behandles  som  sammensat  af  tre  statisk  bestemte 
Bjælker,  nemlig  en  simpelt  understøttet  i  Midten  og  en  i  den 
ene  Ende  indspændt  ved  hver  Side. 

Naar  man  har  bestemt  Momentkurven  for  den  i  A  o^B 
tndspændte  Bjælke,  kunne  Nedbøjningerne  naturligvis  findes 
ved  at  tegne  en  Tovpolygon  til  Momentfladen  som  Belastning- 
Slutlinien  for  Tovpolygonen  —  den  ubøjede  Bjælkeaxe  —  kan 
f.  Ex.  indlægges  derved,  at  Nedbøjningerne  i  ^  og  S  ere  Nul; 
heraf  følger,  at  man  kan  beregne  Nedbøjningerne  som  Momentei 
i  en  simpelt  understøttet  Bjælke  AB,  belastet  med  Momenttladen 
Naar  Slutlinien  indlægges  som  her  angivet,  skal  det  passe,  a 
den  af  sig  selv  tangerer  Tovpolygonen  i  A  og  B.  Man  kundi 
ogsaa  indlægge  Slutlinien  ved  Hjælp  af  den  Betingelse,  at  Ned 
bøjningen  i  A  er  Nul,  og  at  Tangenten  her  beholder  sin  Ret 
ning,  hvoraf  følger,  at  man  ogsaa  kan  beregne  Nedbøj  ningerm 
som  Momenter  i  en  i  S  indspændt  Bjælke,  belastet  med  Mo 
mentfladen.  Ved  disse  Konstruktioner  maa  man  erindre,  a 
Momenterne  skifte  Fortegn. 

Vi  skulle  nu  se  paa  et  Par  Eksempler  paa  Behandlingen  a 
indspændte  Bjælker  efter  den  her  fremsatte  Methode.  Betastningel 
bestatir  af  <-Ji  EnkvUkvafl  P  i   AfslanilL-nf  g  og  /.  fra  Understøt 
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Nu  ere  Transversalkræfter  og  Momenter  givne  ved  (28)  og 
(29);  for  den  simpelt  understøttede  Bjælke  er  Transversalkraften 
til  venstre  for  P  lig  Reaktionen  A,   altsaa  for  dette  Stykke  af 
Bjælken : 

og  følgelig  for  den  indspændte  Bjælke  til  venstre  for  P: 
n    -  n    .   Mg—Mt  _        Pb      Pa'b   .Pab' 

V«   —    VO  "T  ^  —  I  /S        '        /3 

Hvis  Kraften  P  specielt  virker  i  Midten  («  =  fe  =  i  /),  faas : 

Ma  =  Mt  =  —^Pl; 

i  saa  Fald  er  Ma  —  M^  =  O,  saa  Transversalkraften  bliver  den 
samme  som  i  en  simpelt  understøttet  Bjælke  med  en  Enkelt- 
kraft paa  Midten,  Reaktionerne  A  og  B  ligeledes.  Den  simple 
Momentflade  er  en  Trekant  med  Højde  ^  PI;  i  den  indspændte 
Bjælke  bliver  Momentet  i  Midtpunktet  lig  :^Pl  —  ^Pl=  +iP/, 
altsaa  numerisk  lig  Indspændingsmomenterne ;  man  har  sam- 
tidig største  Moment  i  3  Punkter, 

Slutlinien  halverer  den  simple  Momentflades  største  Ordinat,, 
hvilket  ogsaa  umiddelbart  følger  af,  at  den  simple  Moment« 
flades  Areal  skal  være  lig  Arealet  af  det  Rektangel,  hvis  Højde 
er  ilf a  =  Mft.  Momentet  er  Nul  for  x  =  ^  /  og  x  =  f  /;  her 
har  den  neutrale  Linie  altsaa  Vendepunkter. 

Nedbøjningerne  findes  ved  at  betragte  først  P  alene  og 
dernæst  Kraftparrene  M^  og  M5  alene  som  Belastning  paa  den 
simpelt  understøttede  Bjælke  og  addere.  Vi  ville  f.  Ex.  finde 
den  største  Nedbøjning  (i  Midten).     P  alene  giver  (§  28,  1): 

Pl^ 
y°»«    ""  4SEI' 

Nedbøjningen  fra  Kraftparrene  bestemmes  som  Moment  af 
Rektanglet  med  Højde  M^,  altsaa  som  Moment  af  den  ens- 
formige Belastning  p  ^  Ma;  dette  giver: 


hvorefter  man  for  den  indspændte  Bjælke  finder:  I 

Belastningen  er  ensformig  fordelt,  p  pr.  Længdeenhed.  Pai 
Crund  af  Symmetrien  bliver  Ma  =  Mt,,  Slutlinien  ab  f« 
Momentkurven  altsaa  vandret;  den  kan  da  bestemmes  alene 
ved  den  Betingelse,  at  Arealet  af  den  simple  Momentflade  skil 
være  lig  Arealet  af  Rektanglet  med  Højde  Ma.  Den  simple 
Momentflade  er  en  Parabel,  hvis  Ordinat  paa  Midten  er  ^pf, 
og  Parabelsegmentets  Areal  er  ^.^pP.l;  man  har  altsaa: 

Ma  .  /  =  —  TS  Pl\   Ma   =   —  tV  pl'- 

Reaktioner  og  Transversalkræfter  ere  de  samme  som  for  en 
simpelt  understøttet  Bjælke.  Den  grafiske  Fremstilling  af  Mo- 
menterne ses  i  Fig.  80,  PI.  8.  Nedbøjningen  ved  Midten  findes 
paa  samme  Maade  som  ovenfor;  ved  Hjælp  af  det  for  den 
simpelt  understøttede  Bjælke  gældende  Udtryk  (§  28,  2)  faas 
altsaa: 

*'"*   ~  384  El  ^  8EI  ~   384  £/      96  £/  ~  384E/' 
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XJnderstøtningeme.    Man  kan  nu  udvide  Begrebet  Indspænding 
saaledes,   at  det  ganske  vist  medfører  den  Beting^se,  at  Tan- 
genten skal  holde  sig  i  en  bestemt  Stilling,  men  ikke  nødven- 
digvis i  den  vandrette  Stilling;   man  kan  altsaa  tale  om  Ind- 
spænding under  forskellige  Vinkler.     Naar  Indspændingsvink- 
lerae  ere  givne  at  skulle  være  jS«  og  fit,  har  man  Betingelsen: 
«G+a'a  =  fia   og  den  analoge  til  Bestemmelse  af  M«  og  M5. 
Blandt  alle  mulige  Indspændingsvinkler  vil  den  være  den 
gunstigste,    der   medfører   den    mindste  Værdi  af  Maximums- 
momentet.      Vi  ville   bestemme    den    gunstigste  Indspændings- 
vinkel  for  en  ensformig  Belastning.      I    dette    Tilfælde  skal  Ma 
og  Mft    være    lig   det   halve    af  Maximumsordinaten   til   den 
simple  Momentkurve  altsaa 

Hertil  svarer  en  Indspændingsvinkel   8a  =  aa'\-  a*a^  hvor 
:    (§28,2) 

"  ~  24£/ '     "         2EI  32EI ' 

[    altsaa  ^«  =  fe  ^"  ~  ^'^^  =  §£  * 

[  For  at  faa  en  Forestilling  om  den  numeriske  Størrelse  af 

|S  ville   vi    foretage    en    Omformning   af  Udtrykket.     Til    Be- 
stemmelse af  Bjælkens  Dimensioner  har  man  [(18  a),  §  24]: 

[  ^max.  =  xkpi'  =  r.W  =  r.J-, 


e 


og  ved  Indførelse  heraf  findes : 


r.l 


Pa         ^E.e' 

Antages  Bjælken  at  være  en  Jærnbjælke,  hvis  Tværsnit 
er  symmetrisk  om  den  neutrale  Axe,  og  sættes  Bjælkens  Højde 
2e  »a  ^1^  Zj  hvilket  er  en  af  de  laveste  anvendte  Værdier, 
og  endvidere  r  =«  700  kg./cm.^  E  =  2000000  kg./cm.«, 
findes: 

Pa   —    T^^o  *^  To     • 

Man   ser,   hvor  forsvindende   denne   Størrelse  er,    og  dog 

A.Oitonf«ldr  Teknisk  EUsticitetslære.  8 


bevirker  en  Varialinn  i  Inchpn-ndinijsvinkkn  fra  O "  Hl  t'«  "  en 
Variation  i  Maximumsnmmentet  fra  ,\  pi'  Hl  /e  p/'  eller  '25% 
af  det  til  vandret  Indspænding  svarende.  Naturligvis  kan  man 
i  Praxis  sjæliient  eller  aldrig  skalTe  en  Indsiiændii^, 
der  umuliggør  en  saa  ubetydelig  Variation  i  Vinklen,  saa  man 
maa  være  overordentlig  varsom  med  at  regne  en  Bjælke  ind- 
spændt og  af  den  Grund  gøre  den  svagere. 

Opg.  15.     Bestem    største    MomiMit    og  Nedbøjuingeu   i    Midten  for  en  I 

begge  Ender  iiids|iiendt  Bjælke,  der  er  paavirket  af  to  lige  store  Kræfter  P, 
virkende  lige  langt  fra  Understøtningerne. 

C.  Direkte  Benyttelse  af  den  elastiske  Tovpolygon*).  Hvis 
man  ved  Konstruktionen  af  den  elastiske  Tovpolygon  kun 
bryder  sig  om  at  finde  Tangenterne  i  Understøtningspunkteme, 
kan  man,  som  vi  have  .set  i  Slutningen  af  §  26,  foretage  Ind- 
delingen af  Momentfladen  ganske  vilkaarligt.  Vi  ville  her 
ligesom  o\enfor,  opfatte  den  som  DifTerens  mellem  den  siniplt 
Momentflade  med  Areal  F  og  det  af  M„  og  Af/,  bestemte  TrapeR 
og  dette  sidste  tænke  vi  os  atter  delt  i  to  Trekanter  med  Are- 
alerne :  J  Mq/  og  A  Mi,l.  Arealerne  tænke  vi  os  virkende  sont 
Kræfter  i  de  lodrette  Linier  gennem  Tyngdepunkterne;  de  loii 
rette  gennem  Trekanternes  Tyngdepunkter  dele  Bjælkens  Længd« 
/  i  tre  lige  store  Dele;  de  kaides  jTredicdelsvertikalerne«  0| 
ere  bekendte  forud,  skønt  M^  og  Mi,  ikke  kendes,  ATj  "■  T,r 
=  TiB,  Fig.  81,  PI,  8.  Tyngdepunktet  T  for  den  simple  Mo 
mentflade  kan  konstrueres  og  regnes  her  som  bekendt. 

Hvis  man  nu  tegner  en  Tovpolygon  {den  stærkt  opti^km 
i  Fig.  81)  med  Poldistancc  h  =  El  til  de  tre  Kræfter 
skal  dennes  yderste  Sider  angive  Stillingen  af  Tangenterne  ti 
den  elastiske  Linie  i  Understøtningspunkterne;  disse  ydersti 
Sider  skulle  da  her  være  vandrette  og  falde  i  hinandens  For 
længeise.  Ved  Hjælp  heraf  kan  man  konstruere  Tovpolygonen 
skønt  Ma  og  ilfft  ikke  kendes.  Man  begynder  med  at  afsætti 
den  simple  Momentflades  Areal  F  =  CC,  paa  en  lodret  Lini 
i  Afstanden  h  fra  Vertikalen  gennem  T,  vælger  et  vilkaarlig 
Punkt   O  i  denne  som  Pol,   trækker  Slraalerne  OC  og  OCi  oj 


*)  Methoden  angivet  af  Mohr,  1S6S,  senere  videre  udviklet  af  Ciilmann 
W.  Ritter,  Winkler  o,  a.;  se  bl.  a.  Winkler :  Thearie  der  BrOckeii,  I.  3t( 
AuO.,  Wiea,  1886;    W.  Ritter:   Die  elatlifclte  Linie  etc.  2te  Aufl.,.Z1UUh 
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finder  det  Stykke  cci,  der  afskæres  af  disse  paa  Vertikalen 
gennem  Ti,  cci  er  da  lig  det  Stykke  Ti*  Ti**,  som  de  to  midterste 
Tovpolygonsider  afskære  paa  Vertikalen  gennem  Ti;  ligeledes 
^T  ddi  =  T:t*T2**,  Tovpolygonen  kan  følgelig  konstrueres  ved  at 
trække  Siderne  A*Ti*  og  B'T^'  og  afsætte  Ti*Ti**  =  cci  og 
Ti'Ti**  =  ddiy  hvorefter  de  to  midterste  Sider  kunne  indlægges. 
Og  naar  Tovpolygonen  er  bekendt,  kan  Størrelsen  af  Kræfterne 
i  Ti  og  r«  bestemmes  henne  i  Kraftpolygonen:  først  findes 
den  rigtige  Beliggenhed  Oi  af  Polen,  hvorefter  den  vandrette 
Straale  OiD  viser,  at  Kraften  i  Ti  er  DC,  i  T2 :  CiD.  Linierne 
OC  og  OCi  kaldes  Krydslinierne, 

Da  hele  Konstruktionen  kun  udføres  for  at  bestemme 
Kræfterne  i  Ti  og  T«,  er  Poldistancens  Størrelse  ligegyldig; 
ligeledes  er  naturligvis  Maalestokken,  hvorefter  F  =  CCi  af- 
sættes, ligegyldig,  naar  blot  CiD,  DC  og  CCi  maales  paa  samme 
Maalestok.     Den  simpleste  Konstruktion  faas,  naar  man  vælger 

F 
Poldistancen  h  ^=^  \l  og  afsætter    CCi  =  -^ ;  i  saa  Fald  bliver: 

BC  =  i^^  =  1  Ma,  CiD  ^  i  M,, 

og  ved  at  forlænge  de  midterste  Tovpolygonsider  til  Skæring 
med  Understøtningsvertikalerne  i  A"  og  B**  faas,  idet  /\  TiA*A** 
<v^AOii)C: 


AA      ^   All      Q^jy  8'.     1^      — 


Og  paa  samme  Maade:  B*B'  =  M^.  For  saaledes  umiddel- 
bart at  finde  Ma  og  M^  efter  den  oprindelige  Momentmaale- 
stok   (for    den    simple    Momentflade)    skal    man   blot   afsætte 

^Ci  =  —   =  Højden  i  det  Rektangel   med  Grundlinie  I,  der 

har  samme  Areal  som  den  simple  Momentflade,  efter  den  op- 
rindelige  Momentmaalestok. 

Konstruktionen  er  nu  følgende :  man  tegner  Trediedelsverti- 

l^eme  samt  Vertikalen  gennem  T,  trækker  en  vandret  Linie 

F 
A'T'iT^B*,    afsætter    CCi  =  -y-  paa  en  lodret  Linie  i  Afstanden 

6 1  fra  Vertikalen  gennem  T,  vælger  et  vilkaarligt  Punkt  O  i 
sidstnævnte  Vertikal  og  bestemmer  de  Stykker  cci  og  ddi,  som 

8* 
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Krydslinieme  OC  og  OC,  afskære  paa  Trediedelsvertikalerne 
cci  og  ddi  afsættes  nedad  fra  Punkterne  T,'  og  T«',  hvorefte 
Linierne  Tj'Tt"  og  Tt'Ti'  give  Punkterne  A'  og  B",  saa 
ledes  at  A'A"  —  M^,  B'B'  -=  Af^. 

Da  baade  Kraft-  og  Tovpolygon  lukke  sig,  ere  de  tre 
Kræfter  i  T,  T,  og  T^  i  Ligevægt,  hvoraf  følger,  at  det  af  M, 
og  Mb  bestemte  Trapez  og  den  simple  Momentflade  havi 
samme  Areal  og  have  deres  Tyngdepunkter  liggende  i  samme 
lodrette  Linie,  saaledes  som  vi  ogsaa  have  set  ovenfor.  Hele 
Konstruktionen  kan  ogsaa  udtydes  som  gaaende  ud  paa  al 
bestemme  en  Slutlinie,  der  opfylder  disse  to  Betingelser. 

2.  Bjælken  er  indspændt  i  den  ene  Ende,  simpelt  under- 
støttet i  den  anden.  Her  er  der  3  ubekendte  ved  Underste- 
ningeme,  altsaa  kun  én  mere,  end  der  kan  bestemmes  ved  de 
statiske  Ligevægtsbetingelser.  Det  kan  opfattes  som  e(  specielt 
Tilfælde  af  den  ovenfor  behandlede  Bjælke,  idet  Af ^  =  O,  oj 
man  kan  benytte  ganske  de  samme  Methoder  som  ovenfor. 
Vi  skulle  vise  dette  ved  et  Par  Exempler. 

a.  Direkte  Benyttelse  af  den  elastiske  Linies  Differentiallig- 
ning. Der  virker  kun  en  Enkeltkraft  P  i  Midten  (Fig.  82,  PI.  8). 
De  statiske  Ligevægtsbetingelser  ere: 


117  §  31. 

•af    — JB/^  —  Marc  — iAx^  —  iPx^  +  ^Pte+C, 

—  Elg  =  ^MaX'  —  ^Ax'  —  ^Pa^'\-\Plx'  +  Cx+Ci. 

Konstanterne   bestemmes   derved,    at   æ  =  |  /  skal   give 
ime  Værdier  af  y  og  -i^  til  begge  Sider  af  P;  derved  findes; 

iMJ  —  ^AP  =  iMa/-iAP-iP/^  +  iPP  +  C, 

C  ^  -^PP,  C,  =  +j\PP. 

Nu    skal    Ligningen   for   den  neutrale  Linie  paa  Stykket 

—  B  for  X  =  I  give  y  =  O,  hvorved  findes : 

\MaP-\AP-i^PP  «  O, 

heraf   i  Forbindelse   med   de  statiske  Ligevægtsbetingelser 
enfor: 

omentkurven  er  ^ist  i  Fig.  82;  Momentet  i  Midten  er 

:ørste  Moment  er 

Transversalkraften  paa  Stykket  A  —  P  er  lig  —  |  J  P,  paa 
itykket  P  —  B  er  den  +  t\  ^• 

Nedbøjningeme  findes  ligefrem  af  Ligningerne  for  den 
leutrale  Linie;  i  Midten  haves 


y  = 


7    PI 


i 
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Punktet  med  den  største  Nedbøj  ning  bestemmes  ved  at 
sætte  -^  =  o ;  for  St>^kket  A—P  kan  denne  Betingelse  ikke 
ttlfredsstilles,  for  Stykket  P  —  B  findes  Punktets  Abscisse : 

x  =  /(I -Vi), 


og  N'edbøjningeD : 


48 .  V5  .  El 


Opg,  16.  Bestem  største  MomeDt  for  en  lodret  Bj»lkc.  der  er  indsptntdt 
i  sin  nedcnte  Ende.  il.  og  simpelt  understattet  i  B.  oaar  BelastniogcD  er 
Vandtryfe.     Vandets  Overflade  sUar  ved  A. 

b.  Bjælken  behandles  som  simpelt  anderstøUel  i  begge  Endtr 
og  paavirkel  foruden  af  den  givne  lodrette  Belastning  af  el  forf- 
løbig  ubekendt  Kraftpar  Ma  i>ed  Understøtningen  A  {Mi,  =^  0)- 
Man  har  da  med  cle  tidligere  bragte  Betegnelser:  Oa  =  —a\, 
hvor 

„■  -  ?lif 

Ei.r 

(F  er  den   simple   Momentflades  Areal.  |'  dens  Tyngdepunkts 
Afstand  fra  B).    a,  findes  ved  at  sætte  Mt,  =  O  i  (26).  allsaa: 

_  i'"/ 

""         3i7  ■ 
hvorefter  man  til  Bestemmelse  af  Mg  har: 
« ,^ 


Belastningen  er  ensformig  fordelt,  p  pr.   Længdeenbed.   Den 
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edbøjningerne  findes  som  Sum  af  dem,  der  bevirkes  af 
nsformige  Belastning,  naar  den  virker  alene  paa  den 
It  understøttede  Bjælke  AB,  og  af  Momentet  Ma  alene, 
ten  findes  f.  Ex.: 

_^  £Lj_fi    lAf/   i/ ^  M  J   -1/1  EL 

~  384  £/  ^  ^^  *  ^     "*  '  *^         ^     "*  *  ®  ^  ~  192    El ' 

et  Punkt,  hvor  største  Nedbøjning  optræder,  kan  be- 
les  ved  at  finde,  hvor  Transversalkraften  i  Bjælken  AB 
I,  naar  den  er  belastet  med  Momentfladen. 

g.  17.     Find  Momenter,  Transversalkræfter  o.  s.  v.  i  en  Bjælke,   der 
pændt  i  den  ene  Ende,  simpelt  understøttet  i  den  anden  og  belastet 
Enkeltkraft  P  i  Afstanden  a  fra  Indspændingen. 

g.  18.  Find  Momenter,  Transversalkræfter  o.  s.  v.  i  en  Bjælke,  der 
pændt  i  A,  simpelt  understøttet  i  B  og  forlænget  ud  over  B,  naar 
ingen  er  p  pr.  Længdeenhed. 

;.  19.  Samme  Bjælke  og  samme  Belastning  som  i  foregaaende  Op- 
lot  virker  der  tillige  en  Enkeltkraft  P  i  den  frie  Ende. 

;.  20.  Samme  Bjælke  som  i  Opg.  18,  naar  den  er  paavirket  af  en 
i)elastning  med  Belastningsordinat  Nul  i  den  frie  Ende. 

Direkte  Benyttelse  af  den   elastiske   Tovpolygon.     Kon- 

onen  udføres  næsten  ganske  som  for  den  i  begge  Ender 

endte  Bjælke.     Den  er  vist  i  Fig.  84,  PI.  9,  hvor  Beteg- 

le  ere  ganske  de  samme  som  i  Fig.  81.     Her  falder  blot 

n  i  7^2  bort,  hvorfor  de  to  Tovpolygonsider,  der  i  Fig.  81 

sammen  i   T^*  ^  her  maa  falde  i   Forlængelsen  af  hin- 

F 
Naar  man  da  har  afsat  -y-   =    CCi   paa   en   lodret 

F 
i    Afstanden    \  I   fra    T   (i   Figuren   er   CCi   =  2  -r-    og 

1 1)  og  ved   Hjælp  af  Linierne   OC  og   OCi  har  bestemt 
Ti'Tx**y  trækkes  Tovpolygonsiden  B'Ti'%   hvorefter  den 
ste  Side  T/A''  afskærer  A'A*'  =  M«. 

32.  Kontinuerlige  Bjælker.  Herved  forstaas  Bjælker, 
ile  paa  mere  end  to  Understøtninger  og  derfor  ere  statisk 
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ubestemte.  Hvis  der  findes  n  simple  Understøtninger  {vi  for- 
udsætte i  det  følgende  alle  L'ndersløtuingeme  af  den  Art),  \i] 
der  være  n  —  2  ubekendte  Størrelser,  der  kun  kunne  bestem- 
mes ved  at  tage  Hensyn  til  Forniforandringerne ,  altsaa  lige 
saa  mange  ubekendte  som  der  er  M  el  leni  und  erstatninger. 
Tværsnittet  forudsættes  her  konstant. 

Beregningen  af  en  saadan  Bjælke  kan  gennemføres  ana- 
lytisk. Man  opskriver  Momentet  i  det  \ilkaarlige  Punkt  som 
Funktion  af  Belastningen,  de  ubekendte  Beaktioner  og  Abscissen 
og  finder  derved  Differentialligningen  for  den  neutrale  Linie. 
Denne  kommer  til  at  bestaa  af  forskellige  Kurvestv'kker  i  de 
forskellige  Fag,  —  hns  Belastningen  besfaar  af  Enkeltkræfter, 
faas  jo  endogsaa  en  ny  Kur\e  for  hver  Enkeltkraft,  man  pas- 
serer — .  Integra  ti  o  ns  konstanterne  kunne  bestemmes  for  hvert 
Fag  for  sig,  idet  man  ved.  at  \edbojningerne  i  de  to  Under- 
støtnings  punkt  er,  der  begrænse  Faget,  erc  Nul.  Dernæst  benytter 
man  sig  af,  at  det  er  en  sammenhængende  Bjælke,  man  har 
med  at  gøre,  hvoraf  følger,  at  Tangenten  i  et  Mellem-Under- 
s løtn in gs punkt  skal  være  den  samme  Linie,  enten  Punktet 
regnes  med  til  Faget  før  eller  efter,  og  der^"ed  faas  endelig 
el  netop  tilstrækkeligt  Antal  Betingelser  til  Bestemmelse  af  de 
ubekendte  Reaktioner. 

Der  er  i  og  for  sig  ingen  Van skf ligheder  ved  den  skitserede 
Beregning,  den  er  blot  overmaade  vidtløftig.  Man  kan  dog 
ogsaa  komme  lettere  til  Maalet.  og  dette  naas  navnlig  ved  qI 
indføre  ikke  selve  Reaktionerne  som  de  ubekendte,  men  Mo- 
menterne over  Mellemunderstølningerne.  For  det  første  er  del 
klart,  at  der  optræder  Momenter  i  disse  Punkter;  hvis  Mo- 
menterne her  vare  Nul,  vilde  dette  være  ensbetj'dende  med,  al 
Bjælkestykkerne  over  de  forskellige  Aabninger  slet  ikke  ind- 
rirkede  paa  hinanden,  man  vilde  med  andre  Ord  have  en 
Række  af  hinanden  uafhængige  enkelte  Bjælker.  Og  dernæst 
er  Opgaven,  som  man  let  ser,  i  Virkeligheden  løst,  h\is  man 
har  faaet  disse  Momenter  bestemt;  man  kan  da  tænke  sig  den 
kontinuerlige  Bjælke  skaaren  over  ved  alle  Mellem  unde  rstfll- 
ningerne  mod  at  tilføje  Momenterne  her  som  ydre  Kræfter,  og 
man  faar  saaledes  en  Række  enkelte  Bjælker,  der  ere  paavirkede 
dels  af  den  givne  Belastning,  dels  af  bekendte  Kraftpar  ved 
Understøtningerne ,  og  saadanne  Bjælker  ere  tidligere  behand- 
lede (§  29).  ^~ 
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Vi  skulle  nu  vise,  hvorledes  man  kan  bestemme  disse 
[omenter.     Der  indføres  følgende  Betegnelser: 

Understøtningerne  :0  1  2  ...  n  —  1  n  n  +  l 
Momenterne  her:  Mo  Mi  M^  ,  .  ,  Mn-i  Mn  Mn+i 
Faglængderne:  h        h         ...  /„      ^n  +  i. 

Idet  vi  betragte  Mellemunderstøtningen  n,  skulle  vi  her 
►enytte,  at  Tangentvinklen  er  den  samme  til  begge  Sider  (med 
nodsat  Fortegn),  a'n  =  — «n  (Fig.  85,  PL  9).  Den  Vinkel 
c'w,  Tangenten  har  drejet  sig  i  Faget  [n  —  1)  —  n,  er  Summen 
if  de  Drejninger,  der  bevirkes  af  den  givne  Belastning  alene, 
laar  den  tænkes  virkende  paa  en  simpelt  understøttet  Bjælke 
if  Længde  /»,  og  af  Kraftparrene  M^-i  og  Mn  alen,e,  naar  de 
ænkes  virkende  paa  samme  Bjælke.  Idet  vi  (Fig.  85)  betegne 
len  simple  Momentflades  Areal  med  F,  dens  Tyngdepunkts 
afstande  fra  Understøtningerne  med  ^  og  ^'  (alle  Betegnelser 
brsynede  med  Fagets  Mærke),  er  den  Vinkel,  som  den  givne 
belastning  alene  drejer  Tangenten: 

El. In' 

Og  den  Drejning,  som  Kraftparrene  alene  be^^^ke  [(26),  §  29]: 

g|^(M„_x4  2M„). 
Hele  Vinklen  a'„  bliver  altsaa: 

Paa  samme  Maade  findes  Vinklen  an^  som  Tangenten  over 
Understøtningen  n  har  drejet  sig  i  det  (n  +  l)*®  Fag,  at  være: 

•  «»  =  %7ér+w(2M„+M„,.). 

Idet  vi  nu  opskrive  Ligningen  a'n  =  —  «»?  faa  vi  en 
Relation  mellem  de  søgte  Momenter  og  lutter  bekendte  Stør- 
relser. Vi  ville  imidlertid  strax  gøre  Relationen  noget  almin- 
deligere. 

Ligningerne  a*n  =  —  ^n  og  de  analoge  gælde  kun,  idet  vi 
forudsætte  Bjælken    retlinet,    hvis   alle  Understøtningspunkter 
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ligge  i  en  ret  Linie;  «'„  og  a„  betegne  nemlig  de  Vinkler, 
Tangenterne  efter  Drejningen  danne  med  Forbindelseslinl 
mellem  Understøtningspunkterne.  Naar  nu  disse  Forbinde 
linier  ikke  falde  i  hinandens  Forlængelse,  men  danne  V 
lerne  |8„,  jS„+i...  med  den  vandrette  (Fig.  86,  PI.  9),  maa  ] 
aabenbart  skrive: 

«n  -    0„+,~0.  =  -a',„ 

og  naar  man  heri  indfører  de  fundne  Udtryk  Ibr  a„  og  a', 
ordner,  faas:  .^ 


=  6K.-|.  +  (in-,-^^ 


&EI  {&„  +  ,— 


Dette  er  Clapeyrons  Formel*)  i  dens  almindeligste  F( 
Venstre  Side  indeholder  de  ubekendte  Momenter  over  tre 
hinanden  følgende  Understøtninger,  paa  højre  Side  findes 
bekendte  Størrelser,  afhængige  af  Belastningen  og  Under 
ningernes  indbyrdes  Højdeforhold.  Vinklerne  ^  maa  ns 
hgvis  regnes  med  Fortegn;  i  Udviklingen  ovenfor  havt 
regnet  dem  positive  i  den  Retning,  hvori  Viserne  paa  et 
dreje  sig.  Da  det  ,1  Ligning  (30)  kun  kommer  an  paa  D 
rensen  mellem  Vinklerne  ^„  +  1  og  |8„,  kan  man  ligesaa  | 
regne  dem  ud  fra  en  vilkaarlig  anden  Linie  som  fra  den  vi 
rette,  f.  Ex.  fra  Forbindelseslinien  mellem  den  (n  —  1)'^  og 
(n  -f- 1)"  Understøtning  (Fig.  87,  PI.  9).  De  ville  da  altid  have  ri 
sat  Fortegn,  saa  Parenthesen  i  sidste  Led  i  (30)  blivei 
numerisk  Sum;  hvis  n"  Understøtning  ligger  over  Forbinde 
linien  mellem  (n — 1)"  og  {n-[-l)'^,  bliver  Leddet  da  pos 
hvis  den  ligger  underneden,  negativt.  Foravrigl  ere  Vinkl 
saa  smaa,  at  man  nøjagtigt  nok  kan  sætte  (S  =^  tg.  (S  og 
ved  i  (30)  indføre  Understøtningernes  Højdeforskel   (Fig,  8 


*)  Almindeligvis  angives  den  at  være  npsllllet  forst  af  Clapeijron  i 
dog  kun  for  ensformig  Belastning,  Ifølge  liésal:  Ponts  mélall 
11.,  S.  48,  Paria  188!l,  er  Formlen  dog  endnu  tidllgei-e  udviklet^] 
Den  almindelige  Farm  (30)  sitvldes  Brfsse. 


detijU 
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De  to  første  Led  paa  højre  Side  i  (30)  kunne  udvikles 
^dere,  naar  man  kender  Belastningen.  Er  denne  f.  Ex.  ens- 
formig fordelt,  pn  i  Faget  Z„,  Pn  +  i  i  Faget  In^i  o.  s.  v.,  haves: 

P     2      1  n   J^     J      In   7^        ^      1/ 

■*  n   —   "ST  •  1" /'n* »  •  *»   —    T^A'»*'i>      S»*   —    2"  *«> 

hvorved  Formlen  bliver: 

—  Mn-i  .  ln~2Mn(ln+  In  +  l)  —  Mn-^l  .h+i 
=    iPn/n+i/>u  +  iZ^4-l  +  6£:/(/8„4.i— /8„).  (30  a), 

Bestaar  Belastningen  af  en  Enkeltkraft  i  hvert  Fag,  P„  i 
Faget  In  o.  s.  v.,  vil  den  simple  Momentflade  være  en  Trekant 

(Pig.  88,  PI.  9)  med  Højde  P„  .  ^^,    altsaa 

og  6Fn^   =   Pn.an.bJ^^^. 

Virker  der  i  hvert  Fag  flere  Enkeltkræfter,  vil  hver  af 
dem  levere  et  Bidrag  som  ovenstaaende  til  højre  Side  i  Lig- 
ningen;   man  faar  da: 

;  — Mn-i.Z„  — 2M„(Z„  +  Zn  +  i)  — Mn  +  l  -Z^  +  i 

r 

==  -j-  SPnCLffin  [In  +  «„)   +  -z 2Pn  +  i  O^  +  i  &„  + 1  (Z^  + 1  +  fe^  +  l) 

'n  *n  + 1 

+  6£/(/8„  +  ,-/8„).  (30  b). 

Ved  Hjælp  af  denne  Formel  kunne  for  en  vilkaarlig  given 
Belastning  alle  Momenter  over  Understøtningerne  beregnes. 
Der  kan  nemlig  efter  den  opskrives  en  Ligning  for  hver 
Mellemunderstøtning,  og  idet  vi  antage  Momentet  over  første 
og  sidste  Understøtning  lig  Nul  (simple  Understøtninger),  haves 
netop  det  nødvendige  og  tilstrækkelige  Antal  Ligninger.  Løs- 
ningen af  Ligningerne  kan  være  et  noget  besværligt  Arbejde, 
hvis  der  er  mange  Understøtninger;  der  er  angivet  forskellige 
Methoder*)  til  at  lette  Beregningen,  men  da  kontinuerlige 
Bjælker   i    det  hele  nu  spille  en  mindre  Rolle  end  tidligere, 


*)  Se  f.  Ex.  Flamant:    Résistance  des  matériaux,  Paris,  1886. 
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skulle  vi  ikke  komnie  nærmere  ind  herpaa,  især  da  vi  Ddeu- 1 
for  skulle  vise  et  Par  grafiske  Løsninger  af  Pi'oblemet. 

Naar  Momenterne  over  Understøtningerne  ere  beregnede,  | 
kan  man  linde  Momenterne  i  alle  andre  Punkter,  Transversal-  1 
krsefter.  Reaktioner  o.  s.  v.  ved  §  29.  For  F^et  /„  er  saa-  I 
ledes  Momentet  i  et  Punkt  i  Afstandene  x  og  a:'  =  /„ — rfra  | 
(n  —  1)"  og  n"  Understøtning: 


M^ 


-  M,  ■ 


-JW,._ 


+  M„ 


ligeledes  er  Transversalkraften  i  samme  Punkt: 


for  ensformig  Belastning,  p„  pr.  Længdeenhed,  er  (§  28}:j 

M„  =  ^  p„  {l„x  ~  x"),    Q.  =  p„  (x  -  i  /„). 

For  den  simpelt  understøttede  Bjælke  ?„,  paavirket  ajf  den 
givne  Belastning  og  af  Kraftparrene  Af„_i  og  M„,  ere  Reak- 
tionerne A„-j  og  A„  (§  29): 


<-+- 


In 


,  A,.  =  A„, 


In 


Og  idet  den  kontinuerlige  Bjælkes  Tryk  paa  den  n'*  Under- 
støtning hidrører  fra  baade  n"  og  (n  +  1)"  Fag,  findes  Reak- 
tionen her  ved  ligefrem  at  addere  to  saadanne  Udtrj-k;  for 
første  og  sidste  Understøtning  bruges  kun  et  af  Udtrykkene.— 
Ogsaa  Nedbøj ningerne  kunne  Tmdes  ved  at  opløse  Bjælken  i 
en  Række  simpelt  understøttede  og  behandle  Belastningens  og 
Kraftparrenes  Virkning  hver  for  sig.  Man  kan  naturligvis  og- 
saa tegne  en  Tovpolygon  til  Momentfladen  som  Belastning  -^ 
idet  man  erindrer  at  tage  Hensyn  til  Momenternes  Fortegn  — 
og  indlægge  Slutlinien  derved,  at  Nedbøjningerne  i  Understøt- 
ningspunkterne  ere  Nul.  Konstruktionen  skal  da  af  sig  selv 
levere  den  samme  indbyrdes  Højdeforskel  mellem  Understat- 
ningerne,  som  man  er  gaaet  ud  fra  vtd  Beregningen  af  Mo- 
menterne; hvis  man  har  forudsat  disse  Punkter  liggende  i  en 
ret  Linie,  skal  Slutlinien  blive  én  ret  Linie. 

Exempel  I.     Bjælken  har  tre   Underslølninger,  A^,  AiOgAi, 
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er  foreløbig  antages  at  ligge  i  en  ret  Linie.     Belastningen  er 
1  i  første  Fag,  pn  i  2^®*.  —  Clapeyrons  Formel  giver : 

—  MoZi  —  2Mi  (h  +  h)  —  M,h  =  i  joi/f  +  i  pA 
g  heraf  findes,  idet  Mo  =  Ma  =  0: 

w    _        Pill  +  pdl 
Momentet  i  et  Punkt  i  første  Fag  i  Afstanden  x  fra  Ao  er: 

t 

'ransversalkraften  i  samme  Punkt: 

Reaktionen  Ao  er  lig  Transversalkraften  i  Ao(for  x  =  0),. 
Itsaa : 

r3      ,      _    ,3 


Ao   -   -  2 />i/i  + 8  (/,  +  /,)// 


Reaktionen  Ai   er  Summen   af  det  fra   1ste   og  2det  Fag  hid- 
rørende, hvorved  man  finder: 

A     —         In/         In/        j>i^?  +  />g^2         fi/ij+pa/a 

Hvis  Faglængderne  ere  lige  store,  Zi  =  Za  =  Z,  findes 

^  =  -  iy(7jOi— />2),  Al  =  —  fZ(jOi+/)2). 

Man  ser,  at  det  er  muligt,  at  Ao  bliver  positiv,  hvis  nem- 
'*g  Pi  >  7pi ;  Betydningen  heraf  er,  at  Bjælken  ikke  alene  intet 
Tryk  giver  nedad  paa  Pillen,  men  Pillen  maa  endog  holde 
igen  paa  Bjælken,  hvis  den  ikke  skal  lette  sig  fra;  Understøt- 
ningen maa  være  forsynet  med  en  Forankring. 

Er  endelig  ogsaa  p^  =  p^  =  p,  faas:  Ao  =  — fpZ,  Ai  = 
--  |pZ,  Ml  =  —  ^pP  =  M„,ax.  I  dette  Tilfælde  er  der  fuld- 
stændig Symmetri  om  Mellemunderstøtningen;  Tangenten  til 
den  neutrale  Linie  i  dette  Punkt  holder  sig  derfor  vandret, 
hvert  af  Fagene  forholder  sig  følgelig  som  en  Bjælke,  der 
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f  r  indspændt  i  den  ene  Ende,  fri  i  den  anden ;  Fig.  83,  Pi.  9,  giver 
derfor  en  grafisk  Fremstilling  af  Momenter  og  Transversai- 
kræfler,  der  ogsaa  passer  for  det  ene  Fag  her. 

Vi  ville  nu  undersøge,  hvilken  Indtlydelse  del  tiar,  naof 
MeUemundersløtningen  ligger  et  Stykke  S  over  eller  under  For- 
bindelseslinien mellem  Endeitndersfølningerne :  det  antag 
A  —  /a  =  /  og  pi  =  Pi  =  p.  Idet  vi  regne  Vinklerne  S  ud 
fra  nævnte  Forbindelseslinie,  haves  numerisk  8\  -=  >?a  =tg.å\ 

=  ~Y ,    og  ClapejTons  Ligning  bliver: 


-  iM,l  - 


},pl'±  12fcV.^, 


hvor  øverste  Fortegn  skal  bmges.  naar  Mellemunderstøtiiingei 
ligger  over,  nederste  Fortegn,  naar  den  ligger  under  Forbin- 
delseslinien mellem  de  to  andre.     Heraf  faas: 

«. --(S;'''±3£4) 

Og  ved  videre  Udregning: 

A.--yi±3Ell-,    A, ipl T6£/^  . 

Ved   en  Sænkning  af  Melleraunderstetningen   formindskes 
attsaa  Momentet  og  Reaktionen  her.     Da  Mi  i  det  her  hetrag- 
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8  =  0,013  g , 

5  at  største  Moment  i  saa  Fald  bliver: 

M„ax=  0,0784/)/^ 

Formindskelsen  af  Momentet  andrager  altsaa   ca.  37  ^/o  af 
iximumsværdien  ^plK 

For  at  faa  et  nøjagtigere  Begreb  navnlig  om  Højdefor- 
ellens Indflydelse  ville  vi  tage  et  Talexempel.  Vi  sætte 
=  10"*,  p  =  3600  kg.  pr.  m.  (omtrent  svarende  til  Total- 
lastning for  en  enkeltsporet  Jernbanebro  med  to  Dragere); 
aelken  er  af  Jærn,  for  hvilket  E  =  2000000  kg./cm«.  Med 
tre  Understøtninger  i  samme  Højde  findes: 

=  —  45000  kgm.,  Ao  =  Ag  =  —  13500  kg.,  Ai  =  —  45000  kg. 

Idet  Ml  er  det  største  forekommende  Moment,  skal  Dragerens 
ærsnit  (konstant)  bestemmes  herefter,  og  med  750  kg.  /  cm.* 
m  tilladelig  Fiberpaavirkning  bliver  det  nødvendige  Mod- 
indsmoment 

_  4500000  _  _3 

750 

Dragerens  Højde  antages  at  skulle  være  80°™-;  Inertimo- 
entet  skal  da  være 

/  =  6000.40  =  240000  <"»•*. 

Nu  antage  vi,  at  Mellemunderstøtningen  ligger  5"™    lavere 
id  de  to  andre  Understøtninger;  man  har  da: 

3E/4-  =  3.2000000.  240000. :r?^  =  720000  kgcm. 

fi  =  —  45000  +  7200  =  —  37800  kgm.  (16  ^/o  Formindskelse). 

o  Og  A2  forøges  med  720  kg.,  Ai   formindskes  med  1440  kg. 

Den  gunstigste  Sænkning  vil  efter  Formlen  ovenfor  være: 

A  —  nni^  36 .  1000*        _  ^^ 

~  "'"^"^  •  2000000  .  240000  ""  ''^'  ^     ' 

g  derved   vilde   bevirkes   en  Formindskelse   af  Mi  med    ca. 
7%.    Hvis   Mellemunderstøtningen  hævedes  i  Stedet   for   at 
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sænkes,  vilde  man  faa  en  Forøgelse  af  M,  med  de  sami 
lob,  som  ovenfor  optraadte  som  Formindskelser. 

Det  er  altsaa  temmelig  smaa  Højdeforskelle,  der  iidnp 
disse  ret  bctj'delige  Variationer  i  Momenterne  og  dermed 
Spa'ndjngeme;  en  lille  Fejl  ved  Opstillingen  eller  i  Dragerei 
Form  eller  en  ubetj'delig  Synkning  af  Pillernes  Fundamentet 
eller  lignende  er  tilstrækkelig  til  at  fremkalde  dem.  Man 
derfor  være  varsom  ved  Dinienshnshcslemmelsen  af  konlinuerlf 
Bjælker;  egentlig  barde  man  altid  i  Beregningen  lage  Hens^ 
til   en    mulig    Højdeforskel  af  f.   Ex.  :^  j"  ■>•- .     Da   det  er  Stw- 

reisen  af  Vinklerne  ^  ^  -y,    der   er   det    afgørende,   vil 

dog  se,  at  jo  længere  Bjælkerne  ere,  des  mindre  farlig  blifo 
en  lille  tilfældig  Fejl  ved  Understøtningernes  Hejde.  —  Dm 
her  berorte  uheldige  Egenskab  i  Forbindelse  med  forskellig 
rent  praktiske  Hensyn  har  imidlertid  bevirket,  at  kontinwrlijf 
Bjælker  nu  sjældnere  anvendes  som  Brodragere. 

Exempel  2.  Bjælken  har  i  Understøtninger,  Belastningen 
er  ensformig  fordelt,  p  pr.  Længdeenhed,  og  lige  stor  i  alls 
Fag;  /i  —  /).     Der  er  allsaa  Symmetri  om  Midten. 

Med  Understøtningerne  i  samme  Højde  blive  Clapeyrom 
Ligninger- 
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Reaktionerne  blive: 


Ao  =  As  =  ~^pli  -\-  iP 


t„     li'  +  Ii 


S 


(2h  +  Sh)  h  ' 


h'  +  h 


Al  =  Ai  ^  —}^pli  —  ipli  —  ip     "     '    ^ 


8 


(2Zi  +  3h)  h  ' 
For  h  «  Z^  findes: 

Mx  =  Ma j\pl\     Ao  =  As  «  —  T^^joZ, 

Al  =  Aa  =  —Hp^' 

Exempel  3.  Bjælken  har  3  Understøtninger  ligesom  i  Ex.  1, 
n  Belastningen  er  p  pr.  Længdeenhed  i  første  Fag,  Nul  i 
*t  Fag.  Af  den  i  Ex.  1  fundne  Værdi  af  Mi  faar  man  ved 
sætte  pi  =  p,  pz  =  0: 


M.  =  -        P^^ 


3 


8(Zi  +  Z.)- 

Momentet  i  et  Punkt  i  2det  Fag  er: 

joZi«        X' 


M^ 


S{h  +  h)'  Z,  ' 


)mentfladen  i  2det  Fag  er  en  Trekant.  Transversalkraften 
Idet  Fag  er  konstant,  lig  Reaktionen  A2  med  modsat  Fortegn. 

Skønt  vi  ikke  her  beskæftige  os  med  »bevægelig«  Belastning, 
al  det  dog  lige  bemærkes,  at  man  for  kontinuerlige  Dragere 
dertiden  nøjes,  og  navnlig  tidligere  har  gjort  det,  med  at 
nke  sig  den  bevægelige  Belastning  dækkende  et  helt  Fag  ad 
ingen.     Med  en  hvilende  Belastning  g  pr.  Længdeenhed  og 

bevægelig  Belastning  p  pr.  Længdeenhed  undersøgte  man 
.  Virkningen  af  følgende  Belastninger  (for  en  Drager  med  3 
iderstøtninger) : 

3  i  1ste  Fag,        g        i  2det  Fag, 

P  +  9  —  9  — 

9  —  P  +  9         — 

P  +  9  —  P  +  9         — 

5  bestemte  Dragerens  Dimensioner  efter  de  største  Paavirk- 
nger,  der  bevirkedes  af  nogen  af  disse  Kombinationer.  Me- 
oden  er  ikke  korrekt,  men  vi  skulle  ikke  komme  nærmere 
d    paa    Spørgsmaalet   her.    —   Vil    man    udføre    Momentbe- 

A.  Oit«nfeld:   Teknisk  Elasticitetslære.  9 
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stemmelsen  ved  Beregning,  faar  man  de  simpleste  Formler 
at  behandle  den  hvilende  Belastning  for  sig  og  den  bevajgeBj 
for  sig  og  addere;  den  bevægelige  Belastning  behandles  dt 
bl.  a.  ved  Hjælp  af  dette  Exempel. 

Claxlon  Fidlers  Konstruktion.*)  En  gratisk  Fremstilling 
Momenterne  i  de  forskellige  Punkter  faar  man  (Pig.  89,  PL 
ved  at  tegne  de  simple  Momentkurver,  afsætte 


itfn-l 


'  A„-> 


M„  - 


A„a„.. 


og  indlægge  Slutlinierne  a„^,  a„.  a„  a„+i . , . . ;  Momenleme 
maales  da  (ifølge  §  29)  som  Ordinater  til  de  simple  Moment- 
kurver  fra  disse  Slutlinier.  Hvis  man  kan  faa  Slutlinie-Polj- 
gonen  o,,,  i  n„  n„+, . . .  bestemt  paa  en  eller  anden  Maade,  tf 
dermed  Problemet  lost;  ovenfor  er  dette  udført  ved  at  heresu 
Ordinaterne  j4,j-i«„_],  A„  (Ih  . . . ,  her  skal  nu  vises  en  grafisk 
Konstruktion,  hvorved  det  samme  opnaas. 

Vi  gaa  ud  fra  den  samme  Betingelse  som  ovenfor,  al 
nemlig  Tangenten  til  den  neutrale  Linie  over  en  Mellem- 
understøtning  skal  være  den  samme  til  begge  Sider.  IM 
Understøtningerne  foreløbig  antages  beliggende  i  en  ret  Linie,  hat 


Betingelsen:    a„  ^ 
a'n  indføres: 

f  A  ,    i. 

EI.I. 


og    naar   Værdierne  af  c,  r* 
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to  af  disse  Vertikaler,  der  ligge  nærmest  ved  Understøt- 
igen  An,  ere  i  Figuren  betegnede  ved  T  og  T*.  Hvis  Slut- 
ien  On-i  an  tin+i  kendes,  ser  man,  at 

TR  =  r,  TR  =  r\ 

naar  man  afsætter  s  =  TS,  s'  =  TS\  siger  Ligningen 
enfor,  at  Stykkerne  SR  og  S'R'  skulle  forholde  sig  omvendt 
n  de  tilsvarende  Faglængder.  Det  negative  Fortegn  i  Lig- 
igen  betyder,  at  hvis  Slutlinien  passerer  ovenover  Punktet 

skal  den  gaa  neden  under  S'. «  Stykkerne  5  og  s*  afhænge 
jne  af  Belastningen  og  Faglængderne,  Punkterne  S  og  S', 
m  Cl.  Fidler  kalder  de  karakteristiske  Punkter,  kunne  altsaa 
ax  afsættes. 

Hvis  man  nu  kender  Slutlinien  a«-!  a^,  kan  man  ved 
ælp  af  de  til  den  n*®  Understøtning  svarende  karakteristiske 
Lnkter  S  og  S'  tegne  Slutlinien  a„a„+i  i  det  følgende  Fag, 
it  man  af  det  bekendte  Stykke  SR  udleder  Længden  af 
^kket  S'/?'.  Hertil  kan  følgende  simple  Konstruktion  an- 
ndes: man  trækker  Linien  SS%  der  skærer  Vertikalen  i  n*® 
iderstøtningspunkt  i  Punktet  Oi;  naar  man  da  afsætter  SOi 

S' O,  skulle  Punkterne  /?,  O  og  R'  ligge  i  en  ret  Linie;  thi 
»aa  Fald  har  man: 

SR  _  sq^  ^  s^      H^^in±i 

S'R  S'O  SOi     ^      ^In  In    ' 

Hvis  In  =  Zn+ij  falde  O  og  Oi  sammen  i  Vertikalen 
nnem  Understøtningspunktet. 

Til  hver  Mellemunderstøtning  svarer  der  to  karakteristiske 
inkter  som  S  og  S',  beliggende  paa  de  nærmeste  Trediedels- 
rtikaler,  og  naar  man  har  afsat  alle  disse  Punkter,  er  man 
benbart  i  Stand  til  efterhaanden  at  konstruere  hele  Slutlinie- 
)lygonen,  hvis  man  blot  kender  en  af  dens  Sider.  Det  gør 
an  nu  ikke,  men  idet  Momenterne  over  første  og  sidste  Un- 
trstøtning  i  Almindelighed  ere  Nul,  kender  man  et  Punkt  i 
rste  og  sidste  Side  af  Slutlinie-Polygonen  og  er  derved  ogsaa 
Stand  til  at  tegne  den.  Der  kan  meget  godt  angives  en 
rekte  geometrisk  Konstruktion  (vi  skulle  se  en  saadan  neden- 
r),  men  man  hjælper  sig  som  oftest  lige  saa  let  alene  ved 
orsøg:  man  tegner  Slutlinien  i  første  Fag  efter  et  Skøn  og 
instruerer  derefter  alle  de  følgende;  hvis  Slutlinien  i  sidste 

9* 
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Fag  da  ikke  gaar  gennem  det  givne  Punkt,  maa  ma 
paa  første  Side  og  derefler  paa  de  følgende ;  ved  et  Par  Fl)^ 
søg  vil  man  i  Almindelighed  opnaa  tilstrækkelig  Nøjagtighed 
I  Fig.  90,  PI,  9,  er  en  saadaii  Konstruktion  vist  for  en  Bjitlkt 
med  tre  ulige  lange  Fag  og  med  ensformig  Belastnin" 
tre  Fag.  Den  rigtige  Slutlinie-Polygon  er  fuldt  optrukka 
Forsøgs- Polygonerne  ere  stiplede ;  Hjælpelinierne  gennem 
og  Oa  for  Forsøgspolygonerne  ere  slettede  ud  igen.  Manflnik 
snart  den  omtrentlige  Beliggenhed  af  Slutlinien  i  1ste  Faj, 
idet  en  lille  Forandring  af  den  har  stor  Indflydelse  btnat 
sidste  Fag,  og  dernæst  begj'nder  man  fra  den  anden  Ende. 
Ordinaten  til  det  karakteristiske  Punkt  R  er: 

i«, 

F„  er  af  Dimensionen  kg.  cm.',  s  er  altsna  et  Moment,  ik 
skal  afsættes  efter  samme  Maalestok,  som  er  benyttet  for  din 
simple  Momentflade,  s  betyder  forøvrigt  Højden  i  et  Rekt- 
angel med  Grundlinie  /„,  der  har  samme  Moment  med  Hensyn 
til  den  (n^l)"  Understøtning  som  den  simple  Momentflade. 
Man  maa  lægge  Mærke  til,  at  for  at  finde  de  to  til  n'"  Under- 
støtning svarende  karakteristiske  Punkter  skal  man  tage  Mo- 
mentet af  den  simple  Momentflade  med  Hensyn  til  da 
[n —  1)"  og  den  (;i  +  1)"  Understøtning. 

Hvis  Belastningen  er  ensformig  fordelt,  finder  man  del 
karakteristiske  Punkt  S,  (Fig.  90)  ved  blot  at  trække  Linien 
Ql  fra  Parablens  Toppunkt  Q.  Hvis  Længden  O  —  1  kaldes 
/)  og  Belastningen  pr.  Længdeenhed  i  Faget  p,  er  nemlig: 


F.  -  t'jP'I  J. 


I  II, 


If- 


,plt 


PQ. 


Naar  Belastningen  bestaar  af  Enkeltkræfter,  beregner  mim 
lettest  Ordinaterne  til  de  karakteristiske  Punkter  ved  at  betragW 
den  til  hver  Kraft  svarende  Monienttrekant  og  tage  Momentet 
af  dens  Areal. 

Vi   ville   nu   undersøge,    hvilken    Indflydelse  en    fon 
Højde  af  Understøtningspankterne  har  paa  Konstruktionen.  Man 
skal  da  benytte  Ligningen  a„-|-^„a.i  —  (S,,  =  — «'„  eller: 

a„  —  &.  =  —{a\  +  B^^,). 
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Naar  man  heri  indfører  Værdierne    af  o^  og   a'„  og  de 
jume  afkortende  Betegnelser  som  tidligere,  faar  man: 

In\s  —  r—-i-  I3nj    =   —  Zn  +  i|^S'  —  /•'  +  -^ Pn  +  lj  , 


ler: 

Herefter  vil  en  forskellig  Højde  ikke  have  anden  Ind- 
ydelse  paa  Konstruktionen,  end  at  der  skal  indføres  en 
orrektion  ved  Bestemmelsen  af  de  karakteristiske  Punkter; 
e  skulle  nu  ligge  et  Stykke  højere  eller  lavere,  end  hvis  Under- 
øtningerne  laa  i  en  ret  Linie,  men  deres  Anvendelse  i  Kon- 
Tuktionen  er  ganske  den  samme  som  før.  Naar  Vinklerne 
a  og  /8n  +  i  regnes  ud  fra  Forbindelseslinien  mellem  den 
i  —  1)*®  og  den  (n -f- ly®  Understøtning,  ville  de  som  ovenfor 
^ig.  87)  bemærket  altid  have  modsat  Fortegn;  de  to  karak- 
Jristiske  Punkter,  der  høre  til  samme  Understøtning,  skulle 
erfor  altid  flyttes  samme  Vej,  og  idet  /8n  +  i  er  positiv,  ffn 
legativ  i  Fig.  87,  skulle  de  begge  flyttes  opad,  hvis  n*®  Under- 
tøtning  ligger  over  Forbindelseslinien  mellem  (n  —  ://«  og 
n-\-l/^,  begge  nedad,  hvis  n'^  Understøtning  ligger  under 
lenne  Linie,     For  Flytningens  Størrelse  haves  Udtrykket 

2EI  ^  2EI   ^    , 

Pn    =    —3-  .  On   kg.    cm. 


In     ""  / 


4 
n 


ag  de  analoge;    Betydningen  af  8n  ses  i  Fig.  87. 

Exempel  I  Fig.  90,  PI.  9,  er  h  =  8'°-,  U  =  12™  ,  h  =  6"-; 
Pi  =  2*"  pr.  m..  Pi  ==  ps  =  1,5*^  pr.  m.  De  simple  Moment- 
Bader  ere  Parabler  med  Toppunktsordinater:  16**"^-,  27*^", 
6,75*« '"•.     Momentmaalestokken  er:     1™°*-  =  iton.m. 

Naar  alle  Understøtninger  ligge  i  samme  Højde,  finder 
ttian  et  største  Moment  paa  ca.  18 **•"•;  med  600  kg. /cm.'*  som 
tilladelig  Fiberpaavirkning  (Jærn)  skal  Modstandsmomentet 
være  W  =  3000 ^"»^  og  naar  Bjælkens  Højde  er  0,84" ,  bliver 
'  *  126000 *^"»*.     £  er  =  2000000  kg./cm.«.     Hvis  nu  Under- 


støtningeii   1   ligger  5""  ■"■  under  den  vandrette  Linie 
2  og  3,  skal  Si  sænkes: 

gennem 

2EI              2  .  2000000  .  126000  .  0,5 

^3,94- 

.0                                             gjj^j                                         O-M/UU  Kg.CUl. 

S'i  skal  sænkes:      3.94.  **'    =  1,75"  ". 

Pnnktet  2  ligger  5 .  ^\  =  §■"  "   over  Linien  1— 

3:  Si  s 

derfor    løftes  ^  .  1,75  "■"    og  S;   skal  løftes   ^  .  1,75 

■?■>■ 

I 


De  nye  karakteristiske  Punkter  ere   ikke   indtegnede  i  Fig.  90 
for  ikke  at  gøre  Konstruktionen  utydelig. 

Vi  skulle  nu  angive  en  direkte  Konstniktion  *)  af  Slutlinie 
Polygonen  On_,o„On  +  i  ■■■  (Fig.  91,  PI.  9).  Denne  Figur  er 
den  samme  som  Fig.  89,  idet  der  blot  er  udeladt,  hvad  vi 
ikke  have  Brug  for  her;  vi  vide  altsaa,  at  Forbindelseslinien 
RU'  gaar  gennem  et  fast  Punkt  O  i  Vertikalen  OnO,  der  er 
bestemt  ved:  O^T'  =  ^„7"  —  J /„  laltsaa  A„0:  =  ^  (/„4-1  — '.]] 
Hvis  man  nu  kender  et  Punkt  /  i  Slutlinien  a„-,a„,  kan  man 
deraf  udlede  et  Punkt  /'  i  Slutlinien  for  det  følgende  Fag. 
Om  A  Ra„R'  ved  man  nemlig  følgende:  de  tre  Vinkelspidser 
skulle  ligge  paa  de  tre  lodrette  Linier  gennem  T.  T  og  A„,  og 
de  to  af  Siderne  skulle  gaa  gennem  faste  Punkter  (ft/f  gennem 
O.  flo,,  gennem  /);  den  tredie  Side  a„R'  niaa  derfor  ogsaa  ga8 
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dser  gennemløbe  rette  Linier,  og  saa  maa  ogsaa  den  tredie 
ikelspids  /'  gennemløbe  en  ret  Linie  gennem  Skærings- 
nktet  for  //o  og  A„a„.  Hvis  man  vil  nøjes  med  at  finde  et 
nkt  af  Vertikalen  gennem  /',  kan  man  altsaa  gaa  ud  fra  et 
kaarligt  Punkt  i  Vertikalen  gennem  /,  f.  Ex.  fra  et  Punkt  i 
Time  Højde  som  O ;  men  saa  kan  man  lige  saa  godt  parallel- 
•skyde  hele  Konstruktionen  ned  til  JoOo . . .). 

Ved  Hjælp  heraf  kan  Slutlinie-Polygonen  let  konstrueres. 
\n  kender  nemlig  et  Punkt  af  Slutlinien  i  første  Fag  (Momentet 
er  første  Understøtning  Afo  =  0) ;  deraf  udledes  et  Punkt  /  af 
atlinien  i  2det  Fag,  deraf  /'i  3die  Fag  o.  s.  v.,  indtil  man 
ar  til  sidste  Fag,  hvor  man  desuden  kender  et  andet  Punkt 
omentet  over  sidste  Understøtning  =  0),  saa  Slutlinien  her 
n  tegnes.  En  Kontrol  paa  Tegningens  Nøjagtighed  faas  ved 
a  samme  Maade  at  konstruere  endnu  en  Række  Punkter  K 
Slutlinie-Polygonen  ved  at  begynde  med  sidste  Fag.  I  Fig.  90, 
.  9,  er  Konstruktionen  udført  med  Punktet  O  som  Udgangs- 
nkt  (Mo  =  0).  Konstruktionen  af  Punkterne  Jo  og  /'o  er  vist, 
rimod  ere  Linierne  oOJ  og  /Og/'  slettede  ud  igen.  Punkterne 
(svarende  til  Punkterne  /,  men  konstruerede  med  3  som 
Igangspunkt)  ere  ikke  fundne  for  ikke  at  gøre  Figuren 
ydelig. 

Opg.  21.  En  kontinuerlig  Bjælke  med  n  Fag  og  ensformig  Belastning  p 
forlænget  Stykkerne  a  og  2^  ud  over  første  og  sidste  Understøtning;  kon- 
uer  Momenterne. 

Direkte  Anvendelse  af  den  elastiske  Tovpolygon.  *)  Denne 
ethode,  der  kun  er  en  videre  Udvikling  af,  hvad  vi  tidligere 
ive  set  for  indspændte  Bjælker,  staar  i  Simpelhed  tilbage  for 
5n  nys  meddelte,  men  medtages  for  Fuldstændigheds  Skyld, 
onstruktionen  ses  i  Fig.  92,  PI.  10.  Den  elastiske  Tovpolygon 
'  den  stærkt  optrukne  Polygon  Ao' . . .  A^,  De  Kræfter,  for 
vilke  den  skal  tegnes,  ere  for  det  midterste  Fag:  den  simple 
omentflades  Areal  Fg,  virkende  nedad  i  Tyngdepunktet  T«, 
?  Arealerne  ^Mih  og  ^Mih  af  de  to  Trekanter,  der  tilsammen 
anne  det  af  Afi  og  M^  bestemte  Trapez,  virkende  i  Trediedels- 
srtikalerne  V^  og  U^y,  for  Endefagene  falde  Kræfterne  i  Vi  og 
3  bort,  da  Mo  =  o,  M3  =  o.  —  For  den  indspændte  Bjælke 
Bgyndte  vi  med  at  tegne  Krydslinierne  (Kraftpolygonen),  idet 

•)  Se  Noten  til  §  31,  1  c. 


vi  afsatte  CCi   =   -.-    (Fig.  81)   i   Afstanden    J  /  fra  Vertikal!ii| 

gennem    7";     da   vi    her  have  forskellige   Faglængi 
hellere  indføre  en    for  alle  Fag  fælles  Længde  X  og  altsaatf 

sætte   CiCi'   =      '  ,    CiC  =    i    ■  ■  ■  ^   Afstanden   J^  fraVa 

tikalei-ne  gennem  Ti  og  Ti  .  .  .  (nederst  i  Fig,),  Naar  to 
elastiske  Tovpolygon  er  tegnet,  kan  man  saa  bestemme  Sty- 
relsen af  de  i  Trediedels vertikalerne  virkende  Kræfter  og  il^ 
med   Understøtningsmomenterne.      Da   vi   have   divideret  ml 

I 

hed  O'i  af  Polen  er  bestemt  (den  behøver  i  Virkeligheden  ilib  " 
at  bestemmes),  finder  man  af  ^VtAi'At"  =«  ^  Oa'DCj: 


AM,-^  ^U 


CD 

■  u  ■ 


.,.(!)■ 


og  paa  samm 
A^'Ai," 


M..(A)', 


j4,'A," 


".(!)•< 


Hvis  man  har  faael  Tovpolygonen  tegnet,  kender  i 
altsaa  Understøtningsmomenterne.  Størrelsen  k  vælges  li( 
af  Faglængderne;  hvis  der  kun  er  tre  Fag  som  i  Fig.  91! 
vælges  naturlig\is  X  =  /i,  da  man  saa  direkte  har:  il/,  =  Ai'AA 
Ml  =   Aa'A,". 

Vi  skulle  nu  se  at  linde  bestemmende  Størrelser  no^ 
for  Tovpolygonen.  For  det  første  skal  den  gaa  genneP* 
Unders tøtningspunkterne  A,,',  ^1,',  A*'  .  .  . ,  og  dernæst  skfll 
Ui'Ai'Vs',  t/j'Ai'Va'  .  .  .  være  rette  Linier  uden  Knæk,  idet  de 
nemlig  angive  Stillingen  af  Tangenterne  i  UnderstetningS- 
punkteme.  Endvidere  skulle  de  to  midterste  Tovpolygonsidef 
i  hvert  Fag  paa  en  hvilken  som  helst  lodret  Linie  afskær« 
lige  saa  store  Stj'kker,  som  Krydslinierne  i  Faget  afskære  paø 
samme  lodrette  Linie;  de  »midterste"  Sider  vil  her  sige  Siderne 
før  og  efter  Kræfterne  F  {virkende  i  7',,  Ti...),  hvilket  man 
raaa  lægge  Mærke  til  for  Endefagenes  Skyld.  Man  har  altsaa 
f.  Ex.  Ao'Bj  =  a,  IJ,'  =  6  o.  s.  v.  Endelig  skære  Siderne 
Ti'Ui'  og  Vi'Tt'  hinanden  i  et  Punkt  P,;  dette  maa  ligge  i 
Retningslinien  for  Resultanten  af  Kræfterne  i  U^  og  Vs,  og  (la 
disse   Kræfter  ere   ^  MJ,   og  ^^MiU,   og  idet  U,Vt  ^  3  {/i  +  M- 
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ligge  i  Afstanden  ^  h  fra  Vertikalen  gennem  Ui,  Pi's 
hed  er  uafhængig  af  Belastningen,  saa  Vertikalen  gen- 
kan  strax  tegnes;  ligeledes  ved  man,  at  Siderne  T^'Un* 
i  skulle  skære  hinanden  i  en  lodret  Linie,  der  har 
m  ^  U  fra  F3.  (Disse  Vertikaler  ere  de  samme  som 
ig.  91,  PL  9). 

ved  man  følgende  om  Trekant  UiPiV^*:  Vinkel- 
e  skulle  ligge  paa  tre  givne  Vertikaler  og  Siden  UiPi 
L  gennem  det  faste  Punkt  Bo,  Siden  U1V2  gennem  A\% 
Vi*  maa  da  gaa  gennem  et  fast  Punkt  /i  i  Linien  BqAi. 

Il  kan  findes  ved  ganske  den  samme  Konstruktion, 
Ig.  91  tjente  til  at  udlede  Punktet  /'  af  /;  man  ser, 
kålen  gennem  /i  her  er  den  samme  som  /'/©'  i  Fig.  91. 
ime  Maade  udledes  Punktet  h  i  Siden  V^Ts  af  Punktet 
en  TiHJz  ,  efterat  man  først  har  fundet  Ii  ved  at  af- 
W  =  hj  o.  s.  fr.  Nu  kender  man  to  Punkter,  B^  og  h 
Vs'Ts'  og  kan  da  tegne  den  og  dermed  hele  Tovpoly- 
men forøvrigt  kan  man  finde  nogle  Punkter  K,  der 
dig  svare  til  Punkterne  /,  ved  at  gaa  ud  fra  Bs  (af  Bz 
K2  i  Siden  T^Ut,  af  Kz  udledes  Ki  o.  s.  v.),  og  i  saa 
ader  man  to  Punkter  i  hver  af  de  midterste  Sider  i  et 

Konstruktionen  af  Punkterne  I  og  K  udføres  bedst 
i  i  Fig.  92  i  en  særlig  Tegning  nedenunder  Tovpoly- 
t  konstruere  Vertikalerne  gennem  Punkterne  /  og  K, 
e  man  har  med  den  samme  Bjælke  at  gøre,  forandres 
!rtikaler  ikke  (lige  saa  lidt  som  Vertikalerne  gennem 
.  .  og  Trediedelsvertikalerne) ,  selv  om  Belastningen 
:  kun  Krydslinierne  blive  ikke  de  samme.  Hvis  der 
elastning  findes  i  et  Fag,  danne  Krydslinierne  i  Faget 
Nul  med  hinanden. 

s  Understøtningspunkterne  ikke  ligge  i  en  ret  Linie, 
istruktionen  lige  fuldt  anvendes;  kun  maa  man  saa 
Punkterne  Ao%  Aiy  Aa'  .  .  .  i  den  rigtige  indbyrdes  Be- 
d  (Højde).  For  at  kunne  gøre  det  maa  man  erindre, 
elastiske  Tovpolygons  Ordinater  ere  forstørrede  i  For- 
2  (skulle  maales  paa  Længdemaalestokken  og  multi- 
med  /?,  hvor  n  ifølge  Formel  (23),  S.  91,  findes  af: 

h  ,  a  ,  hl' 


«». 
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h  er  Poldistancen  for  de  simple  Momentkurver,  h,  M 
distancen  for  den  elastiske  Tovpolygon,  a  Grundlinien  i  det 
Rektangel,  hvis  Højde  er  brugt  som  Kraftstøirelse  ved  Tegnini 
af  den  elastiske  Tovpolygon.     Her  have  vi  brugt  Poldistanca 

f 
/i,  o—  J  A.,  og  idet  vi  som  Krat) størrelse  have  afsat  ^ ,    mu 

a  —   A.,  altsaa  abi   — ■   J  ^'.     h  skal   maales   paa  Kraftmaale- 
stokken. 

Indflydelsen  af  en  forskellig  Højde  af  Understøtningerne 
kan  undersøges  for  sig  og  bagefter  adderes  til  Belastningecs 
Virkning;  den  elastiske  Tovpolygon,  man  faar,  naar  der  slet 
ingen  Belastning  virker,  bliver  meget  simpel  at  konstruere,  idel 
alle  Kræfterne  F  forsvinde  og  Krydsliniernes  Vinkel  bliver  NuL 

§  33.  TværsnitSformer.  Vi  have  tidligere  |§  21, 
Formel  {18)  og  (18  a))  set,  at  en  Bjælkes  Bæreevne  afhænger 
af  Tværsnittets  Modstandsmoment.  Om  en  Tværsnitsform  er 
økonomisk  eller  ikke,  afhænger  derfor  af  Modstandsmomentets 
Størrelse  (W)  i  Forhold  til  'l'værsnitsarealet.  Vi  ville  under- 
søge nogle  af  de  hyppigst  forekommende  Tværsnit  i  saa  Hen- 
seende; foreløbig  antages  det,  at  den  tilladelige  Fiberpaavirii- 
ning  er  den  samme  for  Træk  og  Trj'k,  saa  at  Bæreevnen  be- 
stemmes ved  (18  a):     Af  =  r.  W. 

Et  Rektangel  med  Siderne  b  og  h  (b  parallel  med  den 
I  har  I  =    ,'.,  bh\  altf 
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jn  sidste  Stilling  er  altsaa  ikke  saa  fordelagtig.  For  øvrigt 
ur  man  i  et  Kvadrat  i  denne  Stilling  et  Exempel  paa,  at 
:Æreeunen  ikke  altid  formindskes  ved  at  borttage  Materiale. 
xas  man  skærer  øverste  og  nederste  Hjørne  bort  (Fig.  93, 
1.  9)  ved  Planer  parallele  med  den  neutrale  Flade,  faas  med 
igurens  Betegnelser  ved  Deling  i  et  Kvadrat  med  Siden 
—  a)h  og  to  Parallelogrammer: 

I  -  j'j{l-aYh'  +  j\.ahV2.[(l-a)hV2]\ 

W=  ^.(l-aY  (l+3a)/i3. 
W  bliver  Maximum  for  a  =   -^ ,    og 

W„„=gJ.-^=    1,0535.     ^' 


243-6/2  '  6V2' 

Hvis  man  kalder  Modstandsmomentet  for  'det  fulde  Kvadrat 
^Vi,  har  man  altsaa: 

Wmn.,  =  1,0535  .  Wi. 

Dette  Forhold  medfører  f.  Ex.,  at  vankantede  Træbjælker 
linder  visse  Forhold  (som  Aase)  kunne  være  fordelagtigere  at 
anvende  end  fuldkantede,  forudsat  at  Materialkvaliteten  i  For- 
told til  Prisen  er  dén  samme. 

Dette  Exempel  er  forøvrigt  aldeles  ikke  noget  enestaaende. 
Culmann  *)  har  nærmere  undersøgt  Betingelsen  for,  at  en  For- 
øgelse af  Tværsnitsarealet  ogsaa  skal  bevirke  en  Forøgelse  af 
Modstandsmomentet,  og  han  angiver  følgende  Tilnærmelses- 
regel:  idet  Afstanden  ud  til  de  yderste  Fibre  kaldes  e,  dens 
Tilvæxt  ^e,  hele  Tværsnitsarealet  F  og  dets  Tilvæxt  ^F,  faar 

'wan,  naar 

Ae  e 

~AF^  ~F 
^^m  Tilvæxt  i  Modstandsmoment ;    hvis  e  voxer  stærkere  end 


•)  Die  graphische  Statik,  2te  Aufl.,  I.  Bd.,  S.  486,  Zurich  1875. 
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efter  dette  Forhold,  faas  en  Aftagen,  og  kun  naar  e  Boxer  taif 
sommere.  en   Tiltagen  af  Modstnndsmomenlet. 

Cirkel,  Cirkelring.    For  en  fuld  Cirkel  er  /  =  J-  Tr'  =  i\icå\ 
altsaa : 

W  =  3I5  7rd'  =  0,U982rf=  ro  ^'^  rf*. 

For  en  Cirkelring   med   udvendig  Diameter  d, ,  indvend^ 
rfi,    er: 

32  dl       ■ 

Sætter    man    for   at    sammenligne    en    hul    og  en  masar 
Cylinder  dj  — rfj  ==  d\    d,  =  n.d,    faas: 


W  n        ^  *■ 

Det  vil  ogsaa  for  et  cirkulært  Tværsnit  vise  sig,  at  Mod- 
standsmomentet  voxer,  naar  man  bortskærer  de  øverste  c^ 
nederste  Fibre  ved  Planer  parallele  med  den  neutrale  Flade 
Maximum  naas*),  naar  de  afskaarne  Segmenters  Hejde  er 
0,022  af  Radius,  og  ved  denne  Bortskæring  forøges  Modslands- 
momentet  med  ca.  0,7  "/o.  At  der  saaledes  i  alt  Fald  ikke 
indtræder  en  Svækkelse  ved  denne  Bortskæring,  kan  have  Be- 
tydning ved  Interimskonstruktioner  af  Rundtømmer. 
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livis  man  nu  skal  forme  et  Tværsnit  saaledes,  at  det  med 
tøvet  Areal  er  saa  økonomisk  som  muligt,  gælder  det  derfor 

1  at  fjerne  Arealelementeine  saa  meget  som  muligt  fra  den 
nttrale  Axe.  Den  praktiske  Udførelse  sætter  dog  temmelig 
lævre  Grænser  for,  hvad  der  kan  opnaas  i  saa  Henseende; 
Iv  om  man  anbringer  største  Delen  af  Tværsnitsarealet  langt 
a  den  neutrale  Axe  (i  to  Partier,  et  paa  hver  Side  af  Axen), 
aa  der  anvendes  noget  Materiale  til  at  danne  Forbindelsen, 
laledes  at  det  virkelig  bliver  ét  sammenbængende  Tværsnit, 
aa  denne  Maade  kommer  man  til  det  idobbell-'Y' formede^ 
ler  A-formedet  Tværsnit  (Fig.  94,  PI.  9).  For  et  saadant  har 
lan,  naar  det  betragtes  som  Differens  mellem  to  Rektangler 
led  Siderne  b,  h  og  &u,  /lo,  at  Inertimomentet  ora  den  i  Figuren 
taikterede  Tyngdepunktsaxe  bliver: 


jl_  (ft/,3  _  b„/,J)^ 


2/ 


Den     lodrette     Midtribbe     kalde) 


g  heraf  findes  W  = 
'.nppen,  de  to  vandrette  Rektangler  Hoved  (foroven)  og  Fod 
bmeden)  eller  under  ét  Flangerne.  Bestemmelsen  af  de 
□kelte  Dimensioner,  saaledes  at  Tværsnittet  faar  det  ønskede 
lodstandsmoment ,  maa  udføres  paa  den  Maade,  at  man 
Eelger  dem  alle  paa  en  nær  og  saa  beregner  denne,  eller  saa- 
des  at  man  vælger  visse  Forhold  mellem  de  enkelte  Dimen- 
oner.  I  Almindelighed  slipper  man  dog  overmaade  let  fra 
;nne  Dimension sbestemmel se;  Prolilet  anvendes  kmi  for  Jæm 
<m  Materiale,  og  nu  til  Dags  saa  godt  som  udelukkende  for 
Qedeligt  Jærn  og  fremstilles  da  ved  Valsning.  Der  fabrikeres 
m  bestemte  Proliler,  og  for  disse  finder  man  alle  ønskelige 
plysninger,  i  Almindelighed  ogsaa  Størrelsen  af  Modstands- 
omentet,  i  Valseværkernes  Profilbøger  (for  tyske  Værker  i 
jrmalprofdbuch  fur  Walzeisen,  hvoraf  Uddrag  i  'Des  Ingenieurs 
tschenhach"  (HCilte)]-,  det  drejer  sig  da  kun  om  at  bestemme, 
ilket  ProfUnummer  man  skal  bruge.  De  valsede  1-Jærn  ere 
feøvrigt  ikke  sammensatte  af  Rektangler,  som  vist  i  Fig.  94; 
Tes  virkebge  Form,  med  Heldning  af  Flangernes  Inderflader 
;  Afrundinger  ved  de  fleste  Hjørner,  ses  i  Fig.  95,  Pi,  10. 
ris  man  i  enkelte  Tilfælde  bliver  nødt  til  selv  at  beregne 
■ofilets  Modstandsmoment,  kan  man  imidlertid  saa  godt  som 
lid  med  tilstrækkelig  Nøjagtighed  regne  med  Formen  i  Fig.  94. 


Man  gør  undertiden  Brug  af  nogle  TilnærmelsesfonnW 
for  Inerti-  og  Modstandsmoment  af  I -formede  TYærsnil  Ma 
kan  skrive  et  symmetrisk  I-Profils  Inertimoment  som: 

/  --=  2./6-f2F.(i7i()'  +  -,',é< 

idet  /,,  betyder  Inertimomentet  af  Hovedet  om  Axen  i 
(Fig.  96,  PI.  10).  F  Arealet  af  Hovedet  eller  Foden  (Jen  to  r, 
Flange).  S  Kioptykkelsen.  Her  vil  første  Led  ofte  være  for- 
svindende i  Sammenligning  med  de  andre;  bortkastes  det,  og 
sættes  å  .  h„  ^  K  ^  Kroppens  Areal,  samt  indføres  i  sidsk 
Led  /ij  i  Stedet  for  /ij,  faar  man : 


/  = 


og  W  =  /.,  (f  4-  J  K).  |3H 

idet  4~j,"  tilnærmelsesvis  er  sat  liR  /j,.     Formel  (31)  faas,  naar 

man  tænker  sig  Arealet  F+  J  K  samlet  i  Hovedets  Tyngdepunkt 
og  et  lige  saa  stort  Areal  i  Fodens  Tyngdepunkt.  Undertidra 
simplificerer  man  endnu  mere,  idet  man  bortkaster  JK  i 
Sammenligning  med  F:  man  faar  da: 

I  ^  ^ilF,  W  =  ht .  F.  (32). 

Naar    man    benytter    den    sidste    Formel    for    Modstands- 
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Ved  Hjælp  af  Formel  (31a)  kan  man  bestemme  den  mest 
^.onomiske  Form  af  et  I-Profil,  *)  naar  man  forudsætter,  at 
roptykkelsen  S  er  proportional  med  Højden  ho,  S  =  n ,  ho, 

rstattes    i   (31a)  ht  med  ho  og  K  med   Sho  =  nhl,    og  sættes 
3le  Arealet  lig  f,  altsaa :    /*  =  2F  -|-  JfiC,  faas : 

voraf: 

dW 


dho 
max.  faas  altsaa  for: 


U-nhl  ^  ^f-Sho. 


g  bliver: 


sho^  K^  i/; 


Wmax.    =    i/Jfto. 


Halvdelen  af  hele  Tværsnitsarealet  skal  altsaa  anbringes  i 
Zroppen,  Halvdelen  i  de  to  Flanger  tilsammen,  en  Regel,  der 
►gsaa  kan  anvendes  for  nittede  Piadej ærnsdragere. 

Formlerne  (31)  og  (32)  anvendes  dog  sjældent  for  simple 
'^alsede  Bjælker,  da  man  som  ovenfor  nævnt  har  de  existerende 
?rofilnumres  Modstandsmomenter  samlede  i  Tabeller.  Deri- 
nod  anvendes  de  ofte  for  nittede  Pladejærnsdragere,  hvis  Tvær- 
mit, som  det  ses  i  Fig.  97,  PL  10,  er  sammensat  af  Plader 
3g  Vinkeljærn,  og  som  man  med  en  vis  Tilnærmelse  kan  be- 
tragte som  I-formede.  Vi  skulle  dog  ikke  her  indlade  os 
ttærmere  paa  disse  Drageres  Beregning. 

Foruden  de  nævnte  Tværsnitsformer  anvender  man  i  spe- 
cielle Tilfælde  mange  andre,  navnlig  valsede  Profiler,  angaaende 
hvis  Form,  gangbare  Dimensioner  o.  s.  v.  vi  indskrænke  os 
til  at  henvise  til  Profilbøgerne. 

For  Materialer,  for  hvilke  den  tilladelige  Paavirkning  til 
Træk  og  Tryk  ikke  er  den  samme,  skal  Tværsnitsformen  for 
at  blive  økonomisk  være  saaledes  afpasset,  at  den  tilladelige 
Paavirkning  naas  samtidigt  i  de  yderste  Fibre  til  begge  Sider. 
Berved  kan  den  gunstigste  Beliggenhed  af  Tyngdepunktet  be- 
stemmes. For  Støbejærn  f.  Ex.,  hvor  den  tilladelige  Trykpaa- 
irkning  kan   regnes   til   ri  =  c.  700  kg. /cm.*,    den  tilladelige 


*)  Zimmermann,  Centralblatt  der  Bauver waltung,  1887,  S.  103. 


Trækpaaviikiiing  (ved  Bøjning)  til  /■;  =  c.  250  k 

m  ^  Fx —  =  f i .  —  , 


altsaa 


-  -  -  -  ^  -  2,8 


Man  kommer  paa  den  Maade  til  saadanne  Tværsnit,  son 
vist  i  Fig.  98,  PI.  10.  Støbcjærnsbjælker  anvendes  dog  mege 
sjældent  nu  til  Dags,  saa  Forholdet  har  ikke  stor  Betydning 
forøvrigt  følger  Stabejærn  ikke  Hooke's  Lov. 

Til  Slut  ville  vi  blot  endnu  anstille  en  SamiuenligDiDi 
mellem  de  forskellige  Tvajrs  nits  form  er  med  Hensyn  til  dere 
Brugbarhed  til  Bjælker.  Et  absolut  Maal  herfor  kan  faas  vet 
Koefficienten  W  -.  F^,  hvor  F  betyder  hele  TværsnitsarBalsI 
Værdien     af    denne    Koeflicient    for    forskellige    Tværsnit  e 


Kvadrat,  den  neutrale  Axe  parallel  med  Kanterne  . , . , .  fl,18i 

Kvadrat,  den  neutrale  Axe  i  Di^onalen 0,llf 

Rektangel,  h  =  ^b 0,1« 

—  ft  =  I  ft 0,»l 

—  h  —  2b 0,28 

—  h  =  3b 1),!» 

Cirkel 0,14 

I-Jæm,  tysk  Normal  Prolil  Nr.  10  0,98 
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24"  I,   100  Ibs.  pr.  Fod 1,244 

»  »      80  —  1,545 

20"  »      75  —  1,253 

»  »      65  —  1,404 

12*^  »      35  —  1,151 

»  »  31,5  —  1,277 

4"  »  10,5  —  0,663 

»  »7,5  —  0,913 

15"  r,     55  —  0,882 

»  »      33  —  1,339 

12*'  »      40  —  0,813 

»  »  20,5  —  1,445 

4"  »  7,25  —  0,740 

»  »  5,25  —  0,985 

For   Pladejærnsdragere,    saaledes  som  de  sædvanlig  kon- 
iieres,    kan    Koefficienten  ved  stor  Højde  af  Drageren  naa 
til  2,0,  men  er  hyppigst  betydelig  lavere. 

Op  g.  22.  En  i  begge  Ender  simpelt  understøttet  Bjælke  af  valset 
3eni  (tysk  Normal- Profil,  se  »Hutte«)  har  Længden  7,0™  (mellem  Under- 
tningeme)  og  skal  bære  2100  kg.  pr.  m.  foruden  sin  egen  Vægt.     Tillade- 

Paavirkning  regnes  til  800  kg./cm^.  Bestem  Profilnummer  og  største 
dbøjning  (E  =  2000000  kg./cm.^). 

§  34.  Dimensionsbestemmelse  ved  Hjælp  af  Ned- 
3]ningerne.  Som  nævnt  allerede  i  §  24  ved  Omtale  af 
imensionsbestemmelsen  er  det  ikke  altid  tilstrækkeligt  at 
irge  for,  at  Spændingen  ikke  overskrider  det  tilladelige;  man 
laa  undertiden  ogsaa  sikre  sig,  at  Nedbøjningen  ikke  bliver 
n  stor.  Efterat  vi  nu  i  det  foregaaende  have  fundet  Ned- 
øjningen  udtrykt  som  Funktion  af  Belastningen,  er  det  let  at 
;,  hvorledes  de  fundne  Formler  kunne  benyttes  til  Dimen- 
onsbestemmelse. 

Exempel  1.  En  i  begge  Ender  simpelt  understøttet  Bjælke 
■valset  I-Jærn  (tysk  Normal-Profil)  har  Længden  8™-  og  skal 
ere  900  kg.  pr.  m.  Bestem  Profilnummeret,  •  naar  Nedbøj- 
ngen  ikke  maa  overskride  ^^^  af  Længden.  I  §  28,  2,  er 
ndet  en  saadan  Bjælkes  største  Nedbøjning: 

^  £^ 

A.  OBtenfeld:  Teknislc  EJastic/tetsIære.  \Q 


Heraf  faar  man  med  K  =  2000000  kg./cm. 
pi*      600  5        9.  800* .  600 


384    E 


600 


384  " 


2000000 


18000™ 


Der  skal  da  anvendes  (se  ■■Hutte«)  Pr.  \r.  36,  som  har 
/  —  19766""',  medens  Nr.  34  kun  har  /  =  I5S27 
man  her  vilde  bestemme  Dimensionen  saaledes,  at  Fiberpas- 
vtrkninj^en  ikke  overskred  800  kg./em.',  vilde  man  faa 

1  /)/^  _  9 .  800' 

'800  ~  's'.mo 


W  -  ^ 


=  900"" 


og  kunde  da  bruge  l'r.  Nr.  34.  for  hvilket  IV  =  931'^"' 

Opgaven  stilles  naturligvis  altid  saaledes,  at  man  skal 
sørge  for,  at  liivrken  Spa>iidingcn  eller  Nedbøjningen  over- 
skrider det  tilladelige,  og  det  skulde  herefler  synes  nødveiiiligl 
altid  at  foretage  Dimensionsbestemmelsen  paa  begge  Maad^. 
Dette  kan  dog  i  Almindelighed  undgaas.  Man  bestenimi?r  M 
Dimensionerne  ved  Ligningen  M  ^  r .  W  og  undersøger  der- 
næst ved  en  t^ii  Gang  for  alle  —  for  en  bestemt  Bclastniii&*- 
maade  —  udledet  Betingelse,  om  Nedhojningen  bliver  for  slnr, 
Naar  man  f.  Ex.  har  med  ensformig  Belastning  at  gare 
ug  —  for  en  i  begge  Ender  simpelt  understotiet  Bjælke 
har  bestemt  Profilet  ^'ed  Ligningen: 
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Huis  n  sættes  lig  600 — 800,  bliver  altsaa  Betingelsen  for,  at 
ved  Ligningen  M  =^  r .  W  bestemt  Profil  af  en  Jærnbjælke 
ke  giver  for  stor  Nedbøjning: 

hil 


Z    ^  20       15* 

Paa  lignende  Maade  gaar  man  frem  ved  andre  Belastnings- 
Iler  Understøtningsmaader. 

Opg.  23.  Find  Betingelsen  for,  at  Nedbøjningén  ikke  overskrider 
1  _  i  af  Bjælkens  Længde,  1)  naar  denne  er  simpelt  understøttet  i 
egge  Ender  og  paavirket  af  en  Enkeltkraft  paa  Midten;  2)  naar  Bjælken  er 
udspændt  i  den  ene  Ende,  fri  i  den  anden,  og  belastet  enten  ensformigt  over 
.ele  Længden  eller  med  en  Enkeltkraft  i  den  frie  Ende.  Bjælkens  Materiale 
r  Jæm ,    r:  E  regnes  til  g  5V  o  * 

Der  kan  ogsaa  under  andre  Former  frembyde  sig  Opgaver, 
ivor  man  maa  benytte  Udtrykkene  for  Nedbøjningeme  til 
Dimensionsbestemmelse,  saaledes  naar  to  Bjælker  af  forskelligt 
Materiale  eller  blot  med  forskelligt  Tværsnit  eller  Længde  skulle 
virke  i  Fællesskab.  Naar  f.  Ex.  to  ikke  ganske  ens  Bjælker 
ligge  saaledes  ved  Siden  af  hinanden  eller  over  hinanden,  at 
ie  maa  hjælpes  ad  med  at  bære  Belastningen,  saa  ved  man 
ikke  paa  Forhaand,  hvor  stor  en  Del  af  denne  der  bæres  af 
hver  Bjælke;  derimod  ved  man  ofte,  at  Bjælkerne  ere  tvungne 
Hl  at  følges  ad,  saa  Nedbøjningeme  i  visse  Punkter  blive  de 
samme,  og  ved  Hjælp  heraf  kan  man  i  mange  Tilfælde  faa 
ie  manglende  Betingelser  til  Spørgsmaalets  Besvarelse. 

Exempel  2.  En  valset  Jærnbjælke,  tysk  Normal -Profil 
I  Nr.  30,  og  to  Træbjælker  af  samme  Højde  og  med  samme 
Længde  4™-  mellem  Understøtningerne  skulle  i  Fællesskab 
bære  en  Belastning  af  6*^  paa  Midten ;  der  spørges  om  Bredden 
rf  Træbjælkerne,  idet  den  tilladelige  Fiberpaavirkning  for  Jærn 
regnes  til  800  kg./cm.^,  for  Træ  til   60  kg./cm.«. 

Bjælkernes  Tværsnit  ses  i  Fig.  99,  PL  10;  Belastningen 
)verføres  ved  et  Tværstykke,  saaledes  at  Nedbøjningén  paa 
Æidten  bliver  den  samme.  Af  hele  Belastningen  P  (=  6*») 
ntages  Pi  at  falde  paa  Jærnbjælken,  P2  paa  de  to  Træbjælker, 
g  idet  Udtrykket  for  Nedbøjningén  ifølge  §  28,  1,  er: 

{/max.     —    43  J5J  ? 

10* 


§31. 

maa  man  have: 


\ 


hvor  Mærket  1  gælder  Jærnbjælken,   Mærket  2  Træbjælkemt. 
End\idere  ere  de  største  Momenter  i  de  to  Bjælker:  \U 

og  {Pil,  og  ved  at  kombinere  Ligningen  M  =  o.  —  meddeii 

ovenfor  faas,  idet  e  er  den  samme  for  begge  Bjælker: 


.  'hh 


Naar  nn  Ei  =  2000000  kg.  cm.«,  E^  =  110000  kg./™', 
ser  man,  at  ffi  og  Oj  aldrig  samtidig  kunne  naa  de  giroe  til- 
ladelige Fiberpaavirkiiinger;  hvis  Oi  ikke  maa  ovenkridt 
800  kg. /cm.',  kan  Oi  kun  naa  op  til  44  kg. /cm.',  eller  raei 
andre  Ord:  naar  Bjælkerne  skulle  bøje  sig  Uge  meget  nei 
og  naar  d  skal  være  lig  800  kg./cm,',  bliver  Oi  Ug  44  kg. /cm' 

Hele  det  bøjende  Moment  er: 

Mi-\-Mt  =-  i.6.4  =  e""-'. 
Heraf  optager  Jærnbjælken,  idet  W,  =  6i»9''"-', 
Af,  =  Ol .  Wi  =  800 .  659  =  527200  kg.  cm.  =  5,272''"  . 
Altsaa  er  A/»  =  0,728'"'»-,  og  idet  Modstandsmomentet  fw 
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ingsvellens  Fiberpaavirkning  først  uaar  den  tilladelige  Grænse,  Oa  sættes  deiv 
lig  60  kg.  /  cm.^,  og  Oi  udtrykkes  ved  h.    Dernæst  anvendes  Ligningerne : 
^1  =  Ol  Wi    og   den   analoge   samt   Ligningen   Pi  +  Pa    =    6500   kg.      Man 
finder  h  =  27cm..] 

§  35.  Forudsætningerne  for  den  udviklede  Bøj- 
nings theori.  Vore  Betragtninger  over  Bøjning  hidtil  hvile 
paa  forskellige  Forudsætninger,  som  vi  ville  undersøge  lidt 
nærmere.  De  ere  af  højst  forskellig  Art;  nogle  ere  rent  vil- 
kaarlige  og  ere  kun  gjorte  for  paa  dette  Standpunkt  at  simpli- 
ficere Behandlingen,  andre  ere  nødvendige,  for  at  man  over- 
hovedet skal  kunne  føre  Beregningerne  igennem,  og  forøvrigt 
repræsenteres  alle  Stadier  mellem  disse  to  Yderpunkter. 

At  vi  have  antaget  alle  de  ydre  Kræfter  virkende  i  samme 
f^Ian  og  vinkelret  paa  Bjælkens  Længderetning,  og  at  Kraft- 
planen er  en  Symmetriplan  for  Bjælken,  er  naturligvis  ganske 
vilkaarligt,  og  vi  skulle  ogsaa  senere  gennemføre  Behandlingen 
uden  disse  Indskrænkninger;  det  er  imidlertid  det  i  Praxis 
hyppigst  forekommende  Tilfælde. 

Dernæst  have  vi  antaget  Bjælkens  Tværsnit  konstant,  hvilket 
langtfra  saa  hyppigt  er  Tilfældet  i  Virkeligheden.  Vi  skulle  i 
Hæste  §  undersøge  Indflydelsen  af  Tværsnittets  Variation  og 
angive  de  herved  bevirkede  Modifikationer  i  Beregningerne. 

Endvidere  have  vi  forudsat  Formforandringerne  saa  smaa, 
at  de  ere  forsvindende  i  Sammenligning  med  Bjælkens  Længde. 
Vi  have  gjort  Brug  heraf  ved  Opskrivningen  af  alle  Lige- 
vægtsbetingelserne  mellem   ydre   og   indre  Kræfter  og  endelig 

1  d^u 

ved  at  sætte  —  =  -~,  hvorved  Bestemmelsen  af  Nedbøjnin- 

geme  simplificeres  overordentlig.  Betragtningen  af  den  elastiske 
Linie  som  Tovpolygon  og  alle  de  heraf  udledede  Konstruktioner,, 
specielt  hele  den  givne  Behandling  af  statisk  ubestemte  Bjælker, 
beror  herpaa.  Denne  Forudsætning  opstiller  man  imidlertid 
ikke  blot  her;  den  anvendes  meget  hyppigt  i  den  tekniske 
Mekanik;  man  maa  saa  blot  erindre,  at  de  fundne  Formlers 
Gyldighed  er  bunden  hertil.  Enkelte  Steder  i  det  følgende  — 
ved  Beregning  af  Søjler  o.  1.  —  skulle  vi  gennemføre  Under- 
søgelsen uden  denne  Indskrænkning. 

Dernæst  have  vi  forudsat,  at  de  fra  Forskydningen  hid- 
rørende Nedbøjninger  ere  forsvindende  i  Sammenligning  med  de 
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fra  Momenterne  hidrørende.  Til  denne  Forudsætning  er  da 
ovenfor  meddelte  Bestemmelse  af  Nedbøjningeme  og  den  bcie 
Bchandlinf;  af  de  statisk  ubestemte  Bjælker  bunden.  Man  gv 
næsten  altid  denne  Fonidsælning  i  Praxis;  vi  skulle  i§> 
undersøge  med  hvor  stor  Berettigelse. 

Endvidere  gælder  hele  den  foregaaende  Udvikling  km 
under  Forudsætning  af  Hookes  Lov,  og  efter  hvad  der  tidJigin 
er  meddelt  herom,  vil  dette  i  Virkeligheden  sige,  at  den  s 
tagel  kun  gælder  for  smedeligt  Jærn  (Svejsjæm  og  Staal)  m  Is 
det  endda  kun  indenfor  Proportionalitetsgrænsen.  Man  anvends 
ikke  desto  mindre  sædvanlig\'is  de  fundne  Formler  ogsaa  fa 
andre  Materialer  og  korrigerer  dem  i  fornødent  Fald  ved  IT!' 
føj(!lsf  af  Erfaringskoefficienter.  I  Løbet  af  de  sidste  Par  An 
er  der  imidlertid  udført  nøjagtige  Elasticitetsmaalinger  foi  a 
Del  af  de  hyppigst  anvendte  Materialer,  saa  man  begyndere 
fnn  dc(  nødvendige  Erfaringsgrundlag  for  Opstillingen  af  MJ- 
iigli({ere  Relationer  mellem  Spændinger  og  FormforandriDgei 
og  herved  ogsaa  for  Opstillingen  af  on  nøjagtigere  Bøjnii^ 
liieori  for  de  Materialer,  for  hvilke  Hooke's  Lov  ikke  gælder. 
Del  na'iniere  herom  skat  meddeles  i  Afsnittet  om  Materialeraes 
ehistiske  Kgenskaher  (specielt  §  52). 

l'^ndolig  have  vi  forudsat,  at  *■/  plant  Normalsnit  i  Bjælkta 
liohU-r  .sig  plant  under  liujnimjen.  \cA  Behandlingen  af  Vridnii^ 
saa  vi,  at  den  tilsvarende  Forudsætning  dér  kun  var  opfyldt  i  et 
ganske  speeielt  Tilfælde,  og  Grunden  hertil  var,  at  der  optraadte 
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^skydningen  bevirkede  Nedbøjning.  Naar  vi  (i  §  39)  have 
idet  et  Udtryk  herfor,  skulle  vi  komme  tilbage  til  Spørgs- 
målet ;  her  skal  blot  nævnes,  at  man  for  det  nævnte  Materiale 
"lelig  finder  en  tilstrækkelig  Overensstemmelse  mellem  den 

denne  Vej  bestemte  Elasticitetskoefficient  og  den  ved  Træk- 
•søg  fundne  Værdi. 

Dernæst  kan  man  direkte  undersøge  Forudsætningens 
"Idighed.  Bauschinger  og  Bach  have  ved  Forsøg  med  Stænger 

smedeligt  Jærn  ikke  kunnet  paa\T[se  nogen  Krumning  af  Tvær- 
ittene*),  Considére**)  heller  ikke.  Her  skal  nærmere  omtales 
>gle  nyere  Undersøgelser  af  Fdppl***)  med  Bjælker  af  Granit 
:  Sandsten  (for  hvilke  Materialer  Hooke's  Lov  ikke  gælder), 
aelkerne  vare  simpelt  understøttede  i  to  Punkter  med  1,5"*  Af-  ' 
ind,  Tværsnittet  rektangulært  med  b  —  20'°»,  h  =  30**"  ;  de 
tlastedes  med  en  Enkeltkraft  i  Midten.  Undersøgelsen  af  Tvær- 
ittets  Form  efter  Bøjningen  udførtes  paa  to  forskellige  Maader. 
3rst  anbragtes  i  et  Normalsnit  i  Bjælken  i  den  med  Kraftret- 
ngen  parallele  Sideflade  en  Række  Stifter,  hvorpaa  der  kunde 
jfæstes  Spejle,  hvis  Drejning  kunde  aflæses  meget  nøjagtigt, 
vis  Normalsnittet  holdt  sig  plant  under  Bøjningen,  skulde 
an  finde  lige    store  Drejninger   af  alle  Spejlene.     Resultatet 

disse  Forsøg,  der  gentoges  for  forskellige  Normalsnit  og 
lade  med  Granit-  og  Sandstens-Bjælker,  var,  at  der  i  alt 
ild  ikke  fandtes  jiogen  væsentlig  Afvigelse  fra  Planen;  dog 
ste  i  Almindelighed  det  yderste  Spejl  paa  Træksiden  en 
)get  større  Drejning  end  de  andre. 

Dernæst  anbragtes  to  Rækker  Stifter  i  to  Normalsnit,  hvis 
dbyrdes  Afstand  var  ca.  150""™.  Naar  Bjælken  bøjedes, 
eve  naturligvis  Fibrene  paa  den  ene  Side  af  den  neutrale 
me  forlængede,  paa  den  anden  Side  forkortede,  og  disse  Varia- 
3ner  i  Længde  kunde  direkte  maales  mellem  Stifterne.  Resul- 
teme  af  saadanne  Maalinger  (Middeltal  af  Maalinger  paa 
igge  Sider  af  Bjælkerne)  ses  i  Fig.  100,  PI.  11,  for  en  Granit- 
ælke,  i  Fig.  101,  PI.  11,  for  en  Sandstensbjælke.  For  den 
rste  var  Belastningen  i  Midten  8**-,  Midtpunktet  mellem  de 

Normalsnit   laa   60,25 *'™'   fra    den    ene  Understøtning;    for 

*)  C.  Bach:  Elasticitåt  und  Festigkeit,  2.  Aufl.     Berlin,  1894,  S.  96. 
**)  Annales  des  ponts  et  chaussées,  1885,  I.,  S.  614. 

**)  Mittheilungen   aus    dem    mechanisch-technischen    Laboratorium    der   k, 
technischen  Hochschule  in  Munehen.    24.  Heft.  1896. 


Sandstensbjælkcn  var  Belastningen  1,2 '"  og  Midlpunt 
mellem  Normalsniliene  Qernet  00,0°"  fra  Undersløtningen. 
begge  Figurer  ere  Liengdeforandringeme  pr.  Længdcenbed  (j  »i 
afsatte  som  Ordinater  ud  fra  Axen  AB,  Forlængelser  nt 
Forkortelser  ojiad ,  og  Endepunkterne  ere  forbundne.  Do 
her\'ed  fremkomne  brækkede  Linie  ab  skulde  da  vise  sigJ 
være  en  ret  Linie,  h\is  Tværsnittet  boldt  sig  plant;  man  Ml 
at  Af\'igelsenie  ere  størst  paa  Træksiden.  Ordinaternes  rdt 
tive  Størrelser  ere  angivne  paa  Figurerne;  de  absolule  StørrelM 
faas  deraf  ved  Multiplikation  med  10~'. 

Resultatet  af  disse  Forsøg  er  altsaa,  som  man  kanii 
vente,  at  Forudsætningen  faktisk  ikke  er  ganske  korrekt,  mel 
at  Afvigelserne  dog  ikke  for  Bjælker  af  Granit  og  Sandslat 
ere  starre,  end  at  man  fremdeles  kan  bruge  ForudsætningaJ 
selv  om  man  paa  den  Maade  kun  faar  en  Tilnærmelse.  Otti 
Tilnærmelsen  er  nøjagtig  nok  for  andre  Materialer  end  de  Inri 
nævnte,  man  strengt  taget  først  konstateres  ved  lignende  Esptn-I 
menter;  for  Støbeja-rn  f,  Ex.  mener  Tetmajer*),  at  TværsnitteM 
ikke  holde  sig  plane.  Foreløbig  maa  man  imidlertid  slaa  !^l 
til  Ro  med  Forudsætningen  om  de  plane  Tværsnit  og,  OD 
fornødent,   korrigere   Resiiltalerne  ved   en   Erfarings  koefficient. 

Endnu  bave  vi  gjort  en  i  alt  Fald  stiltiende  ForudsætnH 
nemlig  at  de  enkelte  Fibre  i  Bjælken  ikke  indvirke  paa  binftitået 
under  Bøjningen.  Delte  er  naturligvis  ikke  korrekt.  De  Fib«. 
der  blive  strakte,  ville  .samtidig  trække  sig  noget  sammen  pw 
tværs  {§  14),  de  trykkede  Fibre  ville  udvide  sig  paatvæR 
Selve  denne  Omstændigbed,  der  direkte  fører  til,  at  Arealet »( 
den  trykkede  Del  af  Tværsnittet  bliver  noget  større  end  ind- 
ført i  Beregningen,  Arealet  af  den  strakte  Del  noget  mindrt. 
spiller  ingen  væsentlig  Rolle,  saalænge  Paavirkningen-holdtf 
sig  indenfor  Proportionalitetsgrænsen;  at  se  bort  berfra  betyder 
i  Virkeligheden  det  samme  som  at  betragte  Form  forandringerne 
som  fors\indende  Størrelser.  Det,  som  det  her  Itommer  an 
paa,  er,  at  denne  Udvidelse  eller  Sammentrækning  paat\'ærs 
ikke  kan  foregaa  uhindret,  fordi  den  ikke  har  samme  Størrelse 
for  alle  Fibre,  og  denne  Omstændighed  bevirker,  som  vi  have 
set  i  §  17,  en  Forøgelse  af  Bæreevnen,  For  at  faa  en  klar  Foie- 
stiUing  om,    hvad    der   foregaar,    ville    vi    tænke    os    Bjælkens 

•)  L.   Ttlmajer:  Die  Baumecbanik,  Zflrich,  1889,  Side  256. 


153 


g  35, 


(ersnh  rektangulærl  og  før  Bøjningen  inddelt  i  lige  store 
idrater  (Fig.  102  a,  PI.  10).  Naar  vi  tænke  os  Normal- 
ten i  Tværsnittet  konstant  indenfor  hvert  af  Kvadra- 
te, vil  hvert  af  disse   Elementer  udvide  sig  eller  trække  sig 


Bamen  lige  me^ 


5gc  Retninger,  nemlig 


1 


s  be- 


per  Formforandringen  pr.  Længdeenhed  paa  langs,  og  Ele- 
mternes  Form  efler  Bøjningen  bliver  altsaa  kvadratisk.  Idet 
r  proportional  nie(I  Afstanden  fra  den  neutrale  Axe,  bliver 
►rni forandringen  i  Tværretningen  ogsaa  proportional  med 
me  Afstand;  en  Række  Kvadrater  i  samme  Afstand  fra  den 
latrale  Axe  forandres  lige  meget  i  Størrelse,  og  Længden  af 
radratsiderne  i  de  forskellige  Rækker  varierer  med  Afstanden 
a  Axen.  Da  nu  Tværsnittet  skal  blive  ved  at  være  sammen- 
Bcngende,  maa  dets  Form  efter  Bøjningen  blive  som  vist  i 
ig.  102  b;  den  neutrale  Axe  krummer  sig  efter  en  Cirkelbue, 
g  de  dermed  parallele  Kvadratsider  komme  til  al  ligge  paa 
ontentriske  Cirkler.  Man  udleder  let,  at  naar  Krumnings- 
Jdius  for  den  neutrale  Linie  i  det  betragtede  Punkt  af  Bjælken 
ndes  p,  bliver  Kruniningsradiiis  for  den  neutrale  Axe  lig  m  .  p. 
f  Størrelsen  af  denne  Indvirkning  af  de  enkelte  Fibre  paa 
bianden  afhænger  i  høj  Grad  af  Tværsnitsformen*}.  Tænker 
lan  f.  Ex.  paa  et  I-formet  Protii  (som  i  Fig.  96,  PI.  10),  ville 
langerne  kunne  forandre  Form  i  Tværretningen  temmelig 
bindret.  Man  maa  altid  i  Virkeligheden  have  en  noget  større 
fereevne  end  den,  som  følger  af  Formlerne  ovenfor,  men 
perskridelsen  ud  over  det  beregnede  maa  være  betydelig  større 
W  et  massivt  Tværsnit,  som  Rektangel,  Cirkel  e.  1.,  end  for 
ll-Profil.  I  en  Vignoleskinne  maa  Overskridelsen  være  større 
Hovedet  end  i  Foden,  saa  den  neutrale  Axe  bgger  ber  sand- 
Tiligvis  lidt  over  Tyngdepunktet. 

Omendskønt  det  egentlig  ikke  hører  herhen,  da  det  forud- 
etter  Paavirkninger  langt  ud  over  Proportionalitetsgrænsen, 
tal  dog  nævnes  et  Par  Forsøg  af  Consfdere  *"),  der  tydelig 
se  den  her  omtalte  Virkning.  En  Stang  (Staal]  med  kvadra- 
ik  Tværsnit  og  39"'"  Sidelinie  paavirkedes  til  Bøjning 
aer  op  mod  Brudgi-ænsen.  Tværsnittet  antog  da  nøjagtigt 
m  i  Fig.  102  h  viste  Form   med   skarpe  Kanter;   Højden   var 


jf)  C.  Bach:  Elastieiiåt  und  Fesligkeil,  2.  Aud,     Bcrllu  \m\,  S.  fl4  «.  ^. 
^  Annale*  des  pants  et  chaussées,   1885,  I.,  S.  611 — 1&. 
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urorandret  SH""",  men  Bredden  var  43"-""  paa  Tryksida 
34  5iB.m.  paa  Jræksiden.  En  anden  Stang  af  hlodt  Staal  o 
(oprindelig)  kvadratisk  Tværsnit  (IG-O""- Sidelinie)  paavirkeé 
til  Bøjning  indtil  Brud.  hvoned  Tværsnittet  antog  den  i  F 
103.  PI.  10,  \isle  Form,  Krumningradius  for  den  neatn 
Linie  var  ca.  86"".  for  den  neutrale  Axe  ca.  174*"'^,  hvil 
vilde  give  m  ^  2,03.  Naturligvis  kan  dog  et  B r u d forsøg  iklj 
bruges  Hl  Bestemmelse  af  m, 

§  36.     Variabell  Tværsnit,     t  de  valgte  Cxempler  paal 
Anvendelsen   af  Bojning^theorien   har  der  stadig  været  forud-a 
sal    konstant    Tværsnit.      De    udviklede    almindelige    FonnkT 
kunne  imidlertid   bruges    uafhængigt   af  denne  Forudsætnini 
naar  blot  Tværsnitte!  ikke   varierer   altfor  hurligt:    h\TS  dett 
er  Tilfældet,  kunne  nemlig  Spsendingeme  i  de  Elementer.  < 
ligge  tæt  ude  ved  Overlladen,  ikke  nrke  xinkelret   paa  Tvær 
snittet,  som  forutlsat  ved  Opstillingen  af  Ligevægtsbetingelstme:^ 
I  Prasis  udfares  Tværsnitsvaiialionen  enten  kontinuerligt  ellec| 
i  pluilselige  Spring:  i  sidste  Tilfælde  kan  Anvendelsen  af  B 
ningslheorien    naturligvis    ikke    give    rigtige    Resultaler    i  de^ 
umidiielbare   Nærhed   af  de    Punkter,   hvor   Variationen  ske^ 
men  i  det  hele  og  store  fa»r  man  dog  en   meget   god  Tilna^l 
mi'lse.     H\is  Variationen   for«^ar   kontinuerligt    og  som  sæd-  T 
vanligt   i   Praxis   nogenlunde   langsomt,   faas    en    npaakiage 
Tilna-nnvUc. 
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sr  (18  a):     M  =^  r.W^  naar  man  blot  kender  Momentet. 

m  maa  man  her  muligvis  udføre  Dimensionsbestemmelsen 

•  flere  forskellige  Punkter  af  Bjælken.    Saa  længe  Tværsnittet 

r  konstant,  var  det  farligste   Punkt  det,    hvor   det   største 

sment  optraadte;  nu  afhænger  det  af  Loven,  hvorefter  Tvær- 

Lttet  skal  variere,  og  af  Momentets  Variation,  hvor  det  far- 

ete   Snit   findes.      Grunden   til,    at    man   lader   Tværsnittet 

aiere,  vil  i  Almindelighed  være  Ønsket  om  at  spare  Materiale, 

den  mest  økonomiske  Variation  faar  man,  naar  Modstands- 

M 
omentet  varierer  saaledes,  at  Fiberpaavirkningen  o?  «=»  ^  er 

►nstant  og  lig  den  tilladelige  Paavirkning  r.  Naar  man  kender 
omentkurven,  kan  dette  opnaas  ved  at  beregne  W  for  hvert 
ankt  efter  ovennævnte  Ligning.  Vi  skulle  nedenfor  under- 
ne, hvilke  Former  af  Bjælken  man  kommer  til  paa  den 
aade;  foreløbig  ville  vi  ikke  indskrænke  os  til  denne  bestemte 
ov  for  Variationen. 

For  statisk  bestemte  Bjælker  er  der  altsaa  intet  nyt  at  føje 
L  angaaende  Beregningen  af  Spændingerne  eller  Dimensionerne; 
3t  nye  viser  sig  først,  naar  der  spørges  om  Formforandringerne, 
vis  man  vil  beregne  disse,  har  man  hertil  Differentiallig- 
ingen  for  deii  elastiske  Linie: 

dx^  ~        El' 

vor  nu  blot  /  ikke  er  konstant  og  altsaa  ikke  kan  flyttes 
lenfor  Integrationstegnet.  Inertimomentet  kan  enten  være 
vet  som  en  kontinuerlig  Funktion  af  x^  eller  derved,  at 
=  /i  =  konst.  paa  Strækningen  fra  o:  —  O  til  o:  =  oJi, 
=  /2  =  konst.  fra  o:  =  a:i  til  o;  =  x^  o.  s.  v. ;  i  sidste  Til- 
side maa  man  dele  Integrationen,  men  forøvrigt  bære  sig  ad 
)m  sædvanligt.    I  et  Punkt,  hvor  Tværsnittet  pludselig  varierer, 

ar  /  og  altsaa  ogsaa   t^  to   forskellige  Værdier ;      -p  ,    der 

ndes  ved  Integration  af  Udtrykket  ovenfor  (en  Arealbestem- 

lelse),   har  derimod  kun  én  Værdi  i  Punktet,    y  naturligvis 

geledes.      Integrationskonstanterne    bestemmes    altsaa    efter- 

dii 
aanden  derved,  at  [/  og  -^  skulle  være    de   samme  i  Over- 

mgspunkterne,    ganske    som    om    der    her   virkede    Enkelt- 
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kræfter;  Diskontinuiteten  i  den  neutrale  Linie  ses  å 
være  af  enj  noget  anden  Art  her  end  i  en  Enkel 
Angrebspunkt  (smlgn.  §  26,  Slutn.). 

H\is  man  vil  konstruere  den  elastiske  Linie  son 
polygon,  skat  man  jo  benytte  Belastningen  p  ^  M 
distancen  El.  I  Stedet  for,  naar  /  nu  varierer,  at  ben; 
variabel  Poldistance  —  hvilket  man  for  Resten  m^ 
kan  —  er  det  i  Almindelighed  bekvemmere  at  multi 
baade  Belastning  og  Poldistance  med  samme  Tal,  /« :  /, 
at  tegne  To\-polygonen  med  Poldistancen  Eh  til  Belas 

kurven  /)  =>  Af ,  -p  .  h  betegner  et  konstant  Inertimon 
vælges  bekvemmest  som  et  af  de  \irkelig  forekon 
Inertimomenter.  Herefter  er  der  egentlig  intet  nyt  at  ) 
ved  virkelige  Konstruktioner,  hvor  Momentfladen  er  I 
som  en  Tovpolygon  (med  Poldistance  h),  benytter  man  I 
i  §  26,  Slutningen,  en  Poldistance  Ai  for  den  elastisl 
polygon:  '  ^j 

'         n . a . h' 
og  £aar  derved  Nedbøjningeme  forstørrede  n  Gange  i  I 
til  Tegningens  Længdemaalestok. 

Exempel  1.  Tegn  Nedbøjningslinien  for  den' 
Bjælke  som  i  Exemplet  i  §  26,  Slutningen,  Fig.  60,  PI. 
Tværsnittet  varierer  saaledes,  at  der  paa  del  midterste 
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"^uMan  multiplicerer  da  Ordinaterne  i  Momentfladen  paa 
Hékeme  CE  og  FD  med  1,3,  paa  Stykkerne  AC  og  DB 
M  1,83,  og  til  den  saaledes  transformerede  Momentflade 
^CEiE'FFiD'DiB'  i  Fig.  60)  tegnes  en  Tovpolygon  med 
•distancen  hi  =  30,36  *■•  (se  Exemplet  i  §  26).  I  Fig.  60  er 
vrpolygonen  dog  ikke  tegnet  for  ikke  at  gøre  Figuren  utydelig. 
**  Ganske  paa  samme  Maade  danner  man  først  —  ved  Multi- 
fcation  med  /o :  /  —  den  ^»transformerede  Moment flade€^  hvis 
il  vil  beregne  Nedbøjningerne  som  Momenter. 

Exempel  2.  Find  Tangentvinkel  at  og  Nedbøjning  y^  i 
I  firie  Ende  B  af  en  ved  A  indspændt  Bjælke,  der  i  5  er 
astet  med  Kraften  P,  naar  Inertimomentet  paa  den  yderste 
Ivdel  af  Længden  kun  er  halvt  saa  stort  som  paa  Stykket 
rmest  A  (Fig.  104,  PI.  10). 

Momentfladen  er  en  Trekant  med  Højden  P.  /  ved  A;  den 
□isformerede  Momentflade  er  vist  skraveret  i  Figuren,  idet 
rtimomentet  ved  A  er  valgt  som  Iq.  Naar  man  lader  dette 
averede  Areal  virke  som  Belastning  paa  en  ved  B  indspændt, 
i  A  fri  Bjælke,  findes  Transversalkraften  ved  B  lig : 

Momentet  ved  B: 

iPP.|/+iP/«.|.i/=  fP/3; 

»aa  er 

5^Pl^  =  A  ^ 

"*  ~    8    Elo'      ^^  "■    8    Elo' 

Opg.  25.  Find  Tangentvinklen  ved  Understøtningerne  og  Nedbøjningen 
idten  for  en  i  begge  Ender  simpelt  understøttet  Bjælke  med  ensformig 
elt  Belastning,  naar  Inertimomentet  paa  den  midterste  Halvdel  af  Bjælkens 
Lgde  er  i-  Gange  saa  stort  som  ved  Enderne  af  Bjælken. 

For  statisk  ubestemte  Bjælker  maa  man  allerede  tage  Hensyn 
Tværsnittets  Variation  ved  Bestemmelsen  af  Dimensionerne 
^menterne,  Transversalkræfterne,  Spændingerne),  idet  man 
hertil  benytter  Betingelser  fra  Formforandringerne.  Man 
i  anvende  alle  de  tidligere  (f.  Ex.  i  §  31)  udviklede  Methoder; 
skulle  vise  dette  ved  et  Par  Exempler. 

Exempel  3.  En  ved  begge  Ender  indspændt  Bjælke  er 
astet  med  p  pr.  Længdeenhed.     Inertimomentet  er  ^  h  paa 


den  midterste  Halvdel   af  Længden.   I«   paa   de   lo   Slykier 
Længde  J  /  ved  Enderne. 

Paa  Grund  af  Symmetrien  ere  Reaktionerne: 

A  ~-  B  ~  —^pl, 

og  de  ubekendte  Momenter  ved  A  og  B  ere  lige  store,  M^  = 
For  et  Punkt  i  Afstanden  æ  fra  A  er: 


■  W„  +  Apfø 


da-« 


For  Strækningen  nærmest  ved  ^  er  /  =-  /,i  altsaa 


"dx 


-  M^x  +  i  plx" 


-  \  P-*^. 


idel  Integralionskonslanterne  forsvinde,   da   ,r   =   O  skal  f 
dg 


'  O, 


i/,f 


p'or  (let  midterste  Stykke  af  Bjælken,  hvor  /  ^  J/u,  hav«: 

—  JE/.^  —  M.i  +  ip'r"— ipj'  +  C, 

—  5  tV.S  —  S  M..r'  +  J,  pir'  —  .',  pj:-  +  C*  +  t,. 
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5lken  fandt  vi  (§  31):     M« j\  pl\  Momentet  i  Midten 

i^pP,  altsaa  Ma'.Mm  =  2:1;  naar  vi  nu  her  have  ladet 
irtimomenterne  i  disse  Punkter  forholde  sig  som  2:1,  findes 
:  Jyifn  ^=  o  :  I* 

Nedbøjningeme  for  Bjælken  med  variabelt  Tværsnit  findes 
i  i  den  neutrale  Linies  Ligning  ovenfor  at  indsætte  de 
icielle  Værdier  af  x. 

Exempel  4.  En  i  begge  Ender  indspændt  Bjælke,  hvis 
ærsnit  varierer  ligesom  i  Exempel  3,  er  belastet  med  en 
ikeltkraft  i  Midten. 

Paa  Grund  af  Symmetrien  er  A  =  5  =  —  i  P,  M«  =  Mj. 
an  bestemmer  først  Tangentvinklen  a*a  i  Understøtnings- 
inktet,  naar  P  virker  paa  en  simpelt  understøttet  Bjælke  med 
mme  Variation  af  Tværsnittet  som  den  givne  Bjælke,  der- 
est  Tangentvinklen  ««  sammesteds,  hidrørende  fra  Kraft- 
irrene  M«  og  M^  som  eneste  Belastning  paa  den  simpelt 
iderstøttede  Bjælke.  I  Fig.  105,  PI.  11,  ere  de  transformerede 
omentflader  tegnede,  øverst  for  Kraften  P,  nederst  for  Kraft- 
irrene.  Ua  og  aa  ere  lig  Reaktionerne  A  for  de  skraverede 
ader  som  Belastning,  dividerede  med  EIq,     Man  finder: 

s  __  J_  Pl^  _     S_  MJ 

"""   ~  64  Elo'     ""^  "~     4     Elo' 

;  da  man  skal  have  oca  =  —  aa,  faas : 

Nedbøjningeme  findes  ved  Addition  af  dem,  som  Kraften 
og  Kraftparrene  Ma  frembringe,  naar  de  virke  hver  for  sig 
a  den  simpelt  understøttede  Bjælke  med  den  givne  Variation 
Tværsnittet.  —  Hvis  der  ikke  var  Symmetri,  maatte  man 
:  at  kunne  danne  den  til  Kraftparrene  Ma  og  M^  svarende 
tnsformerede  Momentflade  dele  Momenttrapezet  i  to  Tre- 
nter  og  multiplicere  hver  af  dem  med  /o :  /;  Vinklen  a<j  vilde 

faas  som  Summen  af  de  Drejninger,  der  bevirkes  af  Ma 
me  og  Mft  alene. 

Den  grafiske  Konstruktion,  ved  hvilken  den  elastiske  Tov- 
lygon  direkte  benyttes  (§  31,  c),  kan  ligeledes  let  anvendes 
sd  variabelt  Tværsnit.  De  tre  Kræfter,  til  hvilke  Tov- 
lygonen  skal  konstrueres,  blive  da:  den  transformerede 
nple    Momentflade   og   de    transformerede    Momenttrekanter 
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svarende  til  Af„  og  M^.  og  Kræfternes  Retningslinier  gaagennen 
Tyngdepunkterne  for  disse  transformerede  Flader;  detoydersK 
Kræfter  virke  altsaa  ikke  mere  i  Trediedelsvcrtikalerne,  uien 
deres  Retningslinier  ses  let  at  være  uafhængige  af  Størrelsen 
af  Afn  og  Mh.  saa  de  kunne  bestemmes  ved  at  »transfornierfi 
el  Par  Trekanter  med  vilkaarlige  Højder, 

Paa  samme  Maade  kan  den  tilsvarende  Konstruktion  fot 
kontinuerlige  Bjælker  og  ligeledes  Cl.  Fidters  Konstruktioo 
anvendes  med  variabelt  Tværsnit:  principielt  er  der  ingen 
synderlig  Vanskelighed  forbunden  dermed,  men  den  virkelig 
Udførelse  af  Konstruktionen  besværliggøres  ved  alle  de  Trans- 
formationer af  Momentfladerne,  som  blive  nødvendige.  Vi 
skulle  ikke  komme  nærmere  ind  herpaa,  da  det  hele  ikke 
spiller  nogen  synderlig  Rolle  i  Praxis.  Indspændte  Bja?lkei 
forekomme  yderst  sjældent;  kontinuerlige  Bjælker  forekonimt 
nok,  men  det  viser  sig  her,  al  man  ikke  begaar  nogen  uidin 
stor  Fejl  ued  al  regne  med  konstant  Tværsnit,  og  det 
man  da  .saa  godt  som  altid,  naar  man  overhovedet  kan  najes 
med  den  i  §  32  meddelte  Beregning.  For  Brodragere,  hvor 
en  Del  af  Belastningen  er  bevægelig,  maa  man  først  linde  den 
farligste  Stilling  af  Belastningen,  og  ved  de  nærmere  Under- 
søgelser af  kontinuerlige  Bjælker,  som  i  den  Anledning  blive 
nødvendige,  kan  man  temmelig  lel  tage  Hensyn  til  den  mulige 
Variation  af  Tværsnittet. 
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7or  r  er  konstant;  W  maa  variere  med  M.  Ifølge  Ligning 
B),  §  24,  er 

2/ 
g  idet  ei  =  e^  =  \h^  altsaa  W  =  ^ ,  faas : 

c  =  ^  ■  (34). 

For  en  Bjælke,  hvis  Tværsnit  varierer  'saaledes,  at  største 
pænding  er  konstant,  er  Krumningsradius  proportional  med 
Tøjden;  naar  h  er  konstant,  krummer  Bjælken  sig  efter  en 
'irkelbue. 

Nedbøjningeme  beregnes  ved  Ligningen: 

d'y  ^        M  _    2r 
dx'  "■        El  "^   Eh' 

iTor  r  og  £  ere  konstante,  medens  h  maa  udtrykkes  som 
i^'unktion  af  x. 

Exempel  1.  Bjælken  er  indspændt  i  den  ene  Ende,  fri  i 
ien  anden,  og  i  den  frie  Ende  paavirket  af  en  Kraft  P. 

Med  Begyndelsespunktet  i  P's  Angrebspunkt  har  man 

M^  =  P.x  =^  r.W. 

For  rektangulært  Tværsnit  med  konstant  Bredde  b,  variabel 
Højde  y,  bliver  y  bestemt  ved: 

Px  =  -Q^by^; 

naar  Højden  y  afsættes  halvt  opad,  halvt  nedad,  faar  et  lod- 
ret Længdesnit  i  Bjælken  den  i  Fig.  106,  PL  11,  viste  Form 
(Parabel). 

Hvis  Bredden  z  varierer,  medens  Højden  h  holdes  konstant, 
bliver  det  vandrette  Snits  Kontur  bestemt  ved: 

P ,x  '=^  -^zh^; 

afsættes  z  halvt  til  hver  Side,    faas   to    rette  Linier   som   Be- 
grænsning. 

A.  Ostenfeld:   Teknisk  Elasticitetslære.  -^^Y 


For  en   Bjælke   med  konstant  Tværsnit   er  P./  -»  —bh'. 

Vi  ville  sammenligne  de  tre  her  nævnte  Bjælker  lidt  njermere, 
idet  vi  gaa  ud  fra,  at  de  alle  have  samme  b  og  h  vetl  Ind 
spændingstværsnittet.  Af  Ligning  (34)  ses.  at  de  i  saa  Fald 
ogsaa  have  samme  Knimningsradius  i  dette  Punkt;  for  Bjælken 
med  konstant  Højde  er  o  den  samme  i  alle  Punkter,  for  Bjælken 
med  konstant  Bredde  aflager  h,  og  derfor  ogsaa  p,  ud  mod 
den  frie  Ende,  for  Bjælken  med  konstant  Tværsnit  aftage; 
voxer  p  ud  mod  den  frie  Ende.  De  to  Bjælker  med  varialiell 
Tværsnit  høje  sig  altsaa  hegge  mere  ned  end  Bjælken  iiid 
konstant  Tværsnit;  Bæreevnen  er  den  samme  for  dem  alle  In, 
men  Besparelsen  i  Materiale  medfører  en  Aftagen  af  Stioheden  ^ 
At  denne  Sætning  dog  ikke  gælder  ubetinget,  ses  af,  at  Volu- 
minet er  mindst  for  Bjælken  med  konstant  Højde,  men  Ned- 
bøjningen  størst  for  Bjælken  med  konstant  Bredde. 
Er  Tværsnittet  cirkulært  med  Diameier  y,  haves: 


P.a 


^fr: 


Bjælken  er  et  Omdrejningslegeme  med  en  kubisk  Parabel  som 
Meridiankun'e. 
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oppunkt  i  5;  de  to  Omdrejningslegemer  støde  sammen  ved 
langs  en  Cirkel  med  Diameter: 

Denne  Bjælkeform  finder  Anvendelse  ved  Bæreaxler. 

Exempel  3.  En  i  begge  Ender  simpelt  understøttet  Bjælke 
^irned  konstant  Fiberpaavirkning  er  ensformig  belastet  med  p  pr. 
-tf  ængdeenhed. 

Vi  ville  blot  finde  Nedbøjningen  i  Midten,  naar  Tvær- 
-^nittets  Højde  er   konstant;    Tværsnittets   Form   kan  saa  for- 

"•ivrigt  være  hvilkensomhelst*    Af  Ligning  (34)  med  -—^  for  — 
tindes : 


»"    Eh  y  j„      4Eh  • 


y 

Tværsnittet  paa  Midten  skal  bestemmes  af: 

21. 


^m.x.  =  gp/*  =  r  .W  =  r. 


max. 


indføres  r  herfra  i  Udtrykket  ovenfor,  faar  man 

y,d.X.     —      Q^^j  gg^     ^j 


max. 


medens  man  for  konstant  Tværsnit  har  (§  28): 

5_  pl^ 

J/max.   —   3g^    ^j. 

For  en  nittet  Pladejærnsdrager  lader  man  Tværsnittet 
variere  ved  at  variere  Antallet  af  vandrette  Plader  i  Hoved  og 
Fod;  man  opnaar  dog  ikke  derved,  at  Fiberpaavirkningen 
bliver  ganske  konstant,  saa  Nedbøjningen  maa  antage  en  Værdi, 
der  ligger  mellem  de  to  ovenfor  nævnte  (Dragerens  Højde  kan 
meget  godt  regnes  tilnærmelsesvis  konstant).  Formlerne  oven- 
for kunne  forøvrigt  skrives: 

for  konstant  Tværsnit:  Umax.  =  i^      "^r'    ? 

11* 


I(>4 


for  konstant   Fiberpaavirkniiig:    J/n,.., 


48  El„^ 

For  en  Pladejærnsdiager  raed  variabelt  Tværsnit  af  Hovei   n, 
og  Fod  kan  man  da  sætte 


y™».  =  ^, 


9EL„  • 


«i 


og  denne  Fomiel*)  kan  agsaa  meget  godt  anvendes,  selv  oæ  h. 
Belastningen  ikke  just  er  ensformig  fordelt,  men  bestaar  at 
Række  Enkeltknefler;  Momenlpolygonen  vil  nemlig,  ni 
Enkeltkræfternes  Antal  er  stort,  aldrig  afvige  særlig  mcgella 
en  Parabel,  ug  Formlfn  giver  jo  selv  for  ensformig  Belaslniflj! 
kun  en  Tilnærmelse.  (For  den  i  §  36  og  §  26,  Fig.  60,  Pl.^ 
behandlede  Drager  findes  efter  (3a),  idet  jWb,,,.  —  S?,«""" ,  /  =  IS' 
/»«.  =  91075O""'': 


!f 


8750(HH).  16QQ' 

9  .  aOOlHtOO  .  910750 


—  1,34"" 


medens  Konstruktionen   i   Fig.  60    for    konstant  Tværsnit  gw 

y.,«.  =  1,25-). 

De  i  denne  §  fundne  Former  af  Bjælker  med  konstanl 
Fiberpaaviikning  ere  kun  rigtige  under  Forudsætning  at  *' 
Forskydningsspændingerne  ingen  Indllydelse  have  paa  Dimcn- 
sionsbestemmelsen.     I    de    Punkter 
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jernes  Størrelse  i  de  enkelte  Tværsnitspunkter,  og  hertil 
Ile  vi  navnlig  betjene  os  af  den  i  §  19  viste  Sætning  om 
istorheden  af  Forskydningsspændingerne  i  to  paa  hinanden 
iLelrette  Snit. 

Vi  lægge  to  konsekutive  Normalsnit  AC  og  BD  i  det  bøjede 
eme  (Fig.  107,  PL  11),  som  vi  her  ligesom  tidligere  forud- 
:e  symmetrisk  om  Kraftplanen,  samt  Snittet  ABAi  i  Afstanden 
■a  den  neutrale  Flade  og  parallelt  med  denne.  Paa  det  ud- 
arne  Stykke  ABCD  af  Bjælken  virker  der  følgende  Kræfter 
allelt  med  den  neutrale  Flade :  Normalkræfterne  paa  Snittene 

og  BD  med  Resultanterne  Nx  og  N^  +  dx  og  en  forskydende 
ft  i  Fladen  AB;  Summen  af  disse  tre  Kræfter  skal  være 
.  Antages  Forskydningsspændingen  ty  i  AB  at  være  ens- 
nig  fordelt  over  Arealet  z  .  dx  af  Snittet  ABAi,  har  man  altsaa: 

zdx  =  Nx-N^  +  ax  =  Nx-^(^Nx+^-^dx^  =  -^^^' 

Normalspændingen  i  Afstanden   rj  fra  den  neutrale  Axe  er 
følgelig  faas: 

t  M  Og  /  ere  konstante,  saalænge  man  holder  sig  til  det 
ime  Tværsnit,  og  idet  Sy  betegner  det  statiske  Moment  af 
i  Del  af  Tværsnittet,  der  ligger  udenfor  Snittet  AB^  med 
tisyn  til  den  neutrale  Axe. 

Idet  myan  nu  skal  differentiere  N^  med  Hensyn  til  æ,  be- 
Jrke^  det,  at  /  og  Sy  ere  konstante  (Tværsnittet  forudsættes 
istant).     Man  faar  da  under  Benyttelse  af  Ligning  (21),  §  26: 


SK 

Sx 

Sy         SM                            Sy        ^ 

I      Sx              /  •'^' 

Ty.Z-    ^j\Q. 

^aa:  r,.z  =  ^.0.  (36). 

z .  i  betyder  den  forskydende  Kraft  pr.  Længdeenhed  af 
'tiet  AA^B'  Idet  y  varierer,  holde  Q  og  /  sig  konstante, 
dens  Sy  ^r  Nul  for  y  =  ei  eller  y  =  e2  og  voxer  ind  mod 
1  neutrale   Flade.     Forskydningen    i   den    neutrale   Flade   er 


s  38. 

allsaa  større  end  i  nogel  andet  dermed  piindlelt  Snit,  og  Fet- 
skydningen  i  de  yderste  Fibre  er  Nul.  Af  Ligning  (36)  kan  Fot- 
skydningsspændingen  pr.  Arealenhed,  r^,  lindes  ved  Division 
med  z;  Tj,  angiver  imidlertid  ifalge  §  19  tigsda  Slørreisen  nf  åci 
lodrette  Komposanl  {Kom\}Osanten  i  ij-Retningen)  af  Forskydnw^i 
spændingen  i  Taarsnittets  Plan,  saa  denne  er  nu  ligeledes 
bekendt.  Dens  Variation  med  y  afhænger  af  Tværsnitlels 
Bredde  ;;  vi  skulle  nedenfor  undersøge  dette  Forhold  for  de 
almindeligst  brugte  Tværsnitsformer;  i  Almindelighed  ^il  r,  % 
som  Tg  . :  være  størst  i  den  neutrale  Axe,  og  t,,  er  altid  Nul 
de  yderste  Fibre. 

Hermed  ere  imidlertid  Forskydningsspæmlingerne  i  Trw- 
snittets  Plan  endnu  ikke  fuldstændig  givne,  i^  angiver  km 
den  lodrette  Komposant,  men  det  er  bekendt,  at  ude  ved  Om- 
kredsen maa  Forskydningsspændingen  være  rettet  etter  Tanget- 
ten.  Man  kender  ikke  den  nøjagtige  Fordeling,  men 
tager  i  Almindelighed,  al  Forskyd  ni  ngsspændi  ugerne  i  alle 
Punkter  af  en  Linie  EE,  (Fig.  107)  parallel  med  den  neutrsle 
Axe  ere  rettede  mod  Skænngspunklet  P  for  Tangenterne  i  E 
og  £i,  hvilket  fører  lil  følgende  Udtryk  for  den  absolute  Siw- 
relse  r  af  Spændingen  i  et  vilkaarligt  Punkt: 


■  ==   r„  sec  S; 


(3711 


den  ved  9  betegnede  Vinkel  er  angivet  i  Fig.  107. 

Denne  Fordeling  tilfredsstiller  ganske  vist  den  Betingelse,  I 
at  Spændingen  skal  være  tangentiel  til  Overfladen,  og  lige-  I 
ledes  den  Betingelse,  at  Summen  af  de  forskydende  Kræfter*  I 
Komposanter  efter  en  Linie  parallel  med  den  neutrale  As6 
skal  være  Nul  (Summen  af  Komposantenie  efter  OP  skal  vterc 
lig  Q);  men  den  er  dog  neppe  ganske  rigtig,  i  alt  Fald  ikke  * 
Punkter,  hvor  Tværsnittets  Bredde  r  pludselig  ændrer  sig- 
For  et  I-Profil  f.  Ex.  vilde  man,  h\is  Flangernes  indvendige 
Begrænsningsflade  er  vinkelret  paa  Kroppen,  paa  den  Maadc 
faa  uendelig  stor  Forskydningsspænding  ved  Overgangen  fr* 
Krop  til  Flange;  men  det  er  ogsaa  ganske  naturligt,  at  den 
til  Grund  for  Ligning  (37)  liggende  Forudsætning,  at  Forskyd- 
ningsspændingen  fordeler  sig  ensformigt  over  den  vandrette 
Linie  EEi  (Fig.  107],  ikke  kan  være  rigtig  i   saadanne  Punkter. 

Det  bedste  Billede  af  Forskydningsspændingens  Variation 
faar  man  ved  at  tegne  en  Kur\e,  hvis  Ordinater  angive  Spæn- 
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ingens  Størrelse  i  hvert  Punkt  af  f.  Ex.  Tværsnittets  Midt- 
nie.  Den  almindelige  Methode  til  Konstruktion  af  denne 
[urve  er  vist  i  Fig.  108,  PL  11,  for  et  Jæmbaneskinne-Profll, 
et  samme,  for  hvilket  der  er  konstrueret  Inertimomenter  o.  1. 
Fig.  26,  PL  4.  I  Fig.  108  er  Profilet  inddelt  i  Strimler 
>arallele  med  den  neutrale  Axe,  og  til  Strimlernes  Arealer  er 
ler  konstrueret  en  Tovpolygon;  Inddelingen  af  Profilet,  Pol- 
listancen  o.  s.  v.  er  overført  direkte  fra  Fig.  26.  Man  kon- 
»truerer  nu  først  en  Kurve  med  Ordinater  Xy .  z.  Ifølge  Lig- 
ling  (36)  varierer  Xy  .  z  kun  med  S^,  idet  I  og  Q  ere  konstante. 
[  Fig.  108  er  der  paa  en  lodret  Axe  til  højre  i  Figuren  afsat 
Punkterne  O,  1  .  .  .  14  lige  ud  for  Skillelinierne  mellem  de 
Strimler,  hvori  Profilet  er  delt,  og  i  hvert  Punkt  er  oprejst  en 
Ordinat,  hvis  Længde  er  proportional  med  det  tilsvarende  Sy; 
den  herved  bestemte  Kurve  er  i  Figuren  betegnet:  »Xy.z-  Kurve«. 
Sy  findes  ved  Hjælp  af  Tovpolygonen;    for  Punktet  3  er  saa- 

ledes  Sy  =  a  .  /ii .  O  —  3 ,  idet  O  —  3  betegner  det  Stykke ,  der 
afskæres  paa  den  neutrale  Axe  mellem  den  yderste  Tovpolygon- 
side  og  Siden  mellem  3  og  4;  a  og  /zi  have  de  samme  Værdier 
som  i  Fig.  26,  a  =  3°°*,  hi  =  5«" .    Ordinaten  til  Xy,z-  Kurven 

i  Punktet  3  er  afsat  lig  Stykket  O  —  3,  idet  man  har  ladet 
Konstanterne  a  og  hi  ligesom  I  og  Q  indgaa  i  Maalestoksfor- 
holdet,  og  paa  samme  Maade  ere  alle  de  andre  Ordinater 
fundne.  —  Dernæst  er  Ty-Kurven  konstrueret.  For  at  finde 
den  skal  man  dividere  med  Profilets  Bredde  z  i  hvert  Punkt; 
idet  z  paa  Stykket  6 — 10  er  konstant  =  zo  =  Bredden  i  den 
neutrale  Axe,   har  man  imidlertid  foretrukket  at  multiplicere 

^i/.z- Kurvens  Ordinater  med  -^ ,    idet    man    saa    lader    Kon- 

^  z   ' 

stanten  Zq  indgaa  i  Maalestoksforholdet;  derved  falde  Xy .  z-  og 
7y-Kurverne    sammen    paa    Stykket    6 — 10.      For    de    andre 

Punkter  er  Multiplikationen  med  -^  udført  grafisk,  ved  Lige- 

dannethed;    Konstruktionen  ses  i  Figuren  for  Punkt  3. 

Nu  mangler  man  blot  at  bestemme  Maalestoksforholdet, 
og  dette  gøres  simplest  ved  at  beregne  ro,  Forskydningsspæn- 
dingen  i  den  neutrale  Axe.  Transversalkraften  for  det  under- 
søgte Tværsnit   er  givet,   Q  =  7'^-;     paa  Tegningens   Længde- 

niaalestok  maales  Stykket  O — 7,  der  er  proportionalt  med  So 
(*=  Sy  for  den  neutrale  Axe),  til  6,3°" ,  altsaa  er  S©  =  3  .  5  .  6,3* 


(cm. 


■  i   Fig.  26  er  fundet 


="  607  kg/cm.'. 


ondulere  er  Kroptykkelsen  Zu  "= 
/  =  990™'.     Nu  haves: 

=,  3_5^6^3.  7000 
^''  990.1,1 

r,j  er  paa  Tegningen  fremstillet  ved  2,6''"'',  aJtsaa  er  Maale- 
stoksrorhoUIet  for  Spændingerne:  l*^"-  rvj  233  kg. /cm.';  Maale- 
stokken  for  Spændingerne  er  tegnet  i  Figuren.  Hvis  man  ikke 
har  fundet  /  i  Forvejen,  har  man  llaturhg^'is  i  Fig.  108  alt 
fornødent;  Mohrs  Methode  giver  /  =  2ofti  .  F,  hvor  F  er  det 
af  Tovpolygoneii  og  dens  yderste  Sider  indesluttede  Areal; 
Konstanterne  a  og  /ii  kunne  da  hortdivideres  af  Udtrykkel 
for  r„. 

I  mange  Tilfa'lde  har  man  kun  Brug  for  at  kende  iti 
største  Forskydningsspæuding;  denne  optræder  i  Almindelighed 
i  den  neuti'ale  Axe,  navnlig  altid  naar  Tværsnittets  Brediif 
her  er  mindre  end  i  de  andre  Punkter,  og  dette  er  som  oflfsl 
Tilfældet  i  Praxis.     I  deu  neutrale  Axe  er 

„  _  s?     o  _    CL 


idet  man  har  sat  -=-  =  ij^.      Hvis    man   sammensætter  Trak- 

spændingerne  i  Tværsnittet    til   en  enkelt  Resultant  Si  og  lige- 
ledes  Trykspændi ugerne  tJl  en  Resultant  Sj.  har  man  Si  =  Si. 
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i  at  addere  og  benytte  Udtrykkene  for  Si  og  Sg  faar  man : 

^o'+^o"=    —^, So    "^o- 

C  Jo  y^^ 

Udtrykket  (38)  for  Forskydningsspændingen  i  den  neutrale 
le  er  nu  overmaade  simpelt:  Tq  findes  ved  at  tænke  sig 
'aften  Q  ensformig  fordelt  over  et  Rektangel  med  Bredde  Zq  og 
djde  7]^,  tJq  kan  forøvrigt  maales  direkte,  naar  man  har  kon- 
rueret  den  »2den  Tovpolygon«  til  Tværsnittets  Areal  som 
dastning  —  den,  der  benyttes  ved  Culmanns  Methode  til 
Bstemmelse  af  Inertimomenter,  se  Fig.  26,  PL  4  — .  ?/„  er  den 
drette  Afstand  mellem  de  Punkter,  i  hvilke  de  yderste  Tov- 
)lygonsider  skæres  af  Siden  udfor  den  neutrale  Axe  (angivet 
Fig.  26);  disse  Skæringspunkter  ere  nemlig  Punkter  af  Resul- 
nterne  Si  og  S«,  da  de  Kræfter,  for  hvilke  den  »2den  Tov- 
)lygon«  er  tegnet,  ere  CydF.  —  I  Fig.  26  maales  170  =  10,55*^"^, 

^  7000  af^a^        f 

i^orefter  Tq  =  ttt^^-^^  =  606kg./cm.^ 

10,55 . 1,1 

Vi  skulle  nu  undersøge  nogle  af  de  hyppigst  forekommende 

værsnitsformer    med    Hensyn    til    Forskydningsspændingens 

ordeling. 

1.  Rektangel.  (Fig.  109,  PL  11).  Man  har  her  z  =  b, 
-  tV  bh^  og 

Sy  =  b(^h-y)  [y  +  ^(^h-y)]  =  b(^h^-iy% 
vorved : 

Ty  er  fremstillet  som  Ordinat  til  en  Parabel  (Fig.  109); 
oppunktsordinaten  er: 

10 


Tq    = 


bh  ' 


vilket  ogsaa  let  findes  mere  direkte ,  idet  rj^  =  ^  h.  For- 
^ydningsspændingen  i  den  neutrale  Axe  er  1^  Gange  saa  stor, 
>m  hvis  Q  fordelte  sig  ensformigt  over  hele  Tværsnittet 


9'.     I- 

i  Tr*. 

T'«*!; 

-  }('•- 

-.■)'. 

4 

0 

"   ^     3 

ar-  ■ 

38.  170 

'i.     Ci'rAie/.     Her  er  z  =  2 .  Vr^^ 

=  _-CVi-"^^^(/"-rf.(r^-y^) 


Forskydningsspændingen  i  den  neutrale  Axe  er  \  Gan^ 
saa  stor,  som  hvis  Q  fordelte  sig  ensformigt  over  bele  Tvm- 
snittet. 

3.     l-Tværsnit.     For  et  af  Rektangler  sammensat  Tværsnil 
som  i  Fig.   110,  PI.  11,  er  /  =  Jv,  (/i/i=  —  fc,V},  og 
for  y  >  |/i„:     ;  =   h.     S,j  =  (ih'—  J  !/')fc. 
for  y  =  -J/i„:     :  '^  b  eller  r  =  A,    S,  =  J(/i=  — ft')6. 
Ibr  y  <  I  ft,:     z  =  ^,     S^  =  M^'  —  hl)  b  +  (^ftj  -  if/')5, 

r^-Kurven  er  sammensat  af  Parahelstykker  (Fig.  110); 
ved  Overgangen  fra  Krop  til  Flange  er  der  et  Spring,  idel 
z  her  pludselig  gaar  ovev  fra  Værdien  S  (i  Kroppen)  til 
Værdien  b  (i  Flangen),  medens  de  andre  Størrelser  i  Formlen 
for  r„  kun  have  én  Værdi  i  Overgangspunktet.    Forskydnings- 
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lan  finder  Sy  paa  lignende  Maade,  —  man  tænker  sig  hele 
langens  Areal  samlet  i  dens  Tyngdepunkt,  i  Afstanden  ^  ht 
a  den  neutrale  Axe,  —  faar  man  for  Overgangen  fra  Krop 
1  Flange:     Sy  =  |/i<.F,  hvorved  ty  i  dette  Punkt  bliver: 

T,       =  ^^  eller  t  ^ 


ftersom  man  tænker  sig  Punktet  hørende  med  til  Flangen 
Iler  til  Kroppen.     I  den  neutrale  Axe  er 

Sy  =  So  =  i/i^.F+i/io./s:, 

det  K  betegner  Kroppens  Areal  (å .  /zo),  og  naar  man  regner 
it  =  /lo,  faas: 

'        S,ht'^\h\F'    d    ^   K~^éF' 

Største  Forskydning  i  Kroppen  er  To,  mindste  Forskydning 

tv  T       =  -^  ;    hvis  F  er  nogenlunde  stor  i   Sammenligning 

ned  Ky  er  Forskellen  ikke  betydelig,  og  man  begaar  derfor 
kke  nogen  stor  Fejl  ved  at  regne  Forskydningsspændingen 
msformig  fordelt  over  Kroppen  alene,  hvilket  man  meget  ofte 
{ør.  Man  ser  ogsaa,  at  for  et  I-formet  Tværsnit,  hvor  Flan- 
gerne jo  optage  Størstedelen  af  Normalspændingerne,  kan 
afstanden  ij^  mellem  Resultanterne  af  Træk-  og  Trykspæn- 
lingeme  i  Tværsnittet  ikke  være  meget  forskellig  fra  Afstanden 
nellem  Flangernes  Tyngdepunkter,  og  regnes  ij^  =  ht,  har 
nan  ifølge  (38): 

Q         Q 

Som  allerede  i  §  24  nævnt  maa  man  undertiden  tage 
iensyn  til  Forskydningsspændingerne  ved  Dimensionsbestem- 
nelsen;  dette  indtræder  navnlig  ved  Træ^  for  hvilket  Materiale 
len  tilladelige  Forskydningspaavirkning  parallelt  med  Fibrene 
T  temmelig  lille.  I  næste  Afsnit  (§  57)  skulle  vi  komme 
lærmere  ind  paa  saadanne  specielle  Forhold;  men  vi  ville 
log  allerede  her  vise  et  Exempel  derpaa. 

ExempeL  En  2"-  lang  Træbjælke  (kvadratisk  Tværsnit) 
T  simpelt  understøttet  i  begge  Ender  og  paavirket  af  to  lige 
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slore  Kræfter  )iaa  4"*  i  to  Punkter,  der  ligge  O.S"'  fra  Un(i» 
støtningeriie :  bestem  Dimensionerne,  naar  den  tilladelige  Ptt 
virkning  til  Bøjning  er  60  kg./cm.*,  til  Forskydning  paraM 
med  Fibrene  R  kg./cm.'. 

Største  Moment  er  =  4000  .  r»0  kg.  cm.,  største  Transversal- 
kraft =  4000  kg.     Tværenittets  Sidelinie  h  bestemmes  ! 


4000. nO  = 


"  b\  hvoraf  h  =  27,2™ 


3      4()00 
2    ■     h' 


-ir  .  —rr-  =  «,  hvoraf  h  =  31,7' 


Hensynet  til  Forskydningen  er  altsaa  her  del  bestenimenJf 
I    enkelte    andre  Tilfælde    kan    en    Kombination   af  For- 
skydning  og  Norm  als  pænding   blive    farligst,    hvorom 

§  39.  Forskydningens  Indflydelse  pa a  N ed bøj- 
ningerne.  Naar  man  betragler  et  Normalsnil  i  en  Bjielkf. 
vil  Snittets  Normal  i  et  eller  andet  Punkt  som  Følge  af  For- 
skvdningsspa'ndingen  t  i  Punktet  drejes  en  Vinket  91,  beslenil 
ved  (§  18): 

r  =  G  tg.  q). 

1  Fig.  111,  PI.  11,  er  der  lagt  to  konsekutive  Normalsnil 
i  Bjielken.     Hvis  vi  antage  Forskyd  ni  ngsspa*u  di  ngen  ensfonnig 
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*,  aldrig  er  opfyldt;  det  giver  altsaa  kun  en  Tilnærmelse. 
3r  et  I-formet  Tværsnit,  som  absolut  har  størst  praktisk  In- 
■resse,  have  vi  dog  set,  at  man  med  tilstrækkelig  Nøjagtighed 
]i.n  regne  Forskydningsspændingen  ensformig  fordelt  over 
loppen  alene,  og  en  nærmere  Undersøgelse  *)  giver  ogsaa 
^t  Resultat,  at  Ligning  (39)  for  dette  Tværsnit  leverer  særdeles 

aalidelige  Resultater,  naar  man  indfører  r  =  -^,    idet   Krop- 

ens  Areal  kaldes  K  (for  et  valset  I-Profil  regnes  bedst:  K  = 
-Toptykkelsen  X  hele  Dragerhøjden,  for  en  nittet  Pladejærns- 
rager  K  =  Kroppladens  Tværsnitsareal). 

I  det  følgende  ville  vi  kun  tænke  paa  I-formet  Tværsnit 
g  altsaa  sætte: 


y 


1  f  * 


*)  Naar  Forskydningsspændingen  varierer  fra  Punkt  til  Punkt  i  Tværsnittet, 
bliver  Vinklen  (f  heller  ikke  den  samme  overalt;  den  bliver  Nul  for 
de  yderste  Fibre  og  størst  i  den  neutrale  Axe,  og  Følgen  heraf  er,  at 
Tværsnittet  maa  krumme  sig  (sammenlign  f.  Ex.  Bach:  Elasticitåt  und 
Festigkeit,  2te  Aufl.  S.  298).  Man  kan  da  udlede  Forskydningen  dy  af 
et  Tværsnit  i  Forhold  til  det  konsekutive  ved  Hjælp  af  den  Betingelse, 
at  den  ydre  Kraft  Q  skal  udføre  det  samme  Arbejde  som  de  indre 
Kræfter  rc/F  —  Xdydz,  og  man  finder  derved  (se  næste  §): 

dy  =^  y.  .  ^  dXf 

hvor    X  er  en   Konstant,   der  kun  er  athængig  af  Tværsnittets  Form  og 
Dimensioner, 


Q'] 


T^dydz; 


indføres   heri  Værdien  af  T  fra   (36)  og  (37),  forsvinder  Q  af  Udtiykket, 

kun   Tværsnitsdimensionerne    blive   tilbage.     For   en   prismatisk  Bjælke 

er    X    altsaa   den    samme  for  alle   Tværsnit,   og  man  kan  følgelig  bruge 

Formlen  (39),    naar   man   blot  multiplicerer  Resultatet   med   x.     For  et 

6  32 

Rektangel  er  x    —    e  ,  for  en  Cirkel  07  \  for  et  vilkaarligt  Tværsnit  har 

W.  Ritter  (Anwendungen  der  graphischen  Statik,  I,  §  32,  Zurich,  1888) 
angivet  en  grafisk  Methode  til  Bestemmelse  af  x.  For  I-formet  Tvær- 
snit kan  man  nøjagtigt  nok  sætte 

F         Hele  Tværsnitsarealet 

K   ~~  Kroppens  Areal  ' 

naar  K  regnes  lig  S.h  (/i  =  hele  Højden).  Saaledes  har  man  (if.  Land: 
Einfluss  der  Schubkråfte  etc,  Berlin,  1^95): 


idel,  som  bekendt,  Qdx  ==  dM.  faas: 

elier  hvis  x  ^=  o  giver  M  ^  «  {Mg  ^  o)  og  f/  =  O' 

Nedbøj iiingslinien  for  Forskydningerne  alene  er  allsaa  lii}f- 
dannet  med  Momentpolygonen:  Nedbajningerne  fans  ved  al  d\ 
dere  Momentpotggonens  Ordinater  med  G .  K.  H\is  Belastnia^ 
bestaar  al"  Enkeltkræfter,  har  Momentpolygonen  og  hcreil« 
altsaa  ogsaa  Nedbajningslinien  for  Forskydningerne  skarpe 
Knæk;  dette  hdet  sandsynlige  Resultat  forklares  let  dcned,  al 
i  Virkeligheden  angribe  Enkelfkræfterne  ikke  i  ét  Punkt,  men 
fordelte  over  en  Strækning  af  ikke  helt  forsvindende  Længde, 
og  hvis  man  tog  Hensyn  dertil  i  Beregningen,  vilde  Transver- 
salkraften ikke  variere  ganske  pludseligt,  og  Momentkuneos 
skarpe  Knæk  vilde  blive  afrundede. 

Man  kan  nu  danne  sig  et  Begreb  om,  hvor  stor  en  Fejl 
man  hegaar  ved  at  se  bort  fra  Forskydningsspændingernc  ved 
Beregning  af  Nedbøjningcrne.  Største  Nedbojning  y,„  uden 
Hensyn  til  Forskydningen  kan  udtrj'kkes  ved 
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ed   afhængig    Konstant*).     Største    Nedbøjning   fra    Forskyd- 
Lxigen  alene  er  ifølge  (40): 


max. 


^/-   G. 

K 

2EK  ' 

let 

man 

(§20) 

har  sat  G  = 

■■  0,4£;. 

Heraf  faas: 

yf 

5 

/ 

^m 

"   2C" 

KP' 

'gi 

br  et 

givet 

Profil  af  Bjælken: 

yj 

C. 

J 

i^oraf  følger,  at  Fejlen,  man  begaar  ved  at  bortkaste  gy,  er 
nindst,  naar  Bjælkens  Længde  er  stor. 

For  at  faa  et  bestemtere  Begreb  om  Fejlens  Størrelse  ville 
»i  tage  et  Exempel.  For  tysk  Normal  Profil,  I  Nr.  30,  benyttet 
om  Bjælke  med  to   simple  Understøtninger  og  ensformig  Be- 

astning,  er  C  =  -^,  /  =  9888^"%  K  =  32,4 *^«»^  altsaa  Ci  — 

»■324  cm«. 


Man  finder  da: 

for 

h 

=  20: 

Uf 

—  0,020  —  2,0  0/ 

- 

- 

15: 

- 

0,036  =  3,6  - 

- 

- 

10: 

- 

0,081  =  8,1  - 

- 

- 

8: 

- 

0,127  —12,7  - 

- 

- 

6; 

- 

0,226  —22,6  - 

- 

- 

4: 

- 

0,508  —50,8  - 

I  Praxis  vil  man  kun  rent  undtagelsesvis  anvende  et  For- 
hold /:  /i  <  8;  Fejlen  naar  i  saa  Fald  højst  ca.  12  *Vo  af  den 
fra  Momenterne  alene  hidrørende  Nedbøjning  og  er  i  Almin- 
ieli^hed  langt  mindre.  For  den  i  §  36  og  §  26,  Fig.  60,  PL  7; 
Dehandlede  Piadej ærnsdrager  (for  hvilken  h:  I  =  1 :  13,3)  haves 


*)  For  en  Bjælke  med   to  simple  Understøtninger  og  ensformig  Belastning 
48 


^^  ^ —y    for    sanime   Bjælke    med    en    Enkeltkraft   i    Midten   er    C 


1  4 

=  T^  o.  s.  V.;  sammenlign  §  28. 


12 
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•Wn,..,   =   87,5"-°-,  A'  =  132«-',   altsaa  største  Nedbøjning  fa 
Forskydningen : 

_        5  ■  8750000  „ 

^f        2.2000000  .132  ^     ' 

hvilket  svarer  til  ca.  O  "'o  af  den   fra   Momenterne   liidrarendE 
Nedbøj  ning. 

Til  almindelig  praktisk  Brug  kan  man  derfor  meget  godt 
se  bort  fra  Forskydningens  Indflydelse,  især  da  adskillifjf 
andre  af  Ueregningens  Forudsætninger  dog  ikke  ere  exade; 
saaledes  kender  man,  for  kun  al  fremdrage  et  Par  enkelle 
Omstændigheder,  ikke  altid  Etasticitetskoefficientens  nøjagtige 
Værdi  for  det  specielle  Materiale,  man  i  Øjeblikket  anvender, 
og  Bjælkens  virkelige  Tværsnit  kau  afvige  ikke  ubetydehgl  fra 
de  Maal,  man  regner  med. 

Derimod  stiller  Sagen  sig  anderledes,  naar  det  f.  E.\.  drejer 
sig  om  at  undersøge  Overensstemmelsen  mellem  en  Theori  og 
Resultaterne  af  Experimenter,  der  ere  anstillede  for  al  prove 
Theorien,  eller  om  af  visse  Experimenter  at  uddrage  en  eller 
anden  almindelig  Egenskab  for  vedkommende  Materiale.  Vi 
skulle  i  denne  Sammenhæng  nævne  nogle  samtidige  Bøjnings- 
og  Trækforsøg,  som  Telmajer*)  har  anstillet  med  valsede 
I-Bjælker  (tyske  Normalproliler}.  Trækprøverne  toges  baatle 
fra  Kroppen  og  Flangerne;  ved  Bøjningsforsøgene  vare  Bjæl- 
kenic  simpelt  understøttede  j  to  Punkter  med   l^a*"-  Afstand 
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aavist,  forklares,   naar  man  ogsaa  tager  Hensyn  til  Forskyd- 
Lngsspændingerne. 

Naar  den  totale  (maalte)  Nedbøjning  kaldes  y,  haves: 


J  =  Um  +  y/  =- 


M™„  .  /' 


12EI 


+ 


max. 


5M, 
2EK 


Ml: 
max.  •  i 


12EI 


(l  +  ^^l 


g  af  denne  Ligning  burde  E  have  været  beregnet. 
>r  benyttedes  Ligningen: 


I  Stedet 


y  = 


12EI  ' 


g   for   at   finde   den   rigtige   Værdi   af  E  maa  man  følgelig 
Qultiplicere  Tetmajers  Tal  med  en  Konstant 


i^+m- 


Vi  skulle  anføre  et  Par  vilkaarlig  valgte  af  Forsøgene  og 
lesultaterne  af  denne  Korrektion.  I  Tabellen  nedenfor  betegner 
tit  Elasticitetskoefficienten  for  Træk,  bestemt  som  Middeltal 
f  de  fundne  Værdier  for  Krop  og  Flange;  E^t  betegner  den 
f  Bøjningsforsøgene  af  Tetmajér  beregnede  Elasticitetskoefficient, 
?6  den  virkelige  af  Bøjningsforsøgene  under  Hensyn  til  For- 
kydningen  følgende  Elasticitetskoefficient;  E  er  angivet  i 
Lg./cmA 


I-Profil  Nr.   24 

20 

15 

10 

Et    =-  2122000 

2118000 

2125000 

2118000 

EbT  —   1673000 

1752000 

1908000 

2111000 

C      —       1,274 

1,192 

1,110 

1,051 

Eb    =-  2131400 

2088400 

2117900 

2218600 

Som  man  ser,  er  Overensstemmelsen  tilfredsstillende;  selv 
for  Profil  Nr.  10,  hvor  der  endnu  er  en  Differens  mellem  E^  ' 
og  Et  af  100000  kg. -cm.*,  kan  intet  indvendes,  idet  de  ved 
Trækforsøg  bestemte  Værdier  af  E  for  de  forskellige  Profiler, 
hvis  Materiale  dog  skulde  være  det  samme,  afvige  endog  indtil 
det  dobbelte  fra  hinanden  (for  Prøvestykker  tagne  fra  Kroppen 
fandtes  for  Profil  Nr.  17:  E  =  1979000,  for  Nr.  12: 
E  =.  2191000). 

I  saadanne  Forsøg  har  man  ogsaa  et  Bevis  for  Anvendelig- 
heden af  den  sædvanlige  Bøjningstheori,  saa  at  f.  Ex.  ogsaa 


A.  Oitvnfeld:   Teknisk  Elasticitetslære. 


\'i^ 


Hypothesen  om,  at  plane  Tværsnit  holde  sig  plane,  maa  stemmt 
tilstrækkelig  nøjagtigt  med  Virkeligheden  for  smedeligt  Jæra 
(se  §  35). 

§  40.  Deformationsarbejdct  ved  Bojning.  Vi  «!le 
først  beslemme  den  Arhejdsuiængde,  der  er  nødvendig  for  al 
frembringe  en  vis  Bøjning,  uden  at  tage  Hensyn  til  Forskjd- 
ningsspændingerne.  1  Fig.  112,  PI.  11,  er  fremstillet  et  mellem 
to  konsekutive  Snil  liggende  Stykke  af  Bjælken.  Fiberelemertfl 
i  Afstanden  i/  fra  den  neutrale  Linie  har,  naar  Bøjningen  er 
tilendebragt,  antaget  Forlængelsen  A.  —  e  ,  dx,  og  den  tilsvarende 


.  y.  Kraften  paa  Arealelem  en  let  dF  aitsaa 


Spænding  er  o  =   -  - 
S  =  o.dF. 

Ifølge  §  15  konsumerer  en  Stang,  der  paavirkes  af  el  En 
Nul  jævnt  voxende  Træk  eller  Tryk,  et  Arbejde,  der  er  lig 
3  Pi .  ^1,  hvor  Pi  og  kl  belegne  Kraftens  og  Fonnforaudringens 
Slntningsværdier.  Deformalionsarbejdct  for  del  her  belragtedf 
Fiberelement  i  del  bojede  Legeme  er  aitsaa: 


dK 


kS.k 


J  adF .  edx. 
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ed    konstant   Tværsnit    og    ensformig    belastet    med    p   pr. 
engdeénhed. 

Man  har: 

M=ip(te-x«), 

tsaa: 


JLf       "       •^1 

ixa^ 

240B/ 

ipl'  - 

r . 

I 

e 

f 

ilr*. 

FP 

4i« 

Indføres  heri: 

as: 

/         64r*/2  *„     * . 

240JS/  •      e^  15Ee^  IbEé'  ^  ' 

^or  F  =  F .  /  betegner  Legemets  Volumen ,  i  Inertiradius, 
igesom  ved  Træk,  Tryk  og  Vridning  er  altsaa  den  konsumerede 

rbejdsmængde  her  proportional  med  Spændingens  Kvadrat  og 
ed  Legemets  Volumen.  Det  samme  Resultat  vil  man  finde 
r  alle  specielle  Belastnings-  og  Understøtningsmaader. 

Exempel  2.  En  i  den  ene  Ende  indspændt  Bjælke  med 
)nstant  Tværsnit  og  belastet  med  en  Enkeltkraft  i  den  frie 
nde. 

Man  har  med  Begyndelsespunktet  i  den  frie  Ende: 

M  =  P.x, 


2EI  Jo 


ed  PZ  =  r .  —  finder  man  samme  Resultat  som  ovenfor. 

e 

Ved  Hjælp  af  Udtrykket  for  K  kan  man  let  finde  Nedbøj- 

ngen  y  i  den  frie  Ende.    Idet  Kraften  tænkes  at  voxe  jævnt 

a  Nul    til  Slutningsværdien   P,  udretter  den   et  Arbejde  lig 

Py,  og  dette  maa  være  lig  /C,  altsaa: 

^^  ~   &EI'      ^  ~  SEV 

emmende  med  det  tidligere  fundne  Udtryk.  Denne  Beregning 
'  Nedbøjningen  er  her  kun  fremført  som  en  enkeltstaaende 
nvendelse  af  et  almindeligt  Princip,  hvoraf  der  gøres  en  meget 
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udstrakt  Brug  ved  Løsningen  af  mere  komplicerede  Opgam 
angaaende  Bestemmelse  af  Fonaforandringer  og  Beregning  if 
statisk  ubestemte  Systemer. 

Vi  have  i  det  foregaaende  set,  at  Nedbøjningen  kan  findes 
som  Momentfladens  Moment.  Et  Moment  er  af  Dimensianen 
P .  I  (Kraft  X  Længde),  Momentfladens  Areal  altsaa  af  Dimen- 
sionen P .  1%  og  denne  Flades  Moment  endelig  af  Dimensionen 
P.l'.    Nedbøjningen  kan  altsaa  almindeligt  skrives  som: 


g-C 


hvoraf  man  ser,  at  i;  er  en  lineær  Funktion  af  BelastningeD. 
Afsættes  P  som  Ordinat,  y  som  Abscisse,  bliver  Relationen 
mellem  dem  grafisk  fremstillet  ved  en  ret  Linie  gennem 
Begyndelsespunktet,  ganske  ligesom  ved  Træk,  Tryk  og  Vrid- 
ning. Heraf  følger,  at  de  Sætninger  angaaende  Kræfters  dyna- 
miske Virkninger,  som  vi  i  §  15  og  §  22  have  fundet  for  Træk, 
Tryk  og  Vridning,  ogsaa  gælde  for  Bøjning.  En  Kraft,  da 
strax  begynder  at  Dirke  HI  Bøjning  med  sin  falde  Værdi,  vil 
altsaa  frembringe  en  dynamisk  Spænding,  der  er  dobbelt  saa 
stor  som  den  slafiske,  og  Bjælken  vil  udføre  Svingninger  om 
den  statiske  Ligevægtsstilling. 

Vi  ville  dernæst  bestemme  den  Arbejdsmængde,  der  kon- 
sumeres af  Forskydningsspændingeme.     I  et  vilkaarligt  Punkt 
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det  Spændingen  antages  at  voxe  jævnt  fra  Nul  til  Slutnings- 
værdien  T.     Hele  Arbejdet  bliver  nu  *) : 

ivor  for  r  indføres  Værdien  ovenfor. 

ExempeL    Tværsnittet  er  et  Rektangel  med  Siderne  b  og  h. 
Her  er  Vinklen  ^  =  O,  og  ifølge  §  38  haves: 

&7i»  ^  2bh\  h>/' 


^^  2    bh      bh~ 


ned  dF  ^  b .dg  faas : 


'^  =  Jg]^''''}  rfe 


♦)  Indfører  man  r's  Værdi  i  (42),  faas  (/  konstant): 

dF 
cos^  ^ ' 

hvor  det  sidste  Integral,  der  skal  udstrækkes  over  hele  Tværsnittet,  er 
uafhængigt  af  x.  Sædvanligvis  indfører  man  her  den  kortere  Betegnelse 
(sammenlign  Noten  i  §  39): 

dF 
cos^  ^ ' 

hvor  K  er  en  Konstant,  naar  Tværsnitsformen  er  given,  og  kan  da  skrive : 


=  ^JtW=f5p^ 


^  -  2Fg  ^  O'd^. 


S 


Ved  Hjælp  af  Udtrykket  for  K  kan  man  finde  Forskydningen  dy  af 
hele  Tværsnittet  i  Forhold  til  det  konsekutive  Tværsnit,  idet  den  ydre 
Krafts  Arbejde  ^  Qdg  =  dK  (Q  forudsættes  at  voxe  jævnt  fra  Nul); 
man  finder: 

altsaa:  .  O     j 

dy  =^  X  .  — -—  dx, 

^  F.G 

som  i  Noten  til  §  39  angivet. 


TREDIE  AFSNIT. 


Materialernes  elastiske   Egenskaber,  Materialkonstanter 
og  andre  Forsøgsresultater. 


I.  Smedeligt  Ja;rn. 

§  41.  Materialprøver,  Vi  skulle  ikke  komme  ind  paa 
en  Beskrivelse  af  de  forskellige  Prøvema skiner  eller  af  Maaden, 
hvorpaa  de  anvendes:  del  er  her  navnlig  Resultaterne,  der 
interessere  os.  Prøverne  ere  af  højst  forskellig  Art;  Paavirk- 
nlngen  kan  være  Træk,  Tryk,  Forskydning,  Vridning,  Bøjning, 
og  den  kan  virke  roligt  eller  med  Stød.  Desuden  anvender 
man  Prøver  for  Bøjelighed  og  forskellige  Smedejirøver,  Lokke- 
prøver  o.  s.  v.,    men   med  dem   skulle    vi   ikke   beskæftige  os 
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iirde  efter  det  Maalestoksforhold,  der  ellers  er  brugt  for  For- 

cngelserne,  omtrent  være  falden  sammen   med  Ordinataxen. 

Fig.  117,    PI.  12,    ses   en  Del   virkelig    maalte  Arbejdslinier. 

Kurven  i  Fig.  113  indeholder  flere  mærkelige  Punkter.     / 

*  ophører   Proportionaliteten    mellem   Kraft    og  Forlængelse,    P 

kaldes  Proportionalitetsgræn- 
sen  (Gyldighedsgrænsen  for 
Hooke's  Lov).  Udenfor  dette 
Punkt  voxe  Forlængelserne 
stærkere  i  Forhold  til  Kraften, 
men  i  Punktet  F  begynder 
Prøvestykket  pludselig  at 
»strække«  sig  meget  stærkt 
uden  nogen  Tilvæxt  i  Kraften 
eller  dog  for  en  meget  ube- 
tydelig Tilvæxt;  Punktet  F 
kaldes  Flydegrænsen.  Med 
den  i  Fig.  113  viste  Form 
af  Arbejdslinien  er  Punktet  Fs 
Beliggenhed  temmelig  skarpt 
markeret;  dette  vil  ogsaa  i 
Almindelighed  være  Tilfældet 
for  Svejsjærn  og  blødt  Staal, 
for  de  haardere  Staalsorter 
faar  man  derimod  en  mere 
kontinuerlig  krummet  Over- 
gang, saa  Flydegrænsen  bli- 
ver temmelig  ubestemt;  for  de 
haardeste  Staalsorter  findes 
der  ingen  Flydegrænse. 

Proportionalitetsgrænsens 
Beliggenhed  kan  i  Almindelig- 
hed ikke  angives  med  tilstræk- 
kelig Nøjagtighed,  hvis  man  kun  faar  den  tegnede  Arbejdslinie 
brelagt;  den  maa  bestemmes  ved  Betragtning  af  de  i  Tal  givne 
aflæsninger  af  Kraft  og  Forlængelse.  For  at  give  et  klart  Begreb 
ierom  anføres    exempelvis    hosstaaende   Observationsrække*), 

•)  Taget  fra  Bauschingers:  Mittheilungen  aus  dem  mech.-techn.  Labora- 
rium  der  k.  techn.  Hochschule  in  Munchen,  Heft  13,  S.  21;  citeres  i 
det  følgende  som:  Bauschingers  Mittheilungen. 
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som    ogsaa    giver  Oplysninger    om    Forholdene    ruelleni  Pio-li 
portionalitets-  og  Flydegrænsen.     Prøvestykket  er  af  Svejsjnnliflp 
Tværsnittet   cirkulært   med    2,50™    Diameter,   Tværsmtsaraidl  ' 
altsaa  4,91=°'',  Maalelængden   15"°.    Man  ser,  at  DiRerenseiw 
mellem    Forlængelserne    for   samme   Tilvæxt    Hl    Kraften  en 
meget    nær    konstante   op   til   en  Belastning  af  9";   Proportio- 
naiitetsgrænsen    ligger    mellem    9,0"  og  9,5'",    mellem  9,5"  % 
10"  er  Differensen  allerede  betydelig   slørre  end  før  9".   Eli 
videre  ser  man  meget  tydeligt,  at  Flydegrænsen  ligger  meta 
10,7"   og   10,8".      Idet  Værdien   af  Proportionalitets-  og  Flydt 
grænsen  altid  angives  som  Kraft  pr.  Arealenhed,  har  man  ha 
Propo  rti  o  n  ali  tetsgri«  n  se  n  ved 


9000 
4,91 
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Flydegrænsen  ved  2180  kg./cm.*. 

Elaslicitetskoefficienien  er  som  bekendt  lig  Kraften  pt. 
Arealenhed  divideret  med  Forlængelsen  pr.  Længeenlieil.  At 
ovenstaaende  Observationsrække  findes  Forlængelsen  pr. 
Længdeenhed  ved  Proportion alitetsgrænsen  lig 


E  = 


0,0129 


0,00086 


■■  0,00086, 


■■  212a000  I 


!./cm.' 


Lader  man  Kraften  høre  op  at  virke,  vil  Forlængelsen 
formindskes,  men  ikke  altid  helt  forsvinde.  En  Formfonin- 
dring,  der  forsvinder  helt  samtidig  med  Kraften,  kaldes  elastiAi 
naar  dette  ikke  er  Tilfældet,  taler  man  om  blioende  eller  ptf- 
manente  Formforandringer.  Af  Observationsrækken  ovenfM 
ses,  at  naar  Kraften  gaar  tilbage  fra  10,8"  til  Nul,  bliver  d« 
en  Forlængelse  paa  0,0973'''"'  tilbage;  den  elastiske  Forlæng- 
else for  10,8"  er  kiin  0,01769""'.  For  mindre  Værdier  af 
Kraften  vil  det  imidlertid  kun  være  en  mindre  Del  af  hele 
Forlængelsen,  der  er  blivende;  muligvis  vil  endogsaa  hele 
Forlængelsen  være  elastisk,  I  Fig.  114,  PI.  12,  der  fremstiller 
■det  første  Stykke  af  Arbejdslinien  med  Forlængelserne  i  fo^ 
(»tørret  Maalestok,  angive  Abscisserne  til  den  fuldt  optrukne 
.ur\*e    de    totale    Forlængelser,    til   den   punkterede  Kurve  de 
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»^ende.  Det  Punkt  E,  indenfor  hvilket  der  ikke  findes  blivende 
længelser,  kaldes  Elasticitetsgrænsen."^) 

De    givne    Definitioner   af  Elasticitetsgrænsen  og  Propor- 

lalitetsgrænsen  lide  af  den  Mangel,  at  disse  Grænsepunkters 

iggenbed   kommer   til  at  afhænge  af  Maalingens  Nøjagtig- 

1.      Bauschinger,     der    ved   sit    Spejlapparat   kunde    aflæse 

OU  °'°*  Forlængelse,  fandt  (Mittheilungen,  Heft  13,  S.  14),  at 

alle  Materialer  undtagen  just  Værktøjsstaal  optraadte  der 
leende  Forlængelser  selv  for  den  ^lindste  Spænding,  og  her- 
er Følgen,  at  man  ved  tilstrækkelig  fin  Maaling  slet  ingen 
isticitetsgrænse  finder;  det  er  derfor  højst  sandsynligt,  at  der 
irkeligheden  ikke  existerer  nogen  Elasticitetsgrænse,  **)  naar 


)  De  her  givne  Definitioner  af  Proportionaltitetsgrænse  og  Elasticitets- 
grænse  maa  nu  betragtes  som  de  almindeligst  antagne,  i  alt  Fald 
principielt.  Tidligere  brugte  man  kun  Betegnelsen  Elasticitetsgrænse, 
idet  man  antog,  at  den  fuldkomne  Elasticitet  og  Proportionaliteten 
mellem  Kraft  og  Formforandring  ophørte  i  samme  Punkt.  I  daglig 
Tale  sammenblandes  de  to  Punkter  derimod  ofte,  og  ogsaa  Flyde- 
grænsen  gaar  tidt  under  Betegnelsen  Elasticitetsgrænse  (den  ved  al- 
mindelige Modtagelsesprøver  bestemte  »Elasticitetsgrænse«  er  i  Virke- 
ligheden oftest  Flydegrænsen).  Det  er  Bauschinger^  der  først  har 
hævdet  den  principielle  Forskel  mellem  Proportionalitetsgrænse  og 
Elasticitetsgrænse,  men  han  fastholdt  den  sidste  Betegnelse  for  det 
Punkt,  der  her  er  defineret  som  Proportionalitetsgrænse  (Mittheilungen, 
Heft  13).  Bach  (Elasticitåt  u,  Festigkeit)  har  indført  de  ovenfor  givne 
Betegnelser  for  de  to  Punkter,  og  det  maa  som  sagt  nu  betragtes  som 
det  almindelige  at  skelne  mellem  dem,  ogsaa  ved  at  bruge  forskellige 
Betegnelser.  Den  fi'anske  Stats-Kommission  angaaende  Materialprøver 
(Commission  des  méthodes  d'essai  des  matériaux  de  construction,  T.  III, 
1895)  foreslaar  saaledes  Betegnelserne:  "limite  d'élasticité  proportio- 
nelle« og  »1.  d'é.  reelle«.  J.  B.  Johnson  (Materials  of  construction, 
New- York,  1897)  skelner  dog  endnu  ikke  mellem  de  to  Punkter  (be- 
tegner dem  begge  ved  >true  elastic  limit«.  Tetmaier  bruger  ligeledes 
samme  Betegnelse  for  de  to  Punkter.  —  1  Sammenhæng  hermed  skal, 
da  Sprogbrugen  paa  dette  Gebet  endnu  ikke  er  fast,  anføres  de  al- 
mindelige iremmede  Betegnelser  for  Flydegrænsen:  »Streck-,  Quetsch-, 
Bieggrenze«  efter  Paavirkningens  Art,  eller  almindeligt  »Fliessgrenze«, 
»limite  d'élasticité  apparente«  (foreslaas  af  den  franske  Kommission), 
>apparent  elastic  limit«  (Johnson),  paa  engelsk  ogsaa  »yleld  point«  o.  fl. 

Ifølge  Alex.  Rejtå:  Die  innere  Reibung  der  festen  Karper,  Leipzig,  1897, 
er  Elasticitetsgi^ænsen  lig  den  Kraft  pr.  Arealenhed,  der  netop  kan  holde 
Ligevægt  mod  den  »indre  Gnidning«.  Hvis  3auschingers  Paastand  er 
rigtig,    saa  der  ikke   existerer   nogen    Elasticitetsgrænse  for  de  virkelig 
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Materialet  er  i  sin  oprindelige  Tilstand.  Paa  den  anden  S 
vanskeliggøres  Sporgsmaalet  ved  Umuligheden  af  at  Fremsti 
et  absolut  retlinet  Prøvestykke,  og  en  oprindelig  Ikke-Rellial! 
hed  kan  gøre  navnlig  de  fineste  Maalinger  mindre  paa]ideli| 
—  Den  franske  Kommission  angaaende  Materialprøver  [! 
Nolen)  indtager  det  mere  praktiske  Standpunkt  at  gaa  u 
en  Nøjagtighed  i  Aflæsningen  af  Forlængelserne  paa  yu'uo  " 
og  opstiller  da  følgende  Delinition  af  Elasticitetsgrænsen:  inått 
for  den  skat  Prtmeslijkkel,  naar  Kraften  ophører  at  virke,  i  1^ 
af  højst  15  Min.  gaa  lilliage  tit  sin  oprindelige  Længde  jm 
TB^Di)  "'"'■  '"^''  (oprindelig  Længde  200""°-).  Efter  denne  DeS 
nition  erklæres  det,  at  der  lindes  en  Elasticitetsgrænse  for  all 
Metaller;  endvidere  hævdes  det,  at  Elasticitets-  og  Proportio  ' 
naiitetsgrænsen  herefter  ville  falde  sammen  for  alle  bløde  M( 
taller,  hvorimod  Elasticitetsgrænsen  for  de  haarde  eller  hscrdrfi 
Metaller  vil  ligge  højere  end  Proportio  naiitetsgrænsen.  —  Ffl 
Proportionalitetsgrænsens  Vedkommende  er  Forholdet  for  s 
vidt  simplere,  som  den  (for  sniedeligt  Jærn)  i  alt  Fald  existererl 
men  dens  nøjagtige  Beliggenhed  er  naturlig\is  ligeledes  at! 
hængig  af  Maalingens  Nøjagtigbed.  Den  franske  Komniissiol 
foreslaar  ogsaa  her  en  bestemt  Definition  i  saa  Henseende; 
naar  Kraften  im.rer  med  1  kg.  pr.  m.  m.'  ad  Gangen,  skulle  FoP 
længelsernes  Differenser  indenfor  Proporlionalitetsgrænsen  mat 
konstante  paa  id^,,)"'  "■  nær,  foren  oprindelig  Længde  af  300  "^ 
Den  til  en  vis  Værdi  af  Kraften  svarende  Fo rni foran dring  1 
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Herkt  i  Forhold  til  Kraften;  Arbejdsliniens  Forløb  mellem  F 
t?B  er  i  Almindelighed  kun  svagt  krummet,  undertiden  næsten 
lUinet.  I  B  naar  Kraften  sin  største  Værdi,  B  kaldes  Brud- 
^kænsen.  Samtidig  med  Prøvestykkets  Forlængelse  er  der  hele 
Men  foregaaet  en  Formindskelse  af  Tværsnitsdimensionerne. 
til  Punktet  B  har  denne  Formindskelse  været  omtrent 
formig  fordelt  over  hele  Længden,  men  i  B  begynder  Prøve- 
jgfkket  pludselig  at  indsnøres  paa  en  kort  Strækning,  saa- 
pries  som  vist  i  Fig.  115,  PL  12,  og  Følgen  heraf  er,  at  det 
iH  Fremtiden  nærmest  kun  er  denne  Strækning,  der  for- 
emges.  Ved  denne  stærke  Formindskelse  af  Tværsnittet  for- 
Rares  det,  at  Prøvestykkets  Forlængelse  bliver  ved  at  voxe 
id  over  Punktet  B,  selv  om  Kraften  holder  sig  konstant  eller 
Qdog  aftager,  som  vist  i  Fig.  113.  Ved  B'  sker  Bruddet 
Cidelig.  Ved  Brudgrænsen  forstaas  imidlertid,  som  ovenfor 
9evnt,  altid  den  største  Ordinat  til  Arbejdslinien,  BqB;  Brud- 
wænsen  angives  som  en  Kraft  pr.  Arealenhed,  og  altid  i  For- 
æld til  det  oprindelige  Tværsnit,  ikke  til  det  indsnørede. 

Ved  Foretagelsen  af  Trækprøver  maaler  man  altid  Brud- 
orlængelsen,  hvorved  forstaas  Abscissen  OB'o  (Fig.  113)  til  det 
*unkt,  hvor  Bruddet  virkelig  indtræder.  Brudforlængelsen  an- 
Sves  i  Procent  af  den  oprindelige  Længde;  hvis  denne  er  /, 
■'orlængelsen  A.,  haves  Brudforlængelsen: 

€  %  =   100  .  -^  .  (1). 

^oraden    Størrelsen    af  €  maa  altid  den  oprindelige   Længde 
angives,  da  Værdien  af  f,    som  vi  senere  skulle  se,  varierer 
lermed.     e  antages  almindeligt  at  være  et  Maal  for  Materialets 
5ejghed. 

Endvidere  maaler  man  ofte  Kontraktionen  af  Brudtvær- 
snittet; herved  forstaas  Tvær  snits  for  mindskelsen  udtrykt  i  Procent 
:it  det  oprindelige  Tværsnit.  Naar  Arealet  af  det  oprindelige 
Tværsnit  er  F,  af  det  indsnørede  Tværsnit  Ft,  haves  Kontrak- 
tionen : 

ep  o/o  =  100  .  ^~^^ .  (2). 

Kontraktionen    anses    dog    almindelig   for    mindre   vel    egnet 
til  at   lægges  til  Grund  for  Bedømmelsen  af  Materialets  God- 
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hed  end  Forlængelsen,  fordi  den  er  af  ganske  lokal  Naiur 
derfor    kun    giver    Oplysninger    om    Materialet   lige  vt 
Brudstedel. 

Undertiden  angiver  man  endnu  en  Størrelse,  der  kan  ^ 
til  at  karakterisere  Materialet  nemlig  Arealet  mellem  Arbtf 
linien  og  Abscisseaxen,  Arbejdskapaciteten.  Arealet  OPFBltS\ 
Fig.  113,  repræsenterer,  som  man  let  ser,  det  Arbejde,  der 
nødvendigt  for  at  frembringe  Brud  (sammenlign  §  15). 
det  dog  er  temmelig  hesva.'rligt  at  udmaale  delte  Areal,  J 
Tetmajer*]  foreslaaet  at  sætle: 


A  -^. 


F    I 


=  V- 


idet  j9^  B:F  er  Brudgrænsen,  e  Brudforlængelsen,  ly  enTalkoi 
cient.  Tetmajer  har  vist,  at  ij  tilnærmelsesvis  vr  konstant 
samme  Klasse  af  Materiale,  saaledes  at  man  kan  ben^iteP 
duklet  0  .e  til  Bedømmeise  af  Materialets  Godhed.  Den  I 
stræhelse,  der  ligger  til  (jrund  herfor,  nemlig  at  ville  udtr^ 
et  A^ateriales  Egenskaber  ved  él  Tal,  et  'KiioliletstaW 
dog   hidtil  ikke  lykkedes  og  har  neppe  Udsigt  til  at  lykkes    , 

Til  at  løse  Opgaver  angaaende  Stod,  analoge  med  i 
§  1.5  behandlede,  kan  Arealet  A  ikke  uden  videre  bruges;  I 
om  nærmere  i  §  44. 

Naar  man  ved  Trykprøver  ligesom  ovenfor  maaler  s 
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Bge  Forkortelserne  fremdeles  stærkt:  for  en  vis  Værdi  af 
3lften,  Brudgrænsen,  mister  Materialet  sin  Modstandsevne  og 
ver  plastisk. 

Saaledes  som  Fænomenerne  ved  et  Tr}'kforsog  her  ere 
Jldrede,  er  der  tænkt  paa  Svejsjæm  eller  blødt  Staal.  Haardt 
ual  derimod  har  ikke  Evnen  til  at  blive  plastisk.  Bruddet 
rakteriseres  her  ikke  ved  en  Flvden  ud,  men  ved  en  Knus- 
xgy  Springen  i  Stykker,  saaledes  som  det  skal  beskrives  for 
røde  Materialer  i  Almindelighed  nedenfor  (vi^  oO — ol). 

Den  beskrevne  fuldstændige  Analogi  mellem  Fa^nomenenie 
d  Træk-  og  Trykforsøg  for  smedeligt  Jærn  indrømmes  ikke 

alle  at  være  til  Stede.  Bach,  J.  B.  Johnson  og  de  fleste 
svde,  at  Brudgrænsen  for  Tryk  falder  sammen  med  Flyde- 
nnsen,  altsaa  at  Materialets  Modstandsevne  her  er  udtomt. 
Stte  er  dog  neppe  korrekt,  saaledes  som  bl.  a.  TV/nio/Vr*' 
ener  at  have  vist  ved  sine  Forsøg,  og  det  synes  ogsaa  lidet 
cneligt,  naar  Fænomenerne  ved  Træk  og  Tr>'k  ellers  ere 
Idstændig  analoge:  men  at  der  kan  opstaa  Meningsforskellig- 
ider,  er  let  forstaaeligt,  da  fuldstændige  Trykforsog  ere 
inskelige  at  udføre.  Prøvestykket  maa  være  kort,  naar  dot 
ie  skal  bøje  sig  ud  til  Siden,  og  i  saa  Fald  ere  Forkortelserne 
ie  lette  at  maale  nøjagtigt.  Og  naar  et  kort  Provestykke 
Euivirkes  til  Tryk  op  over  Flydegrænsen,  er  det  n;esten  umuligt 
t  konstatere,  om  man  træfler  paa  nye  nuerkelige  Punkter  af 
sbejdslinien ;  thi  selv  om  der  foregaar  en  Tilstandsforandring, 
'^or  Legemet  —  ligesom  ved  Kontraktionens  Begyndelse  ved 
'lækforsøg  —  gaar  over  til  at  blive  plastisk,  vil  dette  ikke 
ise  sig  ved,  at  Kraften  aftager  med  voxende  Forkortelse,  fordi 
«^emets  Tværsnit  ogsaa  er  bleven  større,  og  fordi  Logoniets 
Tdflvden  til  Siden  hindres  af  Friktionen  med  de  Pladen  hvor- 
gennem  Trykket  overføres. 

Tetmajers  Betragtning  gaar  ud  paa,  at  den  Tilstaiuislor- 
Lndring,  der  foregaar  ved  Overskridelse  af  FlydegraMiscn, 
igesom  ved  Trækforsøg  viser  sig  ved,  at  de  blivende  For- 
cortelser  nu  begynde  at  voxe  stærkt,  uden  at  dog  Modstands- 
svnen  derfor  er  udtømt.  Det  sidste  indtnellVr  eller  hans 
Wening  først  senere;  idet  Belastningen  veilhliver  at  voxe, 
commer  man  atter  til  et  Punkt,  hvor  der  indtræder  en  tydelig 


*)  Mittheilungen,  Heft  4. 
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udtalt  Tilstandsforandring,  idet  Legemet  nemlig  her  blirt  '^ 
plastisk,  og  det  viser  sig  ved  et  Spring  —  en  Uregelmæss^  ^ 
hed  —  i  Arbcjdsiinien,  dog  ikke  meget  tydeligt,  Fig.  118,Pl.lIi 
\'iser  Arbejdslinien  for  et  Prøvestjkke  af  blødt  Staal 
Cylinder  med  Diameter  og  Højde  lig  20"").  F  og  B  bele^ 
de  af  Tetmajer  angivne  Flyde-  og  Brudgrænser;  man 
Knækket  i  Ku^^'en  ved  B,  men  Fig.  118  viser  ogsaa  den  a{ 
de  18  Forsøgsrækker,  som  Tetmajer  anfører,  hvor  Knækket  R 
tydeligst.  Af  de  ovenfor  anførte  Grunde  kan  det  naturligvii 
være  vanskeligt  at  paavise  »Brudgrænseu«,  men  Tetniajes 
'  Anskuelse  —  at  den  i  alt  Fald  existerer  —  synes  dog  mest 
tiltalende. 

Forøvrigl  kan  det  meste  af  det  om  Trækforsøg  sagte 
føres  paa  Trykforsøg;  Definitionerne  af  Arbejdsliniens  mærkelige 
Punkter  (undtagen  Brudgrænsen)  ere  de  samme,  naar  blot 
Forkortelse  substitueres  for  Forlængelse.  Ogsaa  Tvivlen 
gaaende  Elasticitetsgrænsens  •*)  Existens  for  Materialer  i  Jerei 
oprindelige  Tilstand  bliver  bcstaaende  her. 

Ved  Forskydningsforaøy  kan  der  ikke  godt  være  Tale  0!D> 
at  maale  andet  end  Brudbelastningen.  En  ren  Forskydning 
forudsætter  nemlig  Paavirkning  i  to  konsekutive  Tværsnit,  og 
naar  man  nærmer  sig  hertil  saa  meget  som  praktisk  muligt, 
bliver  der  ligefrem  ikke  Plads  til  at  komme  til  at  maale  Form- 
forandringerne. 

\^ed  Vridnings-  og  Bøjningsforsøq   derimod   kan  man  IJ! 
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aar  man  f.  Ex.  har  en  Bjælke  med  bekendte  Dimensioner, 
elastnings-  og  Understøtningsmaade,  og  naar  man  har  fundet, 
:  der  er  Proportionalitet  mellem  Kraft  og  Formforandring 
ge  op  til  Belastningen  P,  saa  kan  man  beregne  den  tilsvarende 
pænding  (7  i  de  yderste  Fibre  af  Formlen 

M  =  a.W 

g  altsaa  ligesom  ved  Trækforsøg  angive  Proportionalitets- 
rænsen  i  Kraft  pr.  Arealenhed  (kg./cm.^).  Det  samme  kan 
ftan  derimod  ikke  gøre  for  Flydegrænsen  og  endnu  mindre 
pT  Brudgrænsen,  fordi  den  nævnte  Formel  for  Spændingen 
"lin  gælder  indenfor  Proportionalitetsgrænsen.  Dette  Forhold 
ar  man  ikke  altid  været  opmærksom  paa;  man  har  uden 
idere  af  Formlen  M  =  a .  W  beregnet  »Brudspændingen«, 
aen  man  har  saa  naturligvis  ikke  kunnet  faa  den  beregnede 
>;pænding  til  at  passe  med  den  ved  direkte  Træk-  eller  Tryk- 
3rsøg  fundne.  En  korrekt  Beregning  af  den  største  optrædende 
►pænding  er  kun  mulig,  hvis  man  kender  Afhængigheden 
nellem  Spænding  og  Formforandring  for  Træk  og  Tryk,  og 
X  i  alle  Tilfælde  meget  besværlig,  saa  den  aldrig  udføres; 
•^remgangsmaaden  er  forøvrigt  ganske  den  samme  som  den, 
•i  senere  skulle  udvikle  for  de  Materialer,  for  hvilke  Hooke's 
^ov  ikke  gælder  (§  52).  Man  angiver  derfor  ofte  endnu  en 
^ Brudmodulus  for  Bøjnings ,  som  man  f.  Ex.  kan  kalde  den 
fcf  Ligningen  M  ^=  o  .W  beregnede  Spænding  o,  naar  M 
betegner  det  bøjende  Moment,  der  fremkalder  Brud ;  men  man 
naa  saa  være  klar  over,  at  denne  Brudmodulus  ogsaa  er  af- 
hængig af  Tværsnitsformen,  saa  Værdier  hentede  fra  Bøjnings- 
Torsøg  med  forskellige  Bjælker  af  samme  Materiale  kun  kunne 
sammenlignes,  naar  Tværsnitsformen  er  den  samme.  Ganske 
3e  samme  Bemærkninger  gælde  for  Vridning. 

§  42.  Indflydelsen  af  Prøvestykkets  Form  ved 
Trækforsøg.  Paa  en  meget  slaaende  Maade  overbevises  man 
om,  at  Prøvestykkets  Form  har  stor  Indflydelse  paa  Resul- 
taterne, ved  følgende  Forsøg  af  Kirkaldy  *)  med  Prøvestykker 
^^  Svejsjærn  (særlig  godt  Materiale)  af  de  i  Fig.  116  a,  PI.  12, 
"^ste  tre  Former: 


•)  Se  f  Ex.  Bach:    Elasticitåt  und  Festigkeit,  2te  Aufl.,  1894,  S.  28—29. 


Prøvestykkets 

Form 

Bruderæuse 

Kontraktiou 

Flg. 

116. 

1.  o  = 

2,54  '•'■ 

4560 

61,0 

2.   d  =f 

1,85   - 

6420 

8,0 

3.   d  — 

1,85   - 

4920 

49.2 

Ffg. 

iie 

1.  n  ^ 

2,54™.      , 

5025 

10,7 

2.  d    = 

1,78    - 

6910 

13,8 

3.  d    = 

1,78   - 

5020 

36.0 

Prøvestykket  2  med  en  inddrejet  Not  giver  langt  lioje« 
Brudgrænse  og  langt  mindre  Kontraktion  end  de  to  andn 
Former.  Fænomenet  kan  forklares  ved  Hjælp  af  §  17,  hvor 
vi  have  set,  at  en  hindret  Kontraktion  forøger  Bæreevnen.  At 
Kontraktionen  faktisk  er  hindret  for  Prøvestykke  Nr.  2,  w 
tydeligt  af  Tallene  i  Tahellens  sidste  Kolonne;  og  at  Formeo 
her  maa  hindre  Kontraktionen,  forstaas  ved  at  lægge  et  Normal- 
snit  et  Sted  i  den  inddrejede  Not  i  nogen  Afstand  fra  dens 
Midte.  Ude  ved  Overfladen  maa  Spændingen  være  rettel  | 
parallelt  med  denne  og  har  altsaa  en  Komposant  vinkeW 
paa  Kraflretningen ,  som  modsætter  sig  Tværsnittets  For- 
mindskelse. 

Det  samme  Fænomen    er  konstateret   af  mange   andre  og 
for  forskellige   Materialer*),   og  det   er   sikkert  en   almindelig 
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Prøvestykkets  Form 

Brudgi*ænse 
kg./cm.^ 

Kontraktion 

1  —  2,54  c»n- 

6640 

49,0 

1  —  1,27    - 

6870 

43,4 

Z  —  0,635  - 

7200 

39,6 

Halvcirkel-Not,  Rad. 

1  cm. 

8170 

31.6 

-                  -            -         zz:. 

0,29  cm. 

9470 

23,0 

skarp,  trekantet  Not 

8220 

ubestemt. 

Den  skarpe,  trekantede  Not  giver  ikke  saa  stor  en  For- 
else af  Brudgrænsen  som  den  afrundede  Not  med  mindst 
idius,  hvilket  forklares  ved  det  vel  kendte  Fænomen,  at 
nske  pludselige  Tværsnitsvariationer  altid  vise  sig  som  svage 
mkter. 

Ved  de  her  omtalte  Forsøg  spiller  ogsaa  den  Omstændig- 
id  en  Rolle,  at  Bruddet  nødvendigvis  maa  falde  i  Noten,  og 
it  er  sandsynligvis  ikke  just  Stangens  svageste  Punkt;  en  til- 
rækkelig  Forklaring  faas  dog  næppe  herved. 

Ved  virkelige  Trækprøver  maa  man  naturligvis  anvende 
1  Form  af  Prøvestykkerne,  hvorved  saadanne  fremmede 
idflydelser  som  en  hindret  Kontraktion  o.  1.  ikke  gøre  si^ 
Bidende.  Dette  opnaas  ved  at  give  Prøvestykket  en  nøjagtig 
^lindrisk  eller  prismatisk  Form  paa  en  Længde,  der  er  noget 
ørre  (mindst  1*^"^-  ved  hver  Ende)  end  den,  paa  hvilken  For- 
engelsen  maales..  Men  dernæst  opstaar  det  Spørgsmaal,  hvor- 
:des  man  skal  forme  sine  Prøvestykker  for  at  opnaa  Resul- 
iter,  der  i  alle  Henseender  kunne  sammenlignes  med  hin- 
iden.  Herover  er  der  gjort  en  Mængde  Forsøg;  som  Resultat 
f  disse  skal  det  først  fremhæves*),  at  Elasticitetskoefficienten, 
rudgrænsen  og  Kontraktionen  ere  næsten  uafhængige  af  Prøve- 
ykkets  Form;  Afvigelserne,  der  vise  sig,  og  som  ogsaa  ses  af 
orsøgsresultaterne  nedenfor,  ere  i  Almindelighed  ikke  større, 
id  at  de  kunne  hidrøre  fra  tilfældige  Forskelligheder  af 
aterialet.  Spørgsmaalet  drejer  sig  egentlig  kun  om  .  For- 
øgelsen. 

For  at  Sagen  skal  være  klaret,  maa  man  vide,  hvorledes 
!   maalte    Forlængelser    for   to    Prøvestykker   med  forskellig 


•)  Bauschinger :  Mittheilungen,  Heft  21. 

A.  Ostenfeld:   Teknisk  Elasticitetslære. 
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94 

Maalelængde   og   forskellig   Form   og   Størrelse    af 

TværsuiltitL 

skulle  s 

amnieiilignes.     Saa  vidt  er  man  dog  ikke  naaet;  raail^ 

ved  ku 

1  følgende : 

>, 

1. 

Fuldstændig  ligedannede  Prøvestykker  af  samme  AfoferMlti, 

give  samme  Forlængelse  {Barbas  Lov  *). 

Ul 

Til 

Bevis    for    Rigtigheden    anføres    følgende 

Forsag  af 

Barba* 

a.     Cylindriske  Legemer;  haardi  Staal. 

d 

l 

Brudgrænse  '  KontrakUon 

ForlænSdK 

m.m. 

m.m. 

kg./cm.' 

7o 

"l 

6.9 

60 

7,24 

64B0 

36,5 

m 

10.35 

7B 

> 

6490 

38.0 

13,80 

IQO 

1 

63S0 

37,4 

17.20 

125 

0330 

38,4 

18,1 

20,75 

150 

6350 

31,8 

m 

24.10 

176 

6200 

35,8 

w 

27.60 

SOO 

' 

6320 

84,4 

iw 

b.     Rektangulært  Tværsnit;  blødt  Staal. 

Tværs  mi 

L«ngde 

[  Brudgneiiat 

Forl«ngelse 

m.m. 

m.m. 

1     kB./cm' 

"h 

20  X    a     1           50         1         3720        1         39,0 

■■ 

195 


§  42. 


in,  der  danner  sig,  inden  Punktet  B  i  Fig.  113,  PL  12,  er 
erskredet)  og  af  den  lokale  Forlængelse  A.2  paa  den  Strækning, 
or  Indsnøringen  finder  Sted.  Den  sidste  Størrelse  (A.«)  er 
•  cylindriske  Prøvestykker  tilnærmelsesvis  proportional  med 
ametren,    for   vilkaarlig    Form   af  Tværsnittet  kan  den  til- 

;rmelsesvis  sættes  lig  K  VF,  hvor  K  er  en  Konstant.  Nu  har 
in  altsaa: 


er 


k  =  €iI+kVf] 

€  =  —j-  =  ei  +  K-j-     , 


(3). 


;ri  ere  Si  og  K  konstante  for  samme  Materiale.  Denne 
ilation  maa  dog  ikke  betragtes  som  absolut  rigtig,  saaledes 
man  ved  den  skulde  kunne  sammenligne  Resultaterne  for 
It  forskelligt  formede  Prøvestykker.  Den  gælder  vel  egentlig 
in  saa  nogenlunde  for  ligedanhede  Tværsnit;  af  følgende 
)rsøgsrække  af  Barba  **)  ses  f.  Ex.  Forholdet  mellem  for- 
ellige Former  af  Tværsnittet: 

Samme  F  og  1;  Forlængelsen  skulde  være  den  samme. 


Tværsnits- 
form 

Brudgi*ænse 
kg./cm.^ 

Forlængelse 
pr.  10  cm. 

Cirkel 

Kvadrat 

Rektangel 

4150 
4170 
3960 

32,7  % 
33,7    - 
36,0   - 

•)  Ligningen  indbefatter  Barba's  Lov  som  specielt  Tilfælde.  For  Prøve- 
stykker med  kongruente  Tværsnit,  men  forskellige  Længder,  er  den  op- 
stillet og  dens  Rigtighed  eftervist  af  Brandt  og  Liachnitzki  (Foredrag 
af  Belelubsky,  se  Bauschingers  Mittheilungen,  Heft  22,  S.  309),  samme- 
steds er  Ligningen  opstillet  for  konstant  Længde  og  forskellige,  men 
dog  ligedannede  Tværsnit,  og  Rigtigheden  heraf  er  —  ikke  særlig 
slaaende  —  eftervist  af  Brandt  (Zeitschr.  d.  fisterr.  Ing.  og  Arch.  Vereins, 
1893,  S.  528)  ved  Hjælp  af  Tetmajers  Undersøgelser  (Tetm.:  Mittheilungen, 
Heft  4).  —  Større  Undersøgelser  over  dette  Emne  ere  foretagne  af 
Barba,  Bauschinger,  Tetmajer  (cit.  ovenfor),  Appleby  (Min.  of  proc.  Inst. 
C.  E.  Vol.  CXVlIl,  1893—94),  og  formodentlig  flere. 

♦)  Se:  Rapport  XXVI  de  la  commission  des  méthodes  d'essai,  T.  HI. 
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Selv  om  man  saaledes  ikke  er  i  Stand  til  at  opstille  e 
Relation,  der  kan  bruges  under  alle  Forhold,  kan  man  dog 
Praxis  med  tilstrækkelig  Tilnærmelse  antage,  at  Prøvestgkla 
for  hvilke  VF:  I  er  konstant,  give  samme  Forlængelse,  nai 
man  ikke  anvender  altfor  unormale  Dimensioner  (rektangalæ 
Tværsnit  med  meget  stor  Bredde  i  Forhold  til  Tykkelsen  o.! 
eller  altfor  kort  Maalelængdc  (mindre  end  Indsnøringslængdoi 
Et  Begreb  om  den  Nøjagtighed,  der  opnaas  paa  denne  Maad 
faas  ved  følgende  Forsøg  *)  med  to  forskellige  Slags  Jæn 
anstillede  i  Creusot.  For  begge  Forsøgsrækker  er  1 :  yF^=  S,lft 


Tværsnit 

F. 
OM.' 

1 

kg.!em.' 

Konlraktlon 

"'o 

ForlieDgeb 

% 

Cirkel,         d  -=  27.6* 
Rektangel.  25  X  10 
.           40  X    5 

20.0 
12,9 
10.0 

3790 
3995 
3842 

87,1 
62.0 
.'i9,2 

3D.II 
31,1 
30,8 

Cirkel,  d  =  20 
C  50X25X6 
L,  30X30X4 

do. 
.      20  X  20  X  4 

do, 

2.96 

2,18 
2.18 
1,41 

1,« 

14,0 

18,8 
12.0 
12,0 
9.7 
9.7 

4310 
4550 
4120 

4060 
4650 

4540 

69,8 
50,5 
49.1 
53,0 
63,9 
49,8 

3S,4 
31.0 
32.5 
34.0 
31,S 
33,5 

■ 
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laar  Prøvestykkets  Tværsnitsareal  er  givet,  skal  man  herefter 
leregne  Maalelængden  af: 

/  =  11,3  VF.  (4). 

Den  franske  Statskommission  angaaende  Materialprøver, 
ivis  Beretning  er  citeret  adskillige  Gange  ovenfor,  er  derimod 
gaaet  ud  fra  F  =  6®"-',  /  =  20^™-,  hvorefter  Maalelængden 
skal  beregnes  af 

/  =  8,165  VF,  (4  a). 

Maalingen  af  Forlængelsen  udføres  i  Almindelighed   paa 

to  diametralt  modsatte  Sider  af  Prøvestykket  mellem  de  Køm- 

punkter,   der  begrænse  Maalelængden.      Hvis    Bruddet   falder 

tæt  ved  den  ene  Ende    af   Maalelængden,    bliver   en    direkte 

Waalings  Resultater  upaalidelige,  fordi  Indsnørings-Strækningen 

ikke  falder  helt  paa  den  prismatiske  Del  af  Prøvestykket.   Man 

kan  da  hjælpe  sig  ved  at  anvende  en  indirekte  Maaling,  naar 

man  i  Forvejen  har  inddelt  Maalelængden  i  enkelte  Centimeter. 

Hvis  Længden  f.  Ex.   er  20°"*,  og  Bruddet  falder  ca.  5*^"-  fra 

den  ene  Ende,  maaler  man  den  nye  Længde  af  den  Strækning 

paa  10*^"-,    i  hvis  Midte   Brudstedet  ligger,    og  adderer  hertil 

det  dobbelte   af  den    nye    Længde    af  de    følgende    5°"-    paa 

den   ene  I  Side.      Man    anvender   nu    i   Almindelighed    denne 

Methode,  hvis  Bruddet  falder  udenfor  den   midterste    Tredie- 

del  af  Længden  *). 


§  43.  Gennemsnitsresultater  af  Forsøgene.  "I 
efterfølgende  Tabel  er  angivet  de  Middelværdier  af  Elasticitets- 
koefficienten  for  Træk  og  Tryk  og  af  Proportionalitetsgrænsen, 
man  kan  regne  med,  samt  de  Fordringer,  man  almindelig 
kan  stille  til  Jærn,  der  skal  anvendes  i  forskellige  Bygnings- 
konsiruktionsøjemed. 


*)  Bauschinger  (Mitth.  Heft  21)  har  angivet,  at  man  kun  behøver  at  an- 
vende Methoden,  naar  Bruddet  falder  udenfor  den  midterste  Halvdel 
af  Længden. 
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E 

Proport,- 

Brud- 

For- 

grænse. 

grænse. 

pr.Mci 

kg./cm.' 

kg.'cm.' 

kg./cm,> 

% 

1.  Svejiyæm. 

Bedste  Ntttejærn,  rf<25ra,ni. 

1600 

3800*) 

IS'] 

.                '           rf>25      - 

g 

15—1600 

3600*) 

];r 

Fafonj^rn.  nndt  Jjerii  og  Plader  1 

o 

Valsei-cluingeii. 

i 

med  Tykkelser  <  lOm.m. 

ij 

3600«) 

IS*i 

.             >         mellem  10  og]  5  m.m. 

3500  •) 

12', 

.             .               .       15i>b25     - 

"*■ 

- 

3400*) 

12'1 

Plader,  tværs  pas  Valseretn. 

28-3000*) 

3-4*) 

Traad*') 

. 

5-8000 

2.  Btedt  Staal. 

g 

Nittt^ærn 

g 

20-2400 

36-4200*) 

221 

s 

Valscretniugeii 

1  " 

1 « 

37-4400*) 

JO'l 

Plader,  Ivten  poa  Valseretn. 

36-4500*) 

17') 

Tmad*^ 

6S-8600 

3.  HaaTdt  Staal 

1  i 

struktl Olier  o.  1. 

2S-42U0 

45-flOOO*) 

IH-; 

Ti-aad"),    blød                                         I     f. 

05-10000 

WM 
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De  anførte  Tal  gælde  særlig  for  det  til  Jærnkonstruktioner 
roer,  Husbygning  o.  1.)  anvendte  Materiale.  Vi  kunne  ikke 
ir  komme  ind  paa  de  specielle  Fordringer,  der  stilles  til  Jærn 
alle  særiige  Tilfælde  (Dampkedler,  Skibsbygning  o.  s.  v.),  men 
:ulle  dog  for  at  give  et  fyldigere  Begreb  om  visse  Arter  af 
ern,  der  ere  særiig  daariigt  repræsenterede  i  ovenstaaende 
ibel,  endnu  anføre  følgende  Sammenstilling*): 


Brudgrænse 

Forlængelse 

Kontraktion 

kg./cm.^ 

'% 

% 

Digelstaal,  smedet  eller  valset. 

Hjulbandager  for  Lokomotiver 

65—7000 

15 

25 

»              »    Tendere  og 

« 

alm.  Vdgne 

55-6000 

18 

30 

Jærnbaneaxler  o.  1. 

50—6000 

20 

35 

Skibs-Skrueaxler  o.  1. 

50—5500 

20—25 

40 

Hjulbandager,  højst 

9 

85-9000 

4curtinstaal,  smedet  eller  valset. 

/ 

Hjulbandager  for  Lokomotiver 

60—6500 

15 

25 

*  »               »    Tendere  o.  1. 

5000 

18 

30 

Jærnbaneaxler 

5000 

18 

30 

Hjulbandager,  højst 

8000 

'W  Staal  (usmedet,  mest  Martin-) 

upp  leverer: 

:il  Skibsstævne,  Krumtapaxler  o.  1. 

42  -  5000 

25—30 

40—60 

>   Stempler,  Tandhjul  o.  1. 

45-5500 

20—27 

35-55 

>   Jærnbanehjul  med  paastøbt 

Bandage,  Hjærtestykker 

60—7000 

10 

*rnbaneskinner**),  mindst 

4500 

legraftraad  ••),  udglødet,  forzinket 

mindst 

4000 

ilefontraad  ••)  forzinket,  mindst 

13-14000 

5  (pr.  50  cm.) 

•)  Efter  C.  Bach:  Die  Maschinen-Elemente,  6te  Aufl.,  1897.  De  angivne 
Tal  ere  Gennemsnitsfordringer  og  betegne  derfor  almindeligvis  Mini- 
mumsværdier. Oplysninger  om  det  af  svenske  Værker  præsterede 
Støbestaal  findes  i  ^Hålfasthedsprof  å  svenska  materialier«.f  utgifna  af 
Jårnkontoret,  Stockholm,  1897. 

•)  Efter  ^Vorschriften  fur  Lieferiingen  von  Eisen  und  Stahl,  aufgest  vom 
Verein  deutscher  EisenhMtenleute,  Dusseldorf,  1893. 
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Hermed  er  der  givet  et  fundamentalt  Uegi-eh  oui  de  vif 
tigste  Talværdier.     Vi  skulle  nu  gaa  lidt  mere  i  Detailler, 

1.  Træk.  Al'  Tabellen  S.  198  ser  man  tydeligt,  al  Shrtm 
er  størst  for  de  spinklere  Dimensioner;  Materialet  forædles  ved 
Bearbejdelsen.  Det  er  imidlertid  ikke  blot  Brudgrænsen,  dtr 
hæves  her\'ed,  ogsaa  og  endnu  mere  Proportionalitetsgriensen, 
ledes  som  man  ser  af  følgende  Forsøgsrække*)  med  Rundjm 
(Svejsjærn)  af  samme  Materiale,  men  forskellig  Diameter;  naar 
Brudgrænsen  og  Proportionalitetsgnensen  for  Stangen  med  2" 
Diameter  sættes  lig  1,  fandtes  følgende  Forhold: 

Diameter:  2"      1{,"      1"       |"       J"       ^-"       i"     f 

Brudgrænse  1,0     l,6ii     l,lfi     1,05     1,11     1,08     1,09    1,08 

Proport.grænse       1,0     1,23     1,39     1,30     1,40     1,49     1,51    1,60. 

Hver  af  Angivelserne   er  Middeltal  af  3 — 6  Forsøg, 

Dette  Forhold  træder  ikke  saa  stærkt  Erein  for  Staal  som 
for  Svejsjærn.  Efter  Campbell  angiver  Johnson**),  at  Unid- 
grænse  og  Forlængelse  for  Staal  ere  omtrent  uafhængige  af  Me- 
taltykkelsen, medens  Flydegrænsen  (og  formodentlig  ogsaa  Pro- 
portion alitetsgrænsen)  ligger  højere  for  spinkle  Dimensioner. 

I  Sammenhæng  hermed  skal  nævnes  Tetmajers  Under- 
søgelser af  valsede  I-Bjælker  af  Svejsjærn  og  Thomasstaal***). 
I  Fig.  117,  PI.  12,  ses  forskellige  Træk-Arbejd  si  i  ni  er,  og  detrl 
blandt    ogsau    for    to   Prøver  af  en  Svejsjæmsbjælke,    den  ene 
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Blødt  Staal. 

Svejsjærn. 

Flange. 

Krop. 

Flange. 

Krop. 

E  —  .... 

2110900 

2099900 

2035100 

2053100 

P  —  .... 

2310 

2510 

1440 

1390 

F  —  .... 

2800 

3210 

2440 

2360 

B  —  .... 

4240 

4690 

3760 

3460 

s  =  

26,3 

24,1 

22,3 

10,7 

<jp  —  .... 

57,4 

52,0 

32,7 

16,2 

B  —  .... 

0,54 

0,54 

0,38 

0,40 

B  —  .... 

0,66 

0,68 

0,65 

0,68. 

'^ed  Svejsjærnet  viser  Flangens  Overlegenhed  sig  tydeligt, 
itaalet  er  Kroppens  Materiale  stærkest,  men  Flangens 
st  (f  og  (f  ere  størst  for  Flangen). 

)e  nederste  to  Talrækker  angive  Beliggenheden  af  Pro- 
»nalitets-  og  Flydegrænsen  i  Forhold  til  Brudgrænsen, 
vel  disse  Forhold  naturligvis  langtfra  ere  konstante,  give 
)g  i  det  hele  et  rigtigt  Begreb:  Flydegrænsen  ligger  om- 
lige  højt  i  Forhold  til  Brudgrænsen  for  Svejsjærn  og  blødt 

Proportionalitetsgrænsen    derimod   forholdsvis    lavere   for 
ærn. 

denne  Henseende  er  ogsaa  en  anden,  mere  omfattende 
gsrække  af  Tetmajer"^)  særdeles  oplysende.  Vi  anføre 
ide  Tal: 


Blødt  Staal. 

Svejsjærn. 

P:B 

F.B 

P:B      F.B 

idjæm     (18  Forsøg) 

0,46 

0,66 

0,40        0,64 

der          (18      — 

0,47 

0,61 

0,43        0,63 

dt  Jæm  (16      — 

0,62 

0,75 

0,56        0,72 

keljærn  (16      — 

0,54 

0,66 

0,49        0,68 

'orøvrigt  skal  det  bemærkes,  at  Proportionalitetsgrænse, 
grænse  o.  s.  v.  kunne  variere  betydeligt  indenfor  samme 
e  Jærn,  Elasticitetskoefficienten  ligeledes.  Dette  gælder 
ig  Proportionalitetsgrænsen;  exempelvis  kan  anføres,  at 
hinger**)  for  4  Prøvestykker,   der  bleve  skaarne  ud  lige 


mheilungen,   Heft  4.     Resultaterne    findes  S.  110,  118,  134,  140  (i  den 
anske  Udg.). 

ittheilungen,  Heft  21,  Tab.  III.   Sammesteds  ses  flere  lignende  Exempler^ 
jsaa  for  Staal  (Tab.  II). 
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ved  Siden  af  hinanden  af  samme  Plade  af  Svejsjærn,  fandt 
Proportionalitetsgræiiserne :  1990,  1210,  1490,  1780  kg./fi 
Elasticitetskoeffidenten  angives  undertiden  at  kutine  variere 
indtil  10  "'o  fra  Middel va;rdien  til  begge  Sider,  selv  for  Provi 
stykker  tagne  fra  samme  større  Stykke. 

Tværs  paa  Valseretningen  er  Svejsjærnets  Styrke  ofte  kun 
c.  0,8*)  af  Styrken  i  Vulseretn ingen,  men  ved  særlig  Packe- 
tering  kan  Styrken  skalles  lige  stor  i  alle  Retninger;  for 
er  der  ingen  væsentlig  Forskel. 

Naar  der  i  Tabelien  ovenfor  (S.  198)  er  opfort  en  højere 
og  en  lavore  Værdi  for  Brudgrænsen,  —  det  erindres,  at  Tallene 
ere  tagne  fra  Leveringsbetingelser,  —  saa  er  Meningen  hermed, 
at  man  til  Jærukonstruktioner  som  oftest  kun  vil  anvende 
temmelig  blødt  Staal,  og  man  foreskriver  derfor  undertiden 
ogsaa  en  højere  Grænse  for  Brudstyrken,  idet  dennes  Størrelse 
rent  praktisk  anvendes  som  Skelnemærke  mellem  de  haarde 
og  bløde  Varieteter.  At  den  højere  Gnense  er  angivet  li^ 
større,  naar  Prøven  tages  tværs  paa  Valseretningen,  betydet 
kun,  at  man  helst  maa  tillade  noget  større  Spillerum  i  demrf 
Retning. 

I  Fig.  117,  PI.  12,  ses  Arbejiifvlinier  for  forskellige  Arter 
af  smedeligt  Jærn.  Linien  V  svarer  til  ualmindelig  blø^ 
Svejsjærn;  den  plastiske  Periode  er  her  usædvanlig  lang.  Ht 
og    IV    have  været   omtalte   ovenfoi-,    II   svarer  til  almindeligt 
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Kulstof- 

Brudgrænse 

Forlængelse 

indhold 

pr.  40  cm 

% 

kg./cm.  ^ 

% 

0,14 

4430 

21,8 

0,19 

4780 

20,1 

0,46 

5330 

18,1 

0,51 

5600 

14,3 

0,54 

5560 

17,8 

0,57 

5605 

18,5 

0,66 

6300 

13,7 

0,78 

6470    ^ 

11,4 

0,87 

7350 

8,1 

0,96 

8300 

6,6 

ndtes  en  lilfe  Smule  højere,  naar  den  maaltes  2den  Gang, 
vilket  viser,  at  den  første  Paavirkning  har  frembragt  en  lille 
livende  Fonnforandring  ogsaa  indenfor  Proportionalitets- 
rænsen.  Dette  Forhold  træder  langt  stærkere  frem  ved  de 
3røde  Materialer,  som  vi  senere  skulle  se.  Man  bør  derfor 
Itid  ved  Bestemmelse  af  Elasticitetskoef ficienten  først  strække 
langen  omtrent  op  til  Proportionalitetsgrænsen,  inden  man 
»retagér  Maalingen. 

Ved  Forzinkning  formindskes  Styrken  af  Traad  for  de 
rkkere  Sorter  2—3  <>/o,  for  de  finere  op  til  c.  10  %.  *) 

2.  Tryk,  De  i  Tabellerne  S.  198—99  anførte  Tal  gælde  kun 
ræk;  vi  skulle  nu  undersøge  Forholdet  overfor  de  andre  Paa- 
irkningsmaader  og  begynde  med  Paavirkning  til  Tryk. 

Her  gælde  i  Virkeligheden  ganske  de  samme  Tal  som  for 
ræk,  baade  for  Elasticitetskoefficient  og  for  Proportionalitets-, 
lyde-  og  Brudgrænse,  naar  denne  sidste  tages  i  Tetmajers 
etydning  af  Ordet  (se  §  41).  Til  Illustration  heraf  anføres 
'Igende  Forsøgsresultater.  Idet  Proportionalitets-,  Flyde-  og 
rudgrænse  ligesom  ovenfor  betegnes  ved  P,  F  og  J5,  og  idet 
idex  t  betegner  Træk,  c  Tryk,  fandt  re//n o/er**)  som  Middel- 
il  af  et  større  Antal  Forsøg: 


*)  Ifølge    G.  Mehrtens:    Eisen    und   Eisenkonstruktionen    (Abth.    I,    Bd.  II, 
Heft  1  af  ^Handbuch  der  Baukunde*),  Berlin,  1887.     S.  247. 

'•)  Mittheilungen,  Heft  4,  S.  84  (i  den  franske  Udg.). 


Ulødt  Staal,  rundt  1,01 

Svejsjærn,         »  1,00 

Ulødt  Staal,  Kedelplade 
Svejsjærn.  rundt, 


1.18 
1,05 


F.-F, 

B.J, 

0.95 

0,98 

1,01 

1,(10 

1,00 

I,« 

0,86 

11,91 

Arbejdslinieii  for  et  af  dUse  Tryklorsøg  ses  i  F"ig.  118, 
Pi.  12;    Flyde-    og    Brudgrænseriie   ere   mærkede   ved  FogB, 

Dapmj*)  har  for  blødt  Staal  fundet  P^ :  Pt  =  I,M, 
F, ;  Ft  =  1,00.  som  Middeltal  af  5  Forsøg;  Ec  ■  ^-i  er  efter  Do- 
puy  lidt  større  end  1 ;  Forsøg  ved  (let  Chalmerske  InsIM  i 
Gøteborg  med  valset  og  udglødet  Bcsscmerstaal**)  af  forske 
ligt  Kulstofindhold  have  givet: 

Kulstof,  "/o :  0,15.  0,25,  0,35,  0,50,0,60,0,70  0,80,0,95,  1,10,1,3) 
E,:E,  =      1,05,  1,04,  1,00,1.09,1,05,1,07,1,01,1,04  1,06,1,01; 

derimod  have  Forsøg  af  jVars/i«//***)  med  Svejsjærn,  Staal  (mal 
under  7000  kgJcni.*  Brudgrænse)  og  Fjederstaal  (Brudgræn« 
10000  kg.  cm.')  givet: 


E,:Et  - 


0,98,  0,97,  0,99. 


Naar  man  taler  om  Brndgrænse  overfor  Tryk  for  seigf 
Legemer,  niaa  man  erindre,  af  den  tænkes  funden  ved  al 
sammentrykke  et  kort,  prismatisk  Prøvestykke  mellem  to  pu- 
rallele  Plader;   Materialet 
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iske  oplysende  Forsøg,  som  J.  B,  Johnson'^)  har  anstillet; 
n  trykkede  i  en  Prøvemaskine  et  Stykke  af  Bandagen  af  et 
komotivhjul  mod  en  Jærnbaneskinne  og  maalte  Arealet  af 
røringsfladens  Størrelse  svarende  til  forskellige  Tryk.  Som 
af  sine  Resultater  nævner  han,  at  den  største  Fiberpaavirk- 
ig,  der  naaedes,  maa  have  været  c.  11500  kg. /cm.*,  og  her- 
d  viste  der  sig  ingen  maalelig  permanent  Sammentrykning, 
oraf  han  slutter,  at  Flydegrænsen  ikke  kan  være  naaet, 
ønt  den,  bestemt  paa  sædvanlig  Maade,  kun  var  3500  kg./cm.^ 
r  Skinnematerialet). 

Lignende  Resultater  skulle  vi  se  i  §  51  for  sprøde  Materialer, 
or  Indflydelsen  af  Prøvestykkets  Form  er  nærmere  undersøgt. 

3.  Bøjning.  Saa  længe  man  holder  sig  indenfor  Propor- 
*nalitetsgrænsen ,  gælde  ganske  de  samme  Tal  som  for  Træk 

Tryk,  For  ElasticitetskoefBcientens  Vedkommende  have 
allerede  eftervist  dette  i  §  39.  For  Proportionalitetsgrænsen 
ilder  det  naturligvis  netop  endnu;  ved  de  ovenfor  omtalte 
)rsøg  af  Tetmajer**)  med  valsede  I-Bjælker  fandtes,  som 
evnt,  ved  Trækforsøgene  med  Materiale  fra  Flangerne  (det 
nærmest  dem,  man  maa  sammenligne  med  Bøjningsforsøg) 
roportionalitetsgrænsen  2310  kg. /cm.*  for  blødt  Staal,  1440 
r  Svejsjærn.  Som  Middeltal  af  15  Bøjningsforsøg  fandtes  de 
[svarende  Tal  at  være  2320  og  1560  kg. /cm.«. 

Naar  man  kommer  udenfor  Proportionalitetsgrænsen,  kan 
lan  som  bekendt  ikke  vente  Overensstemmelse  med  Træk- 
rsøgene,  hvis  man  anvender  de  sædvanlige  Bøjningsformler. 
en  ved  disse  beregnede  Brudmodulus  B^  (se  §  41)  eller 
innes  Forhold  til  Træk-Brudgrænsen  Bf  vil  foruden  af 
iaterialet  ogsaa  afhænge  af  Tværsnitsformen.  Da  Værdien  af 
rudmodulus  ofte  anføres  (sjældnere  dog  for  smedeligt  Jærn 
id  for  andre  Materialer),  skulle  vi  nævne  et  Par  Forsøgs- 
isultater.  Bauschinger  ***)  finder  for  Bjælker  med  rektangulært 
værsnit  (14  X  5,5*^")  paa  Højkant  af  Staal  med  forskelligt 
ulstofindhold  (samme  Materiale  som  ved  de  ovenfor  omtalte 
rækforsøg): 


•)  Materials  of  construction,  S.  506. 
'•)  Mittheilungen,  Heft  3,  S.  134  og  142. 
••)  Mittheilungen,  Heft  3,  Tabel  H  og  VH. 


c  i  %  =  0,14,  0,19,  0,4li,  0,.'il,  0.54,  0.57,  0,6(),  0,78,  0,87,(1,«, 
B^  :  Bt  =  1,78,  1.79,  1,56,  l,6fi,  1,54,  1,71,  1,37,  1,35, 1,04, IJIl 

Considére  *)  finder  for  to  Stænger  af  Staal  med  kvadratii 
Tværsnit  Bf,:B,  =  1,73  og  1.95,  for  en  Stang  med  kvadratii 
Tværsnit  af  Svejsjærn   1.92,  med  cirkulært  Tværsnit  2,40. 

Tetmajer  *'■')  finder  forj  valsede  I-Bjælker  som  Middeltal 
af  15  Forsøg:  for  blødt  Staal  Bt  :  B,  ==  0,97,  for  Stqs- 
jærn  0,98. 

I  Fig,  U9,  PI.  12,  sp.s  to  Bøjnings-Diagrammer 
valsede  I-Bjælker  af  Svejsjærn  og  blødt  Staal;  Bjælkerne havds 
to  simple  Understøtninger  i  1,50"'-  Afstand  og  belastedes  med 
en  Enkeltkraft  i  Midten.  Nedbøjningerne  i  Midlen  ere  afsatte 
som    Abscisser,    Kraften    som    Ordinat. 

Uoverensstemmelsen  mellem  Briidniodulus  for  Bøjning  fft 
Brudgrænsen  for  Træk  er  i  Almindelighed  størst  for  Svcjsjitni 
og  blødt  Staal,  mindre  for  haardt  Staal.  Grunden  hertil  tnaa 
for  en  stor  Del  søges  i,  at  en  Bjælke  af  blødt  Materiale,  nasr 
Flydegrænsen  er  overskredet,  forholder  sig  som  forklaret  lii- 
ligere  ved  Hjælp  af  Fig.  102  og  103,  PI.  10;  Tværsnittet  df- 
formeres  meget  stierkt,  og  den  neutrale  Axc  flytter  sig  bort  fo 
Midten,  hvorved  Modstandsevnen  forøges;  der  finder  ofte  slel 
ikke  noget  egentligt  Brud  Sted. 

4.  Forskydning.  Denne  Paavirkningsmaade  spiller  navnlif 
en  Rolle  for  Nitte-  og  BoHeforbindelser;  de  forskellige  specielle 
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*d,  hvad  vi  lige  have  set  angaaende  Brudmodulus  ved 
jning  og  Brudgrænsen  for  Træk.  Imidlertid  finder  man 
d  Forskydningsforsøg  tilfældigvis  *)  netop  omtrent  B/ :  Bt 
0,75  —  0,8.  Lavalley  **)  har  saaledes  fundet  for  Rundjæms- 
enger  (Bt  =  4000  kg. /cm.«): 

Diameter  (i  m.m.)    8        10         12         16 
BfiBt  =  .  .  0,82     0,79     0,78      0,79. 

Bauschinger  fandt  for  de  oftere  nævnte  Staalstænger  med 
rskelligt  Kulstofindhold  (rektangulært  Tværsnit): 

L  o/o  =  0,14,  0,19,  0,46,  0,51,  0,54,  0,57,  0,66,  0,78,  0,87,  0,96, 
:Bt  =  0,77,  0,78,  0,67,  0,72,  0,70,  0,65,  0,68,  0,64,  0,68,  0,70. 

Herefter  synes  det  i  det  hele,  som  om  Forholdet  er  mindre 
r  de  haardere  Staalsort^r.  For  Nittejærn  er  der  anstillet 
allige  Forsøg;     Bj.Bt  varierer  her  gerne  mellem  0,8  og  1,0. 

Ved  Svejsjærnsplader  afhænger  Bj  af  Retningen  af  For- 
:ydningspaavirkningen  i  Forhold  til  Valseretningen  og  af 
acketeringen***).  Hvis  Hovedretningen  for  Fugerne  i  Packeten 
Ider  i  Pladens  Længderetning  og  Forskydningspaavirkningen 
ir  samme  Retning,  gaar  Bj.Bt  ned  til  0,7. 

5.  Vridning.  Saalænge  Paavirkningen  holder  sig  indenfor 
roportionalitetsgrænsen ,  gælde  de  samme  Tal  som  for  For- 


*)  Forskydningsspændingen  i  Brudøjeblikket  beregnes  ved  den  Slags  For- 
søg altid  ved  at  dividere  hele  Kraften  Q  med  Tværanitsarealet  F,  og 
for  Materialer,  der  blive  plastiske ,  inden  Bruddet  foregaar,  er  dette 
sikkert  ogsaa  meget  nær  rigtigt;  Spændingen  er  da  i  sidste  Øjeblik 
ensformig    fordelt       Det    synes    derfor    mindre    korrekt,    naar   Bach 

(Elasticitåt   und   Festigkeit,    2te    Auflage,    S.    220)    i     Ligningen     T.O 
=  0,75  —  0,80    indfører    de     i     §    38    fundne    Udtryk    for    Forskyd- 

0 
ningen,     hvorved    for    rektangulært    Tværsnit    -^-.0  =.  0,5  —  0,53,  for 

O 
en  Cirkel  -^  :  <J  =  0,56  —  0,6,  og  saa  venter,  at  disse  Udtryk  skulle  be- 
kræftes ved  Brudforsøg.   Formlerne  i  §  38  for  Forskydningsspændingens 
Fordeling  over  Tværsnittet  gælde  kun  indenfor  Proportionalitetsgi'ænsen 

ligesom  Ligningen  T :  (7  =  0,75  —  0,80.  For  det  første  kan  man  ikke 
vente,  at  denne  Ligning  skal  bekræftes  ved  Briirfforsøg,  og  endnu 
mindre  kan  man  det,  naar  den  først  omformes  ved  Hjælp  af  andre 
Ligninger,  der  heller  ikke  gælde  i  Briidøjeblikket. 

*)  Rapport  XXXIII  de  la  commission  des  méthodes  d'essai,  T.  III.  Paris  1895. 

•)  Bauschinger:  Mittheilungen,  Heft  2. 
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skytiiiing,  eller  da  man  ikke  ved  Forskyd  ni  ngsforsag  U 
anstille  Maalinger  indenfor  Proportioiialitetsgrænsen,  maa 
hellere  udtrj'kke  det  saaledes,  at  indenfor  denne  Grænse  gaJ* 
de  tidligere  ad  theorelisk  Vej  udledede  Relationer  mellem  f» 
skydning  og  Træk.  Elasticitetskoefpcienlen  kan  saaledes  n»j(jj((( 
nok  regnes  Ug  0,4.  E,  som  man  vil  se  af  følgende  ForsBgsl 
Bauschinger  med  de  oftere  nævnte  Staalstænger: 


Kulstof  "h:   0,19,     0,46,     0,54, 
G:E=    0,40,     0,38,     0,40, 


0,57, 
0,39, 


0,66, 
0,38, 


0,78,     0,87,  m 
0,36,     0,39 


Andre    Forsøg    have    givet    G :  E   =   0,36  —  0,49   som  dt  "^ 
yderste  Grænser. 

Som  Resultat  af  Vridningsforsag  angiver  man  undertid« 
ligesom  ved  Bøjningsforsøg  en  Brudmodulus  B,.,  nemlig  ilai 
Spænding,  man  (for  en  cirkulær  Cylinder)  finder  af  Formlfii 
Mf  =  {ti  .T  .  r\  naar  man  heri  indsætter  det  vridende  MomenL 
der  fremkalder  Brud.  Naturligvis  kan  man  ikke  vente,  al  dtl 
saaledes  bestemte  B„  skal  blive  lig  den  Brudspændiug  fi/,  ås 
lindes  ved  Forskydningslorsøg.  For  at  give  et 
Størrelsen  af  denne  Hrudmodolus  for  Vridning  skulle  vi  anfM 
nogle  Forsøg  af  Popplewell  og  CoAer*)  med  cirkulære  Cjlindrt 
af  Svejsjærn  og  blødt  Staal,  for  hvilke  Arbejdslinierne  ere  vistf 
i  Fig.  120,  PI.  13.  Vridningsvin klen  maaltes  paa  en  Licngiit 
af  12,7"":  der  experimentcredes  dels  med  massive  Cylindit 
med  Diameter  LZO""-,  dels  med  hule  (udboredel  Cylindre  mai 
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le  langt  de  stærkeste  ikke  blot  indenfor  Proportionalitets- 
ensen,  men  ogsaa  oppe  ved  Brudgrænsen. 

Andre  Experimentatorer  have  fundet  Forholdet  B^ :  Bf 
gende  mellem  Grænserne  1,14  og  1,56  for  de  forskellige 
ter  af  smedeligt  Jærn.  *) 

§  44.     Stød,    Tidens    Indflydelse    paa    Forsøgene. 

have  tidligere  set,  at  den  Arbejdsmængde,  et  Legeme  kon- 
merer,  naar  det  undergaar  en  vis  Formforandring,  hvorved 
oportionalitetsgrænsen  ikke  overskrides,  uden  Hensyn  til 
lavirkningsmaaden  er  proportional  med  Slutningsspændingens 
madrat  og  med  Legemets  Volumen;  dette  Arbejde  er  grafisk 
omstillet  ved  Arealet  af  den  Trekant,  der  begrænses  af  den 
tlinede  Arbejdslinie,  Abscisseaxen  og  Slutningsordinaten, 
'ekant  OAA'  (Fig.  121,  PI.  12). 

Hvis  Proportionalitetsgrænsen  overskrides,  finder  man  let, 

det  konsumerede  Arbejde  fremdeles  er  repræsenteret  ved 
•ealet  mellem  Arbejdslinien ,  Abscisseaxen  og  Slutnings- 
dinaten,  f.  Ex.  Arealet  OPAiAi  i  Fig.  121,  naar  Slutnings- 
•ændingen  er  Ai*Ai,  Men  der  er  dog  en  væsentlig  Forskel 
la  disse  to  Tilfælde.  Idet  vi  se  bort  fra  de  muligt  optrædende 
ivende  Formforandringer  indenfor  Proportionalitetsgrænsen, 
tsaa  betragte  Legemet  som  fuldstændig  elastisk  indenfor 
inne,  vil  Legemet  give  det  ved  ^  OAA*  repræsenterede 
rbejde  fra  sig  igen,  naar  Kraften  hører  op  med  at  virke ;  men 
lar  Formforandringen  er  bleven  saa  stor  som  OAi,  og  Kraften 
a  hører  op  med  at  virke,  vil  Legemet  ikke  gaa  tilbage  til 
ti  oprindelige  Længde,  der  vil  være  en  blivende  Formfor- 
idring,  f.  Ex.  af  Størrelse  OOi.    Næste  Gang  Kraften  begynder 

virke,  skal  man  derfor  regne  med  en  Arbejdslinie  OiAiA^B, 
5  idet  vi  senere  ville  faa  at  se,  at  Proportionalitetsgrænsen 
id  den  foirige  Paavirkning  er  bleven  hævet  op  til  Ai,  kan 
an  nøjagtigt  nok  regne  Kurven  OiAi  for  en  ret  Linie  parallel 
ed  OP  (Elasticitetskoefficienten  beholder  omtrent  sin  StøiTelse 
røandret).  Ved  Paavirkningén  op  til  Ai  vil  den  magasinerede 
astiske  Arbejdsmængde  derfor  være  repræsenteret  ved 
^  OiAiAi,  Resten  af  det  konsumerede  Arbejde  er  medgaaet 
I  at  frembringe  den  blivende  Formforandring  (overvinde  den 


*)  Rapport  XXXII,  de  la  commission  des  méthodes  d'essai,  T.  III. 
A.  Ostenfeld:  Teknisk  Elasticitetslære.  14 
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•indre  Gnidning^].  Da  /\  OAÅ'  ^  /\0,A,Ai',  ville 
Arealer  forholde  sig  som  A'A'  :  Ai'Aj',  hvoraf  ses,  al  den  oves- 
for  udtalte  Sætning  —  at  den  konsumerede  ArbejdsraængJt 
indenfor  Proportion alitetsgrænsen  er  proportional  med  Slutnii^ 
spændingens  Kvadrat  og  med  Legemets  Volumen  - 
almindeligt,  ogsaa  udenfor  Proportional  i  letsgrænsen,  naar  mii 
blot  i  Stedet  for  den  »konsumerede«  Arbejdsmængde  sæthf 
den  »magasinerede  elastiskei  arbejdsmængde.  Mon  for  il 
frembringe  en  vis  Form  forand  ring  OAi.  der  gaar  udow 
Proportionalitetsgrænsen,  maa  man  udføre  et  Arbejde, 
som  Arealet  OPA,AiAi'0,  og  heraf  kan  kun  Arbejdet  OiA,H 
genvindes.  For  at  frembringe  Brud  maa  man  udføre  el  Arbejiit, 
saa  stort  som  Arealet  OPFBBJii . 

Alt  det  sagte  gælder  uafhængigt  af  Paavirkningsmaadti 
(Træk,  Bøjning  etc).  Det  skulde  synes,  at  maii  ogsaa  \it'né 
maatte  kunne  bestemme  den  Form  forand  ring,  der  frembringts 
af  et  Sfad;  naar  man  kender  den  Arbejdsmængde  (levenfe 
Krafl),  det  stødende  Legeme  indeholder,  og  naar  maii  TSt 
hvor  stor  en  Del  heraf  der  overføres  til  det  stødte  Lege 
skulde  man  tilot  linde  et  snadnnl  Punkt  Ai  (Fig.  12l|i 
OPAtAi'  er  lig  denne  Arbejdsmængde.  Detle  er  dog  ikke  gansl* 
rigtigt,  fordi  nemlig  Arbejdslinien  OPFB  ikke  nodvendigvii 
bliver  den  samme,  naar  Paavirkningen  er  et  Stød.  ; 
man  anstiller  et  Forsøg  med  roligt  Træk,  Tryk  etc.  Dette 
skulle  vi  se  lidt  nærmere  paa  om  el  Øjebhk,  men  vi  villt 
først  gøre  endnu  et  Par  Bemærkninger  om  Stød,  idet  vi  sM 
forudsætte,  at  den  i  Fig.  121  tegnede  Arbejdslinie  er  den  rigtig!  T 
for  pludselige  Paavirkninger.  r 

Man  anvender  ofte  Paavirkning  ved  Stød  som  Maleria)- 
prøve  (Faldprøver),  som  oftest  ved  at  lade  en  Vægt  fra  en  ^■H  r 
Højde  falde  ned  midt  paa  Prøvestykket,  der  ligger  paa  to 
simple  Understøtninger.  Jærn baneskinner  og  andet  Jæmbanfr 
materiel  prøves  regelmæssigt  paa  den  Maade.  Man  fitai 
naturligvis  ikke  hele  Faldvægtens  Energi  overført  til  Prøve- 
stykket, og  hvor  meget  der  overføres,  ved  man  sjældent;  en  Dd 
anvendes  til  lokale  Deformationer  af  baade  Prøvestykke  og 
Faldvægt,  en  Del  overføres  til  Prøvestykkets  Understøtninger 
og  optages  af  Fundamenterne  o.  s.  v. ;  for  at  Faldprøver,  der 
ere  udførte  med  forskellige  Apparater,  skulle  kunne  sammen- 
lignes,  maa  derfor   hele  Arrangementet  være   saa  nær  ens,  »t 
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m  kan  antage,  at  det  er  omtrent  den  samme  Brøkdel  af 
le  Arbejdsmængden,  der  overføres  til  Prøvestykket.  —  Men 
rnæst  maa  der  ved  Prøverne  anvendes  samme  Antal  Slag, 
is  man  virkelig  skal  kunne  sammenligne  Resultaterne.  Hvis 
Prøvestykke  brydes  ved  1  Slag,  et  andet  ved  10  Slag,  kan 
m  ikke  sammenligne  Summen  af  Energimængderne  i  de  10 
ig  med  Energimængden  i  det  ene  Slag;  første  Slag  har 
laske  overført  Energimængden  OAiAi  (Fig.  121)  til  Prøve- 
''kket,  2det  Slag  Energimængden  OiAiAiAa*  o.  s.  v.,  og  Summen 
raf  er  ikke  lig  OAiA^Az.  —  Hvis  man  kender  den  Arbejds- 
ie,  hvormed  der  skal  regnes  overfor  pludselige  Paavirk- 
ciger,  har  man  i  dens  hele  Areal  et  Maal  for  den  Energi- 
3engde,  Legemet  kan  modstaa  i  Form  af  ét  Stød.  I  Mangel 
Kendskab  til  denne  Arbejdslinie  regner  man  dog  gerne  med 
n,  man  faar  ved  Forsøg  med  rolig  Paavirkning. 

Tidens  Indflydelse  paa  Arbejdsliniens  Form  er  navnlig 
idersøgt  for  Paavirkning  til  Træk.  Vi  have  allerede  tidligere 
3vnt  den  elastiske  Eftervirkning,  som  medfører,  at  der  hen- 
ar  nogen  Tid,  inden  Formforandringen  har  antaget  den  til 
lavirkningen  svarende  Størrelse.  Heraf  ligger  det  nær  at 
itte,  at  et  hurtigt  gennemført  Forsøg  vil  give  en  Arbejdslinie, 
r  ligger  nærmere  ved  Ordinataxen  (Kraften  tænkes  altid  af- 
t  som  Ordinat,  Formforandringen  som  Abscisse)  end  et 
ngsomt  Forsøg;  til  samme  Værdi  af  Kraften  vil  der  nemlig 
første  Tilfælde  svare  en  mindre  Formforandring  end  i  sidste. 
'  hurtigt  Forsøg  skulde  altsaa  give  større  Brudgrænse  og  mindre 
>rlængelse  end  et  langsomt.  Dette  bekræfter  sig  ogsaa,  men 
nske  vist  ikke  altid  særlig  tydeligt;  navnlig  gælder  Reglen 
benbart  ikke  absolut  for  Forlængelsen,  som  man  vil  se  af 
gende  Forsøg*):     (Se  øverst  næste  Side.) 

Indflydelsen  af  Forsøgenes  forskellige  Varighed  er  altsaa 
ie  stor;  med  den  sædvanlige  Varighed  af  Forsøget  for 
nindelige  Handelsprøver  vil  Brudgrænsen  næppe  variere 
;re  end  100  kg. /cm.*.  Forlængelsen  1%. 

Bauschinger   har   udført   en   hel   Del   meget   omhyggelige 


O  Rapport  XX  de  la  commission  des  méthodes  d*essai,  T.  II. 

Bach   (Elasticitåt  u.   Festigkeit,   2te   Aufl.,    1894,    S.  39)   anfører  nogle 
Forsøg  af  Goedicke,  der  altid  passe  med  Reglen  ovenfor. 
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Barba,  blødt  Staal, 


Antal 
Forsag 


Brud- 


3900 
3710 

3630 


Le  Chalflier,  blødt  Staal, 


Forsøg*)  over  Varighedens  Indflydelse,  men  kuni  til  dfl 
Resultat,  at  for  Svejsjæni  og  Staal  var  der  ingen  ken(leli| 
Forskel  paa  Imrlige  og  langsomme  Forsøg.  Dette  synes  al 
staa  i  Modstrid  med  de  ovenfor  anforle  Kesullater,  men  dei 
forklares  ved,  al  han  kun  lod  Tiden  variere  mellem  26 
Minutter,  medens  det  først  er  ved  langt  større  Hastigheder, 
Forskellen  viser  sig. 

Intet    af   de    anførte    Forsøg    giver    nogen   Oplysning  om 
Forholdene  ved  øjeblikkelig  Paaoirknimj  (Stod).    Man  ved  heller 
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iges  et  nyt  Stykke  Traad  for  hvert  nyt  Punkt  af  Kurven. 

Man  ser,  at  de  to  Arbejdslinier  afvige  betydeligt  fra  hin- 
ien;  ikke  desto  mindre  er  man  i  Virkeligheden  altid  hen- 
t  til  at  regne  med  den  statiske  Arbejdslinie  ogsaa  overfor 
»d,  da  der  ikke  foreligger  tilstrækkeligt  Forsøgsmateriale  til 
bestemme  den  i  dette  Tilfælde  rigtige  Kurve.  De  i  Fig.  122 
igivne  Resultater  ere  ganske  enkeltstaaende.. 

De  nu  refererede  Undersøgelser  tilsigte  navnlig  at  faa  op- 
iret,  hvorledes  det  gaar,  naar  Paavirkningens  Varighed  ind- 
rænkes  til  det  mindst  mulige.  Men  ogsaa  den  stik  modsatte 
lerlighed,  meget  langvarig  Paavirkning,  har  Interesse.  Forsøg 
rover  ere  først  gjorte  af  Vicat  (1834),  som  fandt,  at  en  Jærn- 
lad,  der  var  belastet  med  |  af  Brudbelastningen  (i  den 
d vanlige  Betydning  af  Ordet),  efter  33  Maaneders  Forløb 
ødes  efter  at  have  forlænget  sig  0,6  ^/o.  Lignende  Forsøg 
i  i  den  nyere  Tid  udførte  af  Thurston  *)  med  Traad  af 
ensk  Jærn;  alle  udglødede  Traade,  der  vare  paavirkede  med 

%  af  Brudbelastningen  og  derover  brødes  efter  kortere  eller 
ngere  Tid  (højst  17  Maaneder),  de  ikke  udglødede  viste  langt 
irre  Modstandsevne;  Forlængelserne  maaltes  ikke,  saa  man 
angler  en  væsentlig  Kontrol  paa  Forsøgene.  Heraf  slutter 
lurston,  at  bløde  Materialer  (udglødet  Traad)  overfor  meget 
igvarige  Paavirkninger  have  en  betydelig  lavere  Brudgrænse 
d  den,  man  sædvanlig  finder  ved  Trækforsøg.  Det  er  dog 
ke  ganske  udelukket,  at  Rust  har  spillet  en  Rolle  ved  disse 
)rsøg;  i  hvert  Fald  har  Considére**)  gentaget  Forsøgene  med 
Igende  Resultat:  en  udglødet  Staaltraad,  der  var  paavirket 
ed  75  ®/o  af  Brudbelastningen  havde  fra  den  8de  til  den 
de  Dag  forlænget  sig  0,01™-™,  i  de  følgende  3  Maaneder 
in  0,005™"  ;  ingen  af  de  andre  Traade,  af  hvilke  en  dog 
r  paavirket  med  73  ®/o  af  Brudbelastningen,  havde  efter  den 
e  Dag  forlænget  sig  0,005°*".  Og  naar  Forlængelsen  saa- 
les  aftager,  ligger  det  nær  at  slutte,  at  der  ikke  vil  indti  æde 
ud.    Le  Chatelier***)  har  ved  lignende  Forsøg  vist,  at  hvis  der 


•)  Materials   of  engineering,    New  York  1894,    Part.   II,   S.  590.    Thurston 
beretter  ogsaa  om  Vicat's  Forsøg. 

*)  Rapp.  XX  de  la  commission  des  méthodes  d'essai,  T.  II. 

')  ibid.     Her  er  ogsaa  vist,    at  for  enkelte  andre  Metaller,    navnlig  Zink^ 
ligger  den  virkelige  Brudgrænse  langt  lavere  end  den  sædvanlig  fundne. 
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indtræder  Brud  efter  nogen  Tids  Forløb,  saa  ville  For- 
længelserne i  Begjndelsen  ganske  vist  aftage  noget  (d.  v.  s.  Fo^ 
længelserne  pr.  Minut),  men  derefter  voxe,  lige  til  Bruddet  ind- 
træder. 

Resultatet  aftiis.se  Forsøger,  at  den  nnrkeiUje  Brudgn 
den  Belastning,  som  kan  taales  i  del  uendelige  ned  rolig  Pao- 
virkning,  rimeligvis  ligger  noget  lavere  end  den,  man  beslemma 
ved  de  almindelige  Trækforsøg,  men  for  smedeligt  Jærn  næppt 
mere  end  ca.  10  "lo,  og  endda  kan  for  de  bløde  Arier  i^ 
smedeligt  Jærn. 


§45.  Temperaturens  Indflydelse.  Kendskab  lifrtil 
har  Betydning  for  Praxis  i  mange  Tilfælde,  baade  for  Bedøi* 
melsen  af  den  Sikkerhed,  man  har  for  de  færdige  Konstrolf 
tioner  ved  abnormt  eller  under  sædvanlige  Forhold  indtræden^ 
høje  eller  lave  Temperaturer  (almindelige  Jærn  konstruktioner, 
specielt  Jærnbaneskinner,  under  særlig  stærk  Kulde,  Jænf 
Søjler  og  -Bjælker  under  en  Ildebrand,  Dampkedler  o.  s,  t] 
og  for  den  rigtige  Behandling  af  Jærnet  under  Bearbejiielsm 
I  den  nyere  Tid  er  der  anstillet  en  Mængde  Undersøgels« 
herover*);  vi  skulle  ganske  kort  referere  de  vigtigste  Resoi" 
tater,  idet  vi  holde  os  til  Konstruktionsjærn. 

Udglødning,  d.  v.  s.  Opvarmning  til  ca.  70(1 "  med  pU- 
følgende  langsom  og  jævn  Afkøling,  bringer  Jcernel  tilbagtål 
sin  normale  Tiisland.  hvis  det  af  en  eller  anden  Grilnd  ef 
undergaaet  Forandringer.  Indre  Spændinger  bringes  tU  at  tø- 
svinde,  Skørhed  (omkring  lokkede  Huller,  Blaaskørhetl  o.  !>) 
tigesaa.  1  Almindelighed  tabes  der  noget  i  Styrke  og  vindes  t  ^ 
Sejghed  ved  Udglødning.  Naar  der  findes  indre  Spændings 
før  Udglødningen,  kan  der  dog  vindes  i  Styrke,  saaledes  l^- 
naar  støbte  Stykker  ndglødes  for  at  bringe  Støbespændingff 
til  at  forsvinde.  Exempelvis  anføres  nogle  Resultaler  af  U«' 
glødning  af  Staalstøbninger**): 

•)  Gode  Oversigter  Qiidea  i:  Zeilschr  il.   Vereins  ikiilsch.  Ing.,  ISSB,  S,  Mi 
596,   635  (Ledebur).   Johnson:    Materials    of  canstniciion.    1897,  S.  S?. 
Rapport  XIX    de   la   commission    des    mffhiules    (f'escai,    (Le   Chati^)- 
Udforlig  Kildeaugivelse  findes  det  farstnævute  Sted. 
")  Thiirston:  Mtileriols  nf  engineenng.  New  York  1894.    Part  II,    S.  fi'i 
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Brud- 
grænse 

kg./cni.^ 

For- 
længelse 

% 

ikke  udglødet 
udglødet 

6177 
7337 

4 
8 

ikke  udglødet 
udglødet 

5055 
5763 

4,2 
14,6 

ikke  udglødet 
udglødet 

3781 
4572 

1 
13 

Hvis  Proportionalitets-  eller  Flydegrænsen  som  Følge  af 
a  eller  anden  Behandling  i  kold  Tilstand  er  bleven  hævet 
ivorom  senere),  vil  den  ved  Udglødning  helt  eller  tilnærmel- 
ssvis  vende  tilbage  til  sin  oprindelige  Beliggenhed. 

Virkningen  af  Temperaturer  over  100^  C,  Som  Le  Chatelier 
ar  vist,  har  Forsøgets  Varighed  en  betydelig  Indflydelse 
aa  Resultatet.  Naar  vi  foreløbig  tænke  paa  Forsøg,  der 
ennemføres  i  Løbet  af  5 — 6  Minutter,  viser  det  sig,  at 
^rudgrænsen  i  Begyndelsen  aftager  op  til  ca.  60^  for  blødt 
ærn,  80 — 100^  for  haardere  Materiale,  og  derefter  voxer,  ind- 
1  der  ved  250—3000  naas  et  Maximum,  der  ligger  800—1000 
g./cm.^  højere  end  Brudgrænsen  ved  almindelig  Temperatur, 
mtrent  ens  for  al  Slags  smedeligt  Jærn.  Derefter  aftager 
^rudgrænsen  hurtigt.  Disse  Forhold  ere  illustrerede  i  Fig.  123, 
*1.  14,  der  viser  Resultatet  af  en  Række  Forsøg  med  Staal  af 
øjst  forskellig  Haardhed,  Svejsjærn  og  Støbejærn  i  Watertown 
irsenal*),  1888;  Brudgrænsen  er  afsat  som  Ordinat,  Tempera- 
Uren  som  Abscisse. 

Af  dette  Forløb  af  Kurverne  for  Brudgrænsen  skal  man 
l^og  ikke  slutte,  at  Jærnets  Modstandsevne  overfor  ydre  Paa- 
Irkninger  er  større  ved  250 — 300  ^  end  ved  almindelig  Tem- 
peratur.    Alle  Forsøg  vise  nemlig,   at  Proportionalitetsgrænsen 


*)  Report  of  tests  at  Watertown  Arsenal,  1888,  S.  503—13.  Ogsaa  refereret 
af  Johnson :  Materials  of  construction,  S.  558.  Tempei'aturen  maaltes  ved 
Stangens  Forlængelse,  idet  denne  antoges  ensformig,  ogsaa  ved  højere 
Temperaturer,  hvilket  neppe  er  konfekt.  Kur\"erne  stemme  dog  meget 
godt  med  lignende  andetsteds  fra. 
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og  Flydegrænsen  nflat/e  hele  Tiden  med  stigende  Temperalm. 
Dette  ses  tydeligt  i  Fig.  124,  PI.  13,  hvor  nogle  MiddelresuitatH, 
som  Radehff*)  har  fundet,  ere  fremstillede.  Heraf  ses  ogsai, 
at  Bradfodængelsen  og  Brudgrænsen  variere  næsten  i  modsal 
Retning;  Forliengelsen  har  sit  Minimum  omtrent  ved  den 
Temperatur,  der  giver  Maximum  for  Brudgrænsen.  Endudei« 
ses  i  Fig.  124,  hvorledes  Kontraktionen  og  Elasticitetskoeffid- 
enten  variere;  for  Staal  synes  den  sidste  at  voxe  i  Begyndelsen, 
Forsøgene  i  Wateriown  have  givet  en  jævn  Aftagen  hele  Tiden 

Det  vigtigste  af  de  i  det  foregaaende  nævnte  Resultaler  er 
denne  Sainmentræffen  af  Brudgrænsens  Maximum  med  Km- 
længeisens  Minimum  omtrent  ved  2^300".  Dette  tyder  nei 
paa,  at  Materialet  maa  være  skørt  ved  denne  Temperatur,)^ 
denne  Skørhed,  Blaaskørhed,  er  ogsaa  godt  kendt,  navnlig  for 
Staal;  af  Hensyn  til  den  maa  man  aldrig  hcarbejde  Staal  ved 
Temperaturer  mellem  100^ — 200"  og  forsvindende  Rødglødhedc 
Sædvanlig  foreskrives  det  da  ogsaa  ligefrem,  at  en  saadan 
.  Bearhejdelse  ikke  maa  finde  Sted,  og  hvis  det  i  enkelte  Til- 
fælde ikke  har  kunnet  imdgaas,  at  da  hele  Stykket  skal  ud- 
glødes bagefter. 

Naar  Forsøget  udføres  hurtigt,  i  40—50  Sekunder,  forandres 
Forholdene  noget,  som  det  ses  i  Fig.  125,  PI.  14;  Kurverne 
vise  Brudgrænsens  Variation  med  Temperaturen,  som  den  er 
funden  af  Le  Cbatelier**)  for  langsom  Paavirkning  (5 — 6  Min., 
optrukken 
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in  har  adskillige  Exempler  paa,  at  Staalstænger,  hvorpaa 
r  er  smedet  ved  »blaa  Varme«,  senere  ere  knækkede  som 
as  ved  et  ubetydeligt  Stød  eller  Fald. 

Af  det  ovenfor  meddelte  fremgaar  det,  at  smedeligt  Jærn 
alt  Fald  ved  8 — 900®  mister  Størstedelen  af  sin  Bæreevne, 
mne  Omstændighed  spiller  en  stor  Rolle  i  Prai^is  ved  Be- 
immelsen  af  Jærnkonstruktioners  Brandsikkerhed,  og  Spørgs- 
aalet  er  derfor  ogsaa  adskillige  Gange  bleven  undersøgt  ved 
•øver  med  Konstruktionsdele  (Søjler)  i  fuld  Størrelse,  hvor- 
d  man  kommer  Virkeligheden  nærmere  end  ved  de  ovenfor 
iførte  Laboratorieforsøg.  Saadanne  Forsøg  ere  udførte  af 
mschinger*)  o.  fl.,  i  den  nyeste  Tid  navnlig  af  en  Kommis- 
>n**),  der  blev  nedsat  i  Hamburg  i  Anledning  af  en  Pak- 
isbrand dér  i  1891;  Søjlerne  belastedes  omtrent  med  det 
"yk,  man  vilde  byde  dem  i  en  Bygning,  udsattes  derpaa  for 
iens  Virkning  og  tilsidst  i  Almindelighed  for  Paasprøjtning 
ed  koldt  Vand.  Som  almindeligt  Resultat  kan  angives,  at 
æklædte  Smedejærnsøjler,  belastede  med  800 — 1000  kg. /cm.* 
^e  efter  og  bøje  sig  ud  til  Siden  ved  c.  600®;  ved  en  god 
»klædning  med  et  ildfast  Materiale***)  kan  Bruddet  udsættes- 
nge,  4 — 5  Timer. 

Virkningen  af  Temperaturer  under  100^.  Det  har  længe 
jret  bekendt,  at  Jærn  undertiden  viser  sig  skørt  i  Frostvejr; 
r  indtræffer  f.  Ex.  gennemsnitlig  langt  flere  Skinnebrud  paa 
jrnbanerne  om  Vinteren  end  om  Sommeren.  At  dette  ikke 
jne  kan  skyldes  tilfældige  ydre  Omstændigheder  (for  Jærn- 
neskinnernes  Vedkommende  den  frosne  Ballast),  har  ligeledes 
nge  været  klart.  Allerede  Knut  Styffe^)  viste  ganske  vist,  at 
•udgrænsen  overfor  Træk  voxer  i  alt  Fald  ned  til  -r-  40  ®, 
en  Sandberg  konstaterede  (1867)  ved  Faldprøver,  at  Skinner 


•)  Mittheilungen,  Heft  12  og  15. 

'*)  Dens  Beretning  er  udkommen  som  særligt  Værk:  i>Vergleichende  Ver- 
suche  uber  die  Feuersicherheit  von  Speicherstutzent,  Hamburg,  1895— 9ft. 
Kort  Omtale  af  de  vundne  Resultater  i  CentralbL  d.  Bauverwaltung, 
1896,  S.  246  og  1897,  S.  507. 

^*)  En  Beretning  navnlig  om  de  ved  de  hamburgske  Forsøg  gjorte  Er- 
faringer om  forskellige  Beklædninger  findes  i  »Ingeniøren«,  1896, 
S.  305,  313. 

t)  De  nævnte  Forsøg  ere  f.  Ex.  refererede  af  Ledebur  i  den  ovenfor  nævnte 
Art.  i  Zeitschr.  d.  V.  deutsch.  Ing.     1896. 
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virkelig  vare  mere  skøre  i  Kulde  end  i  Varme,  og  fiere  andre 
have  senere  vist  det  samme.  Sandberg*)  lod  en  Del  Svejs- 
jærns-Skinner  skære  i  to  Stykker  og  prøvede  den  ene  Halv- 
del ved -|- 29 ",  den  anden  ved -=- 12";  som  Middelværdi  faodles, 
at  ved  +29°  behøvedes  der  en  Faldhøjde  af  11,9™  for  at 
frembringe  Brud,  ved  -^12°  kun  3,4™  Faldhøjde  (med  samme 
Faldvægt);  Nedbojningen  var  mindst  4  Gange  saa  stor  i  første 
som  i  sidste  Till'pclde. 

Denne  Skørhed  kunde  man  tænke  sig  forklaret  ved,  Rt 
Forlængelsen  aftager  samtidig  med  at  Brud  grænsen  voxer: 
men  dette  er  dog  ncppe  tilstrækkelig  Aarsag.  Steiner*)  fandt 
rigtignok  ved  sine  Forsøg  (1891 — 92)  baade  med  Thomas-  og 
Martinjærn  en  ganske  betj'delig  Aftagen  af  Forlængelsi 
fra  28— hO'Vo  til  17  "/o  ved  en  Variation  i  Temperaturen  bi 
+  25"  til  -=-  40°  — ,  og  hans  Forsøg  bevirkede  i  sin  Tid  en 
vis  Ængstelse  overfor  Staal  som  Konstruktionsmateriale,  men 
man  maa  næsten  antage,  at  det  Staal,  han  experimentererfe 
med,  endnu  har  lidt  noget  af  Børnesygdomme;  i  alt  Fald  have 
forskellige  nyere  Forsøg  givet  langt  gunstigere  Resultater  for 
Staal,  og  navnhg  synes  Rudeloffs*"')  meget  omfattende  Under- 
søgelser ikke  at  give  nær  saa  stærk  en  Aftagen  af  Forhea- 
gelsen.  Vi  skulle  anføre  nogle  af  hans  Resultater  (Forlængelsen 
maaltes  paa  SO""-  paa  hver  Side  af  Bruddet.).  (Se  Tabellen 
næste  Side.) 

Den  mest  plausible  Forklaring  er  fremsat  af  Le  Chalelier***). 
som  antager,  at  Skørheden  er  en  Falge  af  Flydegrænscns  Varia- 
tion med  Temperaturen  og  med  Paauirkningens  Hastighed.  I 
Fig.  ]2fi,  PI.  14,  hvor  der  er  fremstillet  nogle  Forsøgsresul- 
tater med  Traad  af  extra  blødt  Staal,  angive  de  fuldt  op- 
trukne Knncr  Flyde-  og  Brudgrænse  ved  meget  langsom  Paa- 
virkning,  de  punkterede  Kurver  for  en  Varighed  af  P'orsøgel 
paa  1  Minut  og  den  stiplede  Kurve  endelig  Bnidgrænsen,  naar 
Forsøget  gennemførtes  i  2 — 3  Sekunder.  Man  ser,  at  ved 
langsom  Paavirkning  holder  Afstanden  mellefii  Flyde-  og  Bnid- 


•)  De  nævnte  Forsag  ere  f.  Fi,  refererede  af  Lcdebur  I  den  ovenfor  nævalt 
Arl  i  Zeitschr.  d.   V.  deiitsch.  Jni].     1K9B. 
*•)  Millbeilnngen  aus  den  k/inigl.  lechn.    Vcrsucli^iinsliilkn  zii  Berlin,  W* 
S.  306. 
"•)  Rapport  XIX  de  la  commission  des  méthndea  il' 
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Materiale 

Tempe- 
ratur 

Flyde- 
grænse 

kg./cm.^ 

Brud- 
grænse 

kg./cm.^ 

For- 
længelse 

% 

Blødt  Nittejærn, 
Svejsjærn 

—  200 

—  80<^ 

2870 
2920 
3040 

3970 
4170 
4270 

30,2 
29,0 
26,6 

Martinjærn, 

Skibsbygningsmateriale 

+  18*^ 
—  20« 
-80« 

2400 
2470 
2970 

4040 
4360 
4520 

39,5 
38,0 

Thomasjærn, 

Skibsbygningsmateriale 

4-20*^ 

—  20« 

—  80« 

2870 
3040 
3200 

4340 
4550 
4620 

35,3 

33,8 

(31,9) 

Fjederstaal 

+  18« 

—  20« 

—  80« 

3870 
4020 
4440 

7720 
8420 
8440 

17,7 
15,7 
12,8 

grænsen  sig  omtrent  konstant;  begge  voxe  langsomt  med  af- 
tagende   Temperatur.      Ved    1    Minuts    Varighed    af   Forsøget 
stiger  Flydegrænsen    mellem   +10®   og   -^  65®    langt  stærkere 
end  Brudgrænsen,  og  ved  -4-  65  ®  falde  de  to  Grænser  sammen. 
At   disse  to   Punkter  af  Arbejdslinien   falde  sammen,    vil  her 
dog  kun  sige,  at  de  have  samme  Ordinat;  naar  Flydegrænsen 
er  naaet,  bliver  Arbejdslinien   omtrent  vandret.  Kraften  holder 
sig  konstant,  indtil  Bruddet  indtræder,  men  der  foregaar  (eller 
kan  foregaa)  en  betydelig  Forlængelse,  inden  dette  finder  Sted. 
Kurven  i   Fig.  126   for  2 — 3   Sekunders  Varighed   af  Forsøget 
har  ganske  samme  Forløb  som  Kurven  for  Flydegrænsen  ved 
1  Minuts  Varighed  af  Forsøget,   i   alt  Fald  fra  -f-  20  ®  og  ned- 
ad, og   det  ligger  da   nær  at  slutte,  at  ved  pludselig  Paavirk- 
ning  falde  Flyde-  og  Brudgrænse  sammen,  naar  Temperaturen 
er  under  -t-20°.     Hvis  dette  imidlertid  er  Tilfældet,   kan  man 
let  tænke   sig,    at  der  paa  Grund  af  Mangel  paa  Homogenitet 
kan  findes  et  enkelt  Punkt  af  Prøvestykket,  hvor  Brudgrænsen 
kan  naas,  inden  man  er  kommen  op  til  Flydegrænsen  for  det 
øvrige    Materiale,    og    i    saa    Fald    springer    Prøvestykket    dér 
^deh  først  at  forlænges,  viser  sig  altsaa  at  være  skørt. 


Almindelige  Jænikoiistruktioiier  ere  dog  sjældent  udsatte 
for  saa  lav  en  Temperatur  eller  for  saa  stødvis  en  Paavirk- 
ning,  at  denne  Skørhed  faar  nogen  Betydning. 

§  46.  Indflydelsen  af  den  kemiske  Sammensæt- 
ning. 

Det  ligger  ganske  udenfor  denne  Bogs  Ramme  at  behandk 
Spørgsmaalet  om  Jærnets  kemiske  Sammensætning  og  de  for- 
skellige Indblandingers  Virkning  i  Knkelthedeine  En  kori 
Redegørelse  for  Hovedpunkterne  vil  dog  være  af  Betj-dningfor 
en  Ingeniør,  der  beskæftiger  sig  med  Jæm konstruktioner. 

Kemisk  rent  Jærn  bar  i  Almindeligbed  forholds\'is  ringe 
StjTke,  men  stor  Seighed.  I  Praxis  forekommer  del  aldrig; 
det  er  først  ved  Forbindelsen  med  forskellige  andre  Stoffer, 
og  navnlig  da  Kulstof,  at  det  bliver  til  et  teknisk  brugbart 
Materiale. 

Kulstof  forekommer  i  smedeligt  Jærn  i  alle  mulige  For- 
bold mellem  c.  0,1  "/o  og  2°lo;  2— 2,3  "/o  er  omtrent  Grænsen 
mellem  Støbejærn  og  smedeligt  Jærn.  Det  kulstoffattige  Jæm 
har  mindst  Styrke,  størst  Seighed;  ved  Forøgelse  af  Kulstof- 
indholdet  fra  0,1  til  1,0  "/o  kan  man  bringe  Brudgrænse  og  Flyde- 
grænse  op  til  omtrent  det  dobbelte,  men  samtidig  gaar  Seig- 
heden  meget  stærkt  ned  (sammenlign  de  i  §  43  refererede 
Forsøg  af  Baascbtnger  med  Jæm  af  forskelligt  Kulstolindliold; 
se   ogsaa  Fig.   123).*)     Ved   0.1%   Kulstofmdhold  —  Grænsen 
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her  skulle  referere.  For  at  bestemme  Virkningen  af  hvert 
>f  for  sig  fremstillede  han  Legeringer  af  tilnærmelsesvis  rent 
rn  og  c.  1^  ^/o  af  vedkommende  Stof,  idet  alle  de  andre 
dvanlige  Indblandinger  saavidt  muligt  bleve  holdte  borte, 
af  hver  Legering  udvalsedes  Rundstænger,  der  under- 
stedes Trækprøver.  Analyser  af  de  enkelte  Prøvestykker 
ite,  at  der  i  intet  af  dem  (undtagen  naturligvis  i  den  særlige 
gering  med  vedkommende  Stof)  fandtes  mere  end  0,03  ^/o 
ovl,  0,03  °/o  Phosphor,  0,08  ^/o  Silicium  (i  Manganlegeringen 
g  0,37%  Si),  0,04%  Aluminium,  0,14%  Mangan  (i  Kul- 
feringen  dog  0,28  ®/o  Mn.) ;  Kulstofindholdet  er  nedenfor  an- 
rt  for  hver  af  Legeringerne.  I  almindeligt  Jærn  forekommer 
tet  af  de  nævnte  Stoffer  dog  i  saa  store  Mængder  som  1^  ®/o, 
a  man  kan  ikke  af  Forsøgsresultaterne  slutte  noget  bestemt 
Q  Indblandingernes  Virkning  under  almindelige  Forhold; 
en   man    faar  et   Begreb  om,  i  hvilken  Retning  Virkningen 

de  enkelte  Stoffer  gaar.  Resultaterne  i  Tabellen  nedenfor 
LuUe  nærmest  sammenlignes  med  Resultaterne  for  det  valsede 
ern  i  2den  Linie. 


pecialelement 


Special- 
element 

% 


Indhold  af 

Kulstof 


Elastici- 
tets- 
grænse 

kg./cm.^ 


Binid- 
grænse 

kg./cm.' 


For- 
længelse 
pr.  5  cm. 

% 


Kon- 
traktion 


3m,  udstøbt 

>     valset 

ilstof 

kkel 

iDgan 

)bber 

u*oin 

olfram 

aminium 

icium 

sen 

osphor 

DVl 


99,82 

0,08 

2250 

3160 

16,0 

99,87 

0,04 

2260 

3430 

47,0 

1,35 

1,35 

7320 

9060 

5,0 

1,51 

0,11 

3520 

4210 

35,3 

1,29 

0,10 

3570 

5070 

35,0 

1,81 

0,10 

4850 

5480 

30,5 

1,10 

0,17 

3100 

4280 

40,0 

1,41 

0,08 

3150 

4280 

42,5 

1,85 

0,03 

2680 

4250 

35,0 

1,94 

0,08 

3200 

4990 

36,0 

1,57 

0,04 

2780 

4260 

28.5 

1,36 

0,07 

4560 

4560 

0,0 

0,97 

0,08 

400 

400 

0,0 

38,8 

76,5 

5,6 

62,0 

65,0 

62,2 

72,1 

76,6 

63,7 

62,4 

34,1 

0,0 

0,0 


Det   ses   af  Tabellen,  at   saadanne  Mængder  som  c.  1^  ®/o 
ie  have  nogen  særlig  fremtrædende  Virkning  undtagen  for 
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Kulstof,  Phosphor  og  Svovl;  Kobber,  Silicium  og  Mangan 
have  dog  aabenbart  en  afgjort  gunstig  Indll ydelse,  Und«- 
søgelsen  giver  kun  Oplysning  om  Virkningen  af  de  næiiitebi 
Mængder  af  StolTerne;  større  Miengder  give  som  bekendt  olte 
Legeringer  med  fremragende  Egenskaber  (Nikkel-,  Chroiov 
Wolfram-,  Manganstaal  o.  II,). 

Silicium  og  Mangan   forøge   i   de  sædvanligt   i  Jæm 
kommende  Mængder  Styrken,   formindske  Seigbeden;   dette  er 
forøvrigt   en    almindelig    Regel,    som   i    forskellig  Grad  gælder    q 
næsten  alle  fremmede  Stoffer  i  Jærn, 

Silicium  giver  tættere  Støbninger,  Mangan  modiirker 
Svovlets  skadelige  Indflydelse  og  tilsættes  under  Fremstillingea 
af  Staal  som  Afdtningsmiddel.  Disse  to  Stoffer  forekomme 
altid  i  ikke  ubetydelig  Mængde  i  Staal.  For  at  SeigUeden 
ikke  skal  blive  formindsket  for  meget,  sættes  i  AlmindeligW 
for  Konstruktionsjærn  0,1  "lo  Silicium  og  0,3 — 0,5  "/o 
som  Grænser,  der  ikke  gerne  maa  overskrides. 

Svovl  gør  Jærnet  rødskørt,  d.  \.  s.  skørt  ved  Rødglødbede, 
i  Almindelighed  mest  ved  mørk  Hødglødhede.  Fa^'onjæni 
med  tynde  Flanger  kan  derfor  overhovedet  ikke  valses,  naar 
Svovlindholdet  o\'erskrider  en  vis  Størrelse;  for  Konstruktøren 
er  dette  en  ganske  beroligende  Omstændighed,  han  behøver 
altsaa  i  Almindelighed  kun  at  frygte  Svovlet  i  Jærn,  der  levere« 
i  simplere  Former.  Svovlets  skadelige  Virkning  modarbejdes, 
som  ovenfor  bemærket,  af  Mangan,  saa  det  lilladelige  Svovl- 
indhold kan  være  større,  naar  der  er  rigeligt  Mangan  til  Stede. 
Medens  f.  Ex.  0,04  "lo  Svovl  allerede  kan  gøre  Svejsjærn  tydelig 
rødskørt,  fordi  der  her  intet  eller  næsten  intet  Mangan  er  til 
Stede,  kan  Staal  endnu  taale  0,08—0,1  "lo,  naar  det  indeholder 
0,7—0,8  "lo  Mangan.  Det  tilladelige  Svovlindhold  varierer  Aei- 
for  gerne  mellem  0,02  %  og  0,1  %. 

Phosphor  forøger  Styrken,  men  formindsker  samtidig  Sej- 
heden i  meget  høj  Grad;  Jærnet  bliver  koldskørt.  Virkningen 
voxer  med  Kulstofindholdet  og  viser  sig  langt  tydeligere  ved 
Staal  end  ved  Svejsjæni;  det  forholdsvis  store  Procentindhotd 
af  Phosphor  i  Svejsjærn,  der  undertiden  kan  forekomme  uden 
at  gøre  videre  Skade,  hidrører  maaske  dog  som  oftest  fra 
Slaggedelc  og  er  derfor  ikke  i  direkte  Berøring  med  Jærnet, 
Det  tilladelige  Phosphorindhold  varierer  mellem  0,01  "A 
0,08  "lo. 
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Der  er  gjort  mange  Forsøg  paa  at  opstille  Formler  for 
trudgrænse,  Brudforlængelse,  Kontraktion  etc.  som  Funktion 
if  den  kendte  Sammensætning*),  uden  at  Bestræbelserne  dog 
Lunne  siges  at  være  lykkedes.  Vanskeligheden  herved  ligger 
or  en  stor  Del  i,  at  den  forskellige  Bearbejdelse  og  Behandling 
tf  Jærnet  spiller  en  ofte  lige  saa  stor  Rolle  som  den  kemiske 
Sammensætning;  den  maa  derfor  i  alt  Fald  ogsaa  indgaa  i 
^'ormlen  paa  en  eller  anden  Maade,  men  at  udtrykke  Bear- 
bejdelsens Effektivitet  ved  Tal  har  hidtil  været  umuligt. 

Her  i  Europa  har  det  hidtil  ikke  været  almindelig  Brug 
\i  specificere  Grænser  for  Indholdet  af  skadelige  Stoffer;  i 
Sordamerika  specificeres  næsten  altid  et  Maximumsindhold  af 
Svovl  og  Phosphor. 

§  47.  Paavirkninger,  der  overskride  Proportio- 
nalitetsgrænsen,  hyppigt  gentagne  Paavirkninger. 
Arbejdsliniens  Form  og  dens  mærkelige  Punkters  Beliggenhed 
afhænger  i  høj  Grad  af  den  Behandling,  Jærnet  tidligere  har 
«^æret  underkastet.  Dette  Spørgsmaal  er  navnlig  bleven  under- 
søgt af  Baiischinger  og  Wdhler;  vi  skulle  først  gengive  en  Del  af 
Bauschingers**)  Resultater  og  begynde  med  Paavirkninger,  der 
stadig  ere  af  samme  Art,  altsaa  enten  Træk  eller  Tryk. 

1.  Paavirkninger,  der  holde  sig  under  Proportionalitets- 
jrænsen,  medføre  ingen  Forandring  i  Prøvestykkets  elastiske 
Egenskaber,  selv  om  de  variere  adskillige  Gange  mellem  Nul  og 
ieres  højeste  Værdi.  Anderledes  gaar  det  derimod,  hvis  Propor- 
ionalitetsgrænsen  overskrides. 

2.  Ved  en  Paavirkning  mellem  Proportionalitets-  og  Flyde- 
grænsen  hæves  den  første  strax  og  desto  mere,  jo  højere  Paavirk- 
lingen  er;  naar  Paavirkningen  er  naaet  omtrent  op  til  Flyde- 
jrænsen,  befinder  Proportionalitetsgrænsen  sig   ved  et  Maximum^ 


♦)  En  Del  amerikanske  Forsøg  refereres  af  Johnson  (Materials  of  con- 
struction,  S.  157).  En  fransk  Formel  (Deshayes)  findes  i  Ann.  d.  ponts 
et  chaussées  1885,  I,  S.  767.  Juptner  v.  Johnstorff  (Beziéhungen  zwischen 
Zerreisfestigkeit  u.  chemischer  Zusammensetzung  von  Eisen  u.  Stahlc 
og  »Beziehungen  zwischen  der  chemischen  Zusammensetzung  u.  den 
physikalischen  Eigenschaften  von  Eisen  u.  StahU,  Leipzig,  1895  og 
1896)  opregner  de  fleste  tidligere  opstillede  Formler,  førend  han  opstiller 
sine  egne. 

♦♦)  Mittheilungen,  Heft  13. 
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og  saasnarl  Fhidegnvnsen  overskrides,  gaar  Proportionatitth- 
grænsen  ned,  ofte  heil  til  Nul.  P'or  at  konstatere  dette  sidstf, 
maa  man  forelage  en  Maaliiig  umiddelbaii  efter;  lader  man 
nemlig  nogen  Tid  liengaa,  forandres  P"orholdene  atter,  idd 
den  saaledes  sænkede  Froporlionaliletsgrænse  i  Tidens  Løb  attn 
hæver  sig:  cfler  nogle  Dage  naur  den  op  til  Paat>irkningm 
Værdi,  og  efter  længere  Tid,  i  all  Fald  efter  nogle  Aars  Forki. 
ligger  den  endnu  højere. 

3.  Ved  Paauirkning  op  aner  FIgdegrænsen  bæves  dtm 
sira.r  op  til  samme  Størrelse  som  Paavirkningen,  og  i  Tidria 
Løb  gaar  Flydegra-nsen  endnu  højere  op. 

Del  endelige  Resultat  af  en  Panuirlcning  over  Flydegranm 
er  altsaii  altid,  at  haade  Proporlionalitetsgrænsen  (i  Tidens  Lebi 
og  FIgdegrænsen  hæves. 

4.  Med  Elitslicitetsknefpcienten  forholder  det  sig  i  Regltn 
paa  samme  Maade  som  med  Proportionalitetsgncnsen ;  iii 
Paavirkning  over  FIgdegrænsen  bringes  den  til  al  aflage  nojri, 
men  den  vo.ver  i  Tidens  Løb  igen  og  ligger  efter  nogle  Åart 
Forløb  allid  højere  end  oprindelig.  Variationen  af  E  er  dof 
ikke  betydelig. 

For  den  klarere  Forstaaeises  Skyld  skal  anføres  el  Vv 
af  de  Forsøgsrækker,  ^■ed  hvilke  Bauschinger  har  be\ist  orcn- 
staaende  Sætninger.  Sætning  2  og  3  (undtagen  Tidens  Virt- 
ning  bagefter)  fremgaar  af  følgende  Forsøg  *)  med  Materiale  fra 
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an  Tallet  i  Kolonnen  »F«).  Ved  Belastningen  2460  ses  i 
3n  Linie  Proportionalitetsgrænsen  at  være  hævet  til  2120; 
esaa  hæves  Proportionalitetsgrænsen  ved  Belastningen  3130, 
r  endnu  ikke  naar  Flydegrænsen.  I  3die  Linie  ses  Maximums- 
Lastningen  at  overskride  Flydegrænsen  ganske  lidt,  og  her- 
d  sænkes  P  og  ligeledes  £,  hvorimod  F  hæves ;  den  stærkere 
lastning,  hvormed  4de  Linie  ender,  ses  i  5te  Linie  at  have 
igt  større  Virkning. 

Sætning  3  og  4  samt  sidste  Del  af  Sætning  2  kan  paa 
mme  Maade  forfølges  ved  følgende  Forsøgsrække  *)  med 
ejsjærn : 


Paavirkning:  Træk 

E 

P 

F 

Maximums- 
belastning 

rindelig  Tilstand 
Minutter  efter 
Timer          » 
Minutter      » 

Var  18  Dage  efter 

2050000 
1980000 
1960000 
1870000 
2090000 

1620 
1035 
2960 
1070 
>3870 

2130 

2480 

3380 

>3650 

>3870 

2430 
3000 
3590 
3650 
3870 

Mellem  2den  og  3die  Linie  maa  man  erindre,  at  der  er 
ingaaet  63  Timer;  ved  Belastningen  3000  er  Proportionalitets- 
sensen  strax  bleven  sænket,  men  i  Løbet  af  de  63  Timer 
II  den  atter  hævet  sig  helt  op  til  2960.  Elasticitetskoeffici- 
Lten  er  ligeledes  bragt  til  at  aftage  ved  Belastningen  3000, 
I  endnu  efter  de  63  Timers  Forløb  ligger  den  lavere;  Virk- 
ngen  er  her  langsommere. 

Sætningerne  ere  navnlig  beviste  ved  Trækforsøg,  men 
ikelte  Forsøg  af  Bauschinger  med  Tryk  have  givet  ganske 
Linme    Resultater,    hvilket  ogsaa  er  bekræftet  af  Dupuy**). 

Ifølge  det  nu  meddelte  er  Beliggenheden  af  Proportionalitets- 
5  Flydegrænsen  højst  usikker,  da  man  ikke  altid  kan  kende 
-n  Behandling,  Jærnet  er  undergaaet,  inden  man  faar  fat 
ia  det.  For  Proportionalitetsgrænsens  Vedkommende  har 
Quschinger  dog  gjort  nogle  senere  Forsøg,   der  synes  at  tyde 


*)  Bauschingers  Mittheilungen,  Heft  13,  Tab.  II. 
**)  Ånnales  des  ponts  et  chaussées,  1897,  I,  S.  1. 

^*  Ostenfeld:   Teknisk  EUsticiteUlære. 
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paa,  at  selv  om  dens  øjeblikkelige  Beliggenhed  kan  væn; 
meget  forskellig,  saa  er  dog  den  højeste  Beliggenhed,  hvottill 
den  kan  hæves,  uafliængig  af  den  tidligere  Behandhng.  Dæ. 
højeste  Beliggenhed  faar  man  ifølge  det  foregaaende  \ed  si 
anvende  saa  stor  en  Paavirkning  som  muligt,  og  det  vil  ap 
Brudbelastningen.  For  Brudstykker  af  Prøvelegemer,  dervaie 
blevne  trukne  over,  fandt  Bauschinger  følgende  *) 


Proportl 
opriDdellg 

nalUets- 

efler 
Brud 

s„M^ 

lti40 
1230 

2800 

2850 

Blodt  Staal 

2350 

2700 

1000 

2700 

De  to  Svejsjærns  Stænger  og  ligesaa  de  to  Staalstængw 
vare  skaarnc  ud  af  samme  større  Stykke;  trods  den  højst  for- 
skellige oprindelige  Beliggenhed  af  Proport ionali tetsgitensfD 
gave  Maalingerne  med  Brudstykkerne,  som  man  ser,  samme 
Resultat.  Tidens  Virkning  spiller  ved  disse  Forsøg  ingen  Bolle, 
da  Brudstykkerne  havde  ligget  lige  længe  efter  at  være  revne 
over. 
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asen  i  de  paa virkede  Punkter,  og  Jærnet  viser  derfor  nu 
dre  Strækkelighed  og  Sejghed,  men  større  Stivhed,  end  i 
oprindelige  Tilstand.  —  Det  har  derfor  stor  Betydning  at 
,  om  man  kan  faa  de  kunstigt  forhøjede  Proportionalitets- 
^lydegrænser  sænkede  igen,  og  hvorledes  dette  kan  ske, 
)gsaa  herover  har  Bauschinger  anstillet  omfattende  Under- 
viser. Som  Resultat  heraf  anføres,  at  stærke  Rystelser 
irsmedning  i  kold  Tilstand)  og  ligeledes  Opvarmning  til 
dst  ca.  AOO^  med  paafølgende  Afkøling  atter  sænker  de 
stigt  hævede  Grænser;  Virkningen  er  kraftigst  overfor  Pro- 
ionalitetsgrænsen,  men  ogsaa  Flydegrænsen  sænkes.  Hurtig 
øling  efter  Opvarmningen  virker  langt  kraftigere  end  lang- 
Afkøling;  ved  Glødning  og  paafølgende  hurtig  Afkøling 
kes  Proportionalitetsgrænsen  til  Nul  eller  omtrent  til  Nul, 
fsom  Afkøling  kan  derimod  ikke  frembringe  saa  stærk  en 
ikning. 

Til  Bevis  for  disse  Sætninger  anfører  Bauschinger  en 
Dgde  Forsøgsrækker,  og  de  ere  ogsaa  fundne  bekræftede 
etsteds.  Vi  skulle  anføre  en  Forsøgsrække  med  en  koldt 
iet  Svejsjærns-Axel  fra  Watertown  Arsenal  *)y  der  viser  god 
irensstemmelse  med  Bauschingers  Resultater: 


af  hosstaaende  Tabel ;  (se  T>Hålfasthetsprof  å  svenska  materialiert  utgifiia 
2l{  Jårnkontoret,  Stockholm  1897,  S.  38).  Materialet  er  SOm.m.  Rund- 
jærn  (Bofors'  Martinstaal)  med  0,44%  Kulstof.  Stængerne  vare  udglø- 
dede før  Valsningen. 


Valsningen  udført 

Elasticitets- 

Brudgrænse 

Forlængelse 

under  et  totalt  Tryk 

grænse 

pr.  10  cm. 

af  ts. 

kg./cm.* 

kg./cm.^ 

% 

12,25 

3900 

6100 

20 

15,40 

4470 

6180 

12,3 

18,50 

5170 

6250 

12,2 

21,70 

5620 

6320 

10,3 

29,50 

5680 

6260 

11,5 

35,85 

6270 

6660 

9,0 

67,25 

6590 

7100 

5,0 

Report  of  tests  at  Watertown  Arsenal,  1892,  S.  513. 
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Udglødalngs- 

Afkølet 

Proport.- 
grienae 

Brud- 

Fortenpta 
pr.  12.501 

kg./cm.' 

kg..em.' 

«;. 

[kkc  udgledet 

3380 

4730 

133 

3310 

4730 

9.6 

ISO" 

langsomt 

3450 

4510 

13,4 

300" 

. 

3450 

4500 

16,0 

450" 

■ 

3020 

4180 

11,6 

fiOO" 

3670 

3SG0 

m 

aao" 

1 

asM 

3580 

225 

lys  kirsebiemid 

i  Luftcu 

ca,  1000 

3440 

28,0 

lys  kirsebærrud 

1  Salti-and 

U 

3740 

21,S 

i  Olie 

0 

3630 

25.8 

Ogsaa  de 

tidl 

gere   omtal 

c   Foi-sog  med  Smedejærnssojlcr  1 

under  Iiiilvirkning  af  Varme  (Ildel)rand)  bekræfte  Sætningernes 
Rigtighed:  naar  der  sprøjtes  koldt  Vand  paa  den  til  ca.  60[f 
opvarmede  Søjle,  bøjer  den  sig  meget  stserkt  ud  til  Siden, 
hvilket  tyder  paa  en  Sænkning  af  navnlig  Flydegrænsen. 

Vi  gaa  dernæst  til  Paat'irkninger,  der  skifie  mellem  Tralt 
og  Tryk.     Her  fandt  Bauschinifer  følgende  Forhold: 

I.  Ved  Belaslnimj  Hl  f.  Ex.  Træk  over  Proportionalilels- 
gra-nscn,   bliver  Proportionalitetsgrænsen  for  Tryk  bragt  ned  lil 
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verskridelse  af  en  af  de  frembragte  Grænser  bringer  strax 
;n  anden  til  at  gaa  ned.  Derimod  kan  man  anvende  Belast- 
nger,  der  skifte  regelmæssigt  mellem  Træk  og  Tryk  og  uoxe 
h)nt;  ved  en  saadan  Paavirkning  vil  nemlig  Proportionalitets- 
'ænsen  for  f  Ex.  Tryk  ikke  gaa  ned  til  Nul,  førend  Træk- 
lavirkningen  kommer  op  over  den  oprindelige  Proportionali' 
Isgrænse.  Selv  paa  den  Maade  kan  man  imidlertid  kun  hæve 
gge  Proportionalitetsgrænser  til  en  vis  Værdi,  der  altid  ligger 
tydeligt  lavere  end  den  oprindelige;  denne  Værdi  kaldte 
luschinger  den  »naturiige  Elasticitetsgrænse«. 

Vi  anføre  atter  her  en  af  Bauschingers  Forsøgsrækker*) 
)r  Bessemerstaal) : 


Paavirkning 

P 

Max.- 
lastning 

P.  G.  af  den  anvendte 
Max.-Belastning  gaar 

0 

P  (Træk) 

P(Tryk) 

æk 

2694 

3674 

op 

ned 

yk  (22^/4  Timer  senere) 

494 

3706 

ned 

op 

aek  (  5            >            »     ) 

245 

3429 

op 

ned 

yk  (  4  Dage              »     ) 

738 

1230 

bliver 

op 

aek  (  2       >                 >     ) 

738 

1230 

op 

bliver 

yk  (  5^/3  Timer       i     ) 

1230 

1476 

bliver 

op 

3Bk(21V2            T                     T>         ) 

1230 

1476 

op 

bliver 

yk  (  2  Dage              t     ) 

1476 

1476 

bliver 

op 

æk  (  4  Timer           >     ) 

1476 

1722 

op 

bliver 

Ved  3  yderligere  Forsøg  med  Maximumsbelastning  1722 
lade  til  Træk  og  Tryk  hæves  Proportionalitetsgrænserne  ikke 
jjere;  1476  er  altsaa  den  »naturlige  Elasticitetsgrænse«.  Ved 
første  3  Forsøg  overskrider  Maximumsbelastningen  den  op- 
idelige  Proportionalitetsgrænse  og  bevirker  derfor  en  For- 
idring  af  baade  Træk-  og  Tryk-Grænserne ;  ved  de  følgende 
)rsøg  naar  Belastningen  derimod  ikke  op  til  den  oprindelige 
oportionalitetsgrænse,  og  idet  der  skiftes  regelmæssigt  mellem 
•æk  og  Tryk,  hæves  begge  Grænserne. 

Hidtil  have  vi  navnlig  talt  om  Proportionalitets-  og  Flyde- 
ænsen,  men  heller  ikke  Brudgrænsen  er  uafhængig  af  Jærnets 
lligere  Paavirkninger.    En  Paavirkning,  der  overskrider  Flyde- 


')  Mittheilungen,  Heft  13,  Tab.  XIII. 
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grænsen,  vil  i  Almindelighed  ogsaa  hæve  Brudgrænsen*),  mal  $i 
naar  Paavirkningens  Størrelse  nærmer  sig  Hl  Brudgnensen  Hk  *' 
virkelig  naar  denne,  saa  der  indtræder  Brad;  naar  Fom^ 
gentages  med  Brudstykkerne  af  en  overreven  Stang,  jindet 
en  højere  Briidgrirnse.  Det  synes  ogsaa,  som  om  Bradstykkax  p1' 
Slgrke  voxer  yderligere  i  Tidens  Løb;  en  Overskridelse  at Brai  "J 
grsensen  har  altsaa  ganske  samme  Virkning  paa  denne  Grauo  i* 
Beliggenhed  som  en  Overskridelse  af  Fiydegrfensen  har  pu 
Fiydegrænsens  Beliggenhed. 

Disse  Ssetninger  ere  bekræftede  ved  mange  Forsøg,  bl,  i 
af  BauscIiinger**J,  der  trak  en  Jærnstang  over  7  Gange 
hinanden  og  der\ed  fandt  Brudgia-iisen  tiltaget  fra  3200  lil 
4400  kg./cm.",  og  af  Tharslon  og  Beardslee***),  der  ogsM  li 
navnlig  have  studeret  Tidens  Indflydelse.  SidstnaeNTite  trf  » 
ved  Forsag  med  godt,  sejgl  Jarn  (Kedelplade),  at  Styrken 
voxede  ca.  15%  ved  en  Paavirkning  til  Brudgrænsen  og  ca. 
Dags  Hvile  bagefter;  haardl  Materiale  viste  kun  enTilvæsts 
gennemsnitlig  ca.  6  "/o.  Vi  skulle  anføre  Resultaterne  af 
anden  Række  Forsøg  af  Bearelslee  med  Rundjæm  af  forskellif 
Diameter  (23—78  m.  m.),  hvoraf  Tidens  Indflydelse  tj'deligl 
fremgaar : 
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ig  af  flere  Grunde,  navnlig  af  HensyA  til  Hviletidens  Ind- 
Lelse. 

Vi  komme  nu  til  de  saakaldte  »Wohler'ske«  Forsøg.  Naar 
n  ser  bort  fra  enkelte  Forløbere,  var  nemlig  Wohler  den 
>te,  der  undersøgte  Virkningen  af  hyppigt  gentagne  Paavirk- 
ger  paa  Brudgrænsens  Beliggenhed  (1859 — 70)*);  Forsøgene 
:sattes  af  Spangenberg ,  og  senere  har  navnlig  Bauschinger 
ierkastet  dette  Spørgsmaal  en  meget  omhyggelig  Under- 
;else  **). 

Resultaterne  af  Woblers  Forsøg  kunne  sammenfattes  saa- 
es:  Ved  hyppigt  gentagne  Belastninger  indtræder  Brud  for 
mindre  Spænding  end  ved  en  rolig  Paavirkning.  Idet  Paa- 
kningen  varierer  mellem  en  bøjere  og  en  lavere  Grænse, 
IX.  og  pmin.,  vil  det  Antal  Spændingsvariationer ,  der  er  nød- 
idigt  for  at  fremkalde  Brud,  navnlig  afhænge  af  Differensen 
llem  pmax.  og  pmin.  (disse  indføres  med  Fortegn),  og  disse 
Jensers  absolute  Værdier  ville  kun  have  den  Betydning,  at  for 
vende  Spænding  indtræder  Brud  ved  en  mindre  Differens. 

Hvis  f.  Ex.  jOmax.  boldes  konstant,  skal  der  des  flere 
ændingsvariationer  til  at  fremkalde  Brud,  jo  større  pmin.  er, 
saa  jo  mindre  Differensen  er;  og  der  vil  for  et  givet  jOmax. 
re  en  vis  Værdi  af  Differensen  eller  af  jOmin.,  ved  hvilken  Brud 
op  endnu  ikke  indtræder,  selv  om  Spændingsvariaiionernes 
tal  er  uendelig  stort  {Wohler  Jiar  anvendt  30 — 50,  i  et  enkelt 
fælde  endog  132  Millioner  Spændingsvariationer). 

Wohlers  Resultater  have  en  meget  vidtrækkende  praktisk 
tydning,  idet  man  derved  har  et  Udgangspunkt  for  Valget 
den  tilladelige  Fiberpaavirkning,  som  vi  skulle  se  i  næste  §. 
ad  man  for  dette  Formaals  Skyld  navnlig  har  Brug  for  at 
ide,  er  de  sammenhørende  Værdier  af  pmax.  og  pmin.,  hvori- 
llem  der  endnu  netop  kan  taales  Variationer  i  det  uende- 
i;  for  et  givet  jOmin.  er  det  tilsvarende  pmox  at  betragte  som 
idgrænsen.  For  denne  variable  Brudgrænse  har  man  ind- 
t    Betegnelsen:    den    til    det  givne   jOmin.   svarende   »Arbejds- 


)  De  vigtigste  af  Wohlers  Resultater  findes  i  Zeitschrift  fur  Bauwesen, 
1870,  S.  74. 

)  Bauschingers  Resultater  findes  i  hans  -»Mittheilungen«.,  Heft  13  og  25. 
Han  fik  desværre  aldrig  bearbejdet  sine  sidste  Forsøg  (siden  1886),  skønt 
Spørgsmaalet  beskæftigede  ham  lige  til  hans  Død  1893.  Resultaterne 
i  Heft  25  ere  offentliggjorte  af  Foppl 
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styrket.  Med  det  samme  skal  der  indføres  særlige  Bet^Dek  h 
for  nogle  specielle  Værdier  af  Arbejdsstyrken.  For  p*  bi 
^  Pmti  falder  den  tilsvarende  Værdi  af  Arbejdsstyrken  samn«  te 
med  Materialets  Brudgrænse  for  absolut  rolig  PaaTirkiiii$  tt 
denne  Værdi  af  Arbejdsstyrken  skal  i  det  følgende  betep«  ^ 
ved  Ordet  Ligevægtsstyrke  *).  Den  til  pæin.  =  O  svarende  Atbé^  n 
styrke  skal  kaldes  Udsvingsslyrke*),  den  til  /)mtn.  =  — ^*  *? 
svarende  Værdi  Svingningsstyrke*).  —  Mellem  Minimumspil-  p 
virkningen  og  den  tilsvarende  Arbejdsstyrke  maa  der  beslå  ri 
en  vis  Relation ;  hvis  den  var  bekendt,  havde  man  ved  4»  i 
Woblers  Resultater  udtrykte  paa  den  simpleste  og  mest  vA-  ' 
tømmende  Maade.  Skønt  Woblers  Forsøg  ere  lovlig  faatalliffli 
hertil,  er  der  dog  gjort  adskillige  Forstag  til  en  saadan  Bdi-1 
tion.  Den  første,  der  indlod  sig  paa  Forsøget,  var  Gerber,  iaM 
fandt,  at  naar  man  afsatte  p„iB  som  Abscisse,  pnm.  — P*I 
som  Ordinat,  fik  man  en  2den  Grads  Parabel.  Denne  »Gff-1 
berske  Parabel*  spillede  i  sin  Tid  en  betydelig  Rolle,  maj 
stemmer  slet  ikke  med  Bauschingers  seneste  Resultater;  i  I 
næste  §  skulle  vi  anføre  en  anden  lignende  Relation. 

Bauschinger  har  ved  sine  Forsøg  bekræftet  Woblers  Re- 
sultater, men  hans  Formaal  var  forøvrigt  navnlig  at  finde  hi 
Forklaring  af  dem.  Han  gik  derved  ud  fra,  at  da  en  Pat 
virkning,  der  overskrider  Elasticitetsgrænsen,  frembringer  en 
blivende   Formforandring,    saa   maa    en    Gentagelse    heraf  tit 

Ud 
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;  om  pmax.  overskred  denne  Grænse.  Dette  forklares  imid- 
id  meget  simpelt  ved  Bauschingers  Forsøg,  idet  \i  fore- 
ig  indskrænke  os  til  at  antage  pmax.  og  pmin.  af  samme 
-tegn.  Han  viste  nemlig,  at  ved  hyppigt  gentagne  Spæn- 
gsvariationer  mellem  Nul  og  en  højere  Værdi,  som  ligger  i 
rheden  af  eller  ogsaa  mere  eller  mindre  over  den  oprindelige 
^portionalitetsgrænse,*)  hæves  denne  op  over  Spændingens 
este  Værdi  og  des  højere,  jo  større  Antallet  af  Spændings- 
'iationer  er;  men  der  vil  altid  være  en  vis  højeste  Beliggenhed, 
n  den  ikke  kan  overskride.  Hvis  jOmax.  ikke  naar  op  til  den 
rindelige  Proportionalitetsgrænse,   vil  der  ikke  indtræde  Brud 

V  for  5 — 16  Millioner  Gentagelser,  og  det  samme  er  Tilfældet, 

V  om  pmax.  nok  overskrider  den  oprindelige  Proportionalitets- 
ænse,  naar  blot  denne  ved  Paavirkningerne  hæves  op  til  jOmax. 
m  sidste  Del  af  Sætningen  er  maaske  ikke  fuldstændig  be- 
Jt,  men  den  passer  i  alt  Fald  i  de  af  Bauschinger  under- 
ste Tilfælde.  Uds\ingsstyrken  er  altsaa  den  højeste  Værdi, 
ortil  Proportionalitetsgrænsen  kan  hæves  ved  Variationer  af 
ændingen  mellem  Nul  og  en  højere  Grænse. 

Vi  gaa  nu  over  til  det  Tilfælde,  at  Paa\drkningen  skifter 
lUem  Træk  og  Tryk.  For  saadanne  Spændingsvariationer 
r  Bauschinger,  som  ovenfor  anført,  paavist,  at  der  skal  en 
erskriden  af  den  oprindelige  Proportionalitetsgrænse  til  for 
bevirke  nogen  Forandring  i  Proportionalitetsgrænsens  B^- 
jenhed.  Man  skulde  heraf  nærmest  være  tilbøjelig  til  at 
tte,  at  Svingningsstyrken  falder  sammen  med  den  oprinde- 
i  Proportionalitetsgrænse,   og  denne  Slutning  er  sandsynlig- 

ogsaa  rigtig.  I  1886,  da  Bauschinger  endnu  ingen  af  den 
gs  Forsøg  havde  udført,  kom  han  af  Grunde,  vi  ikke  her 
die  gaa  nærmere  ind  paa,  til  den  Slutning,  at  Svingnings- 
rken  maatte  falde  sammen  med  den  »naturlige  Elasticitets- 
3nse«,  bl.  a.  fordi  dette  vilde  passe  bedst  med  den  Gerberske 
rabel,  til  hvis  Rigtighed  han  havde  en  meget  stærk  Tiltro, 
idlertid  vise  de  Forsøg,  han  har  udført  i  1886 — 93,  at 
ngningsstyrken  ligger  betydelig  højere  end  den  »naturlige 
isticitetsgrænse«.     Forsøgene  begyndte  ofte  med  at  bestemme 


)  Her  antage  vi  nu,  at  man  kan  substituere  Elasticitets-  for  Proportio- 
nalitetsgi^ænse.  Se  §  50  angaaende  Muligheden  af  at  hæve  den  virke- 
lige Elasticitetsgrænse. 
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Proportionalitetsgrænsen,  og  denne  Bestemmelse  gentoges  fli 
Gange,  medens  Forsøgene  stod  paa;  herved  anvendtes  imidlatii    m 
eii  Belnstning,  der  overskred  Proportionalitetsgrænsen,  hvonrf 
ForkJaringen    i    høj    Grad    vanskeliggøres.     Bauschingers  ega    n: 
Mening   om    Spørgsmaalet    har   man   desværre   aldrig  faaetal 
vide,  da  han  ikke  fik  Forsøgene  hearbejdede  for  sin  Dad,  ma    vt 
af   nedenstaaende    Sammenstilling,    hvori   ogsaa   eropfagrtå    ti 
af  Woblers  Forsøg,  for  hvilke  den  oprindelige  Proporiionaliteti 
grænse   er  bekendt,   viJ  man  se.   at  S^ingningsstyrken  virkelij 
i  Almindelighed    falder   temmelig  nær   sammen   med  den  op 
rindclige  Propotiionalitetsgra'nse. 
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n  den  virkelig  er  Jæmets  »oprindelige«,  er  det  naturiigvis 
Kiuligt  at  faa  oplyst.  —  Ved  disse  Forsøg  af  Bauschinger  er 
it  i  alt  Fald  paavist,  at  den  Gerberske  Parabel  ikke  kan 
liges. 

Vi  skulle  nu  anføre  nogle  Forsøgsresultater.  Ligevægts- 
yrken  betegnes  ved  L,  Udsvingsstyrken  ved  U,  Svingnings- 
yrken  ved  S  og  angives  i  kg./cm.^. 


L 

U 

S 

U:L 

S:  L 

Wohler. 

i 

ejsjærn  (Phonix) 

3250 

2200 

1170 

0,68 

0,36 

:el-Staal  (Krupp) 

7600 

3500 

2050 

0,46 

0,27 

•        >      (Bochum) 

6460 

3290 

1825 

0,51 

0,28 

»        >     (Vickers) 

^240 

c.  1460 

c.  0,35 

erdet  Fjederstaal  (Krupp) 

>8040 

4390 

<0,55 

lærdet        >                » 

>7310 

3650 

<0,50 

Bauschinger. 

ejsjærn.  Plade 

3480 

2000 

1770 

0,57 

0,51 

adt  Staal     » 

4360 

2400 

1980 

0,55 

0,45 

adt  Jærn  (Aii:  ubekendt) 

4050 

2200 

1980 

0,54 

0,49 

»          il         »             • 

4020 

2400 

2260 

0,60 

0,56 

lomasstaal,  Axel 

6120 

3000 

3000 

0,49 

0,49 

»             Skinne 

5940 

2800 

2800 

0,47 

0,47 

T>             Kedelplade 

4050 

2400 

1900 

0,59 

0,47 

ødt  Staal  (?)] 

3350 

2200 

1600 

0,66 

0,48 

Watertown*). 

aal 

10700 

2800 

0,26 

» 

6200 

2300 

0,37^ 

Man  ser  af  Forsøgene,  at  der  ikke  viser  sig  nogen  mærke- 
5  Forskel  paa  Svejsjærn  og  Staal,  og  at  man  egentlig  ikke 
in    etablere   noget   nogenlunde  konstant  Forhold  mellem  S, 


•)  I  Watertown  Arsenal  er  der  i  1888—92  anstillet  en  Mængde  Varigheds- 
forsøg ,  men  der  er  næsten  altid  anvendt  saa  store  Belastninger,  at 
Bruddet  er  indtraadt  efter  faa  Variationer.  Forsøgene  ere  forøvrigt 
fortsatte  i  de  følgende  Aar,  men  Beretningerne  fra  disse  ere  mig  des- 
værre ikke  tilgængelige.  Det  første  af  de  anførte  Resulter  findes  i 
^ReporU  1889,  det  andet  er  refereret  i  t>  American  MachinisU^  1897,  S.  564. 


U  og  L.     Bauschingers  Værdier  af  S  ligge  forholdsvis  hetydf^ 
lig    højere    end    de    af  andre   fundne.      Wohlers   Forsflg  sUtsiM 
give  som  Middeltal: 

U :  L  =  0,M,  S  :  i.  =  0,32, 

Bauschingers  alene  give: 

U:L  =  0,56,  S:L  =  0,49. 

Som  Middeltal  af  alle  de  anførte  Forsøg  findes: 

U:L  -=  0,55,  S:L  =  0,41. 

Man     troede    tidligere,    og    den    Anskuelse    har    holdl  q   R 
meget    længe,    at   maatte  forklare  denne  lavere  Beljggenliedil  1 
Brudgrænsen   overfor  hyppig    gentagne   Paavirkninger  denej,   o 
at  Materialet  i  Tidens  Løb  blev  sanstrengt«,  og  til  Støtte  ha- 
for  anførtes  del,   at   f.  Ex.  Svejsjærns-Axler  o.  1.,   der  knækb   l 
under  Brugen,    meget    ofle    vise    et    krystallinsk    Brud,   skwit 
Jærnet  oprindelig  aldeles  ikke  var  krystallinsk  i  Bruddet;  man 
talte   derfor  om    »kold   KryataUisation«,   bevirket  ved  Paavirt- 
□ingerne  under  Brugen.     Man  er  nu  ganske  klar  over,  atdetle 
Udseende   af  Brudfladen   hidrører  fra,   at  Bruddet  er  foregaaetl 
pludseligt,  uden  nogen  Kontraktion,  og  ligetedes  erdelsikknti 
nok,  at  der  ikke  kan  være  Tale  om  »Anstrengelse«   eller  »L'd-| 
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Brodragere  i  30 — 40  Aar,  at  Styrken  ikke  er  aftaget  i 
:3ens  Løb. 

Denne  ældre  Forklaring  er  altsaa  absolut  forkert,  og  den 
;-lige  Forklaring  er  utvivlsomt  den  af  Bauschinger  fremsatte, 
Bruddet  tilsidst  fremkaldes  ved  Summation  af  de  smaa 
Mjende  Formforandringer,  som  fremkomme  ved  hver  Over- 
rideise  af  Elasticitetsgrænsen  (enten  det  nu  er  den  oprindelige, 
er  den  som  indstiller  sig  under  Indflydelse  af  Spændings- 
xiationerne). 

Imidlertid  er  der  i  den  nyeste  Tid  fremkommen  endnu  en 
>rklaring,  som  støtter  sig  paa  de  ved  mikroskopiske  Under- 
gelser  af  Jærn  gjorte  Opdagelser.  Saadanne  Undersøgelser 
retoges  først  af  Sorby  og  ere  senere  fortsatte  af  mange  andre, 
;  det  har  derved  vist  sig,  at  der  altid  findes  Mængder  af 
xiske  smaa  Spalter  eller  Hulheder  mellem  Jærnkrystallerne, 
Idte  med  Luft  eller  Gasarter,  Jærnsilicat,  Jærnsulfld  o.  1.  I  de 
iste  Aar  har  navnlig  Thomas  Andrews  *)  underkastet  disse 
ikro-Spalter  en  indgaaende  Undersøgelse,  specielt  med  Hensyn 
Muligheden  af  at  Brud  skulde  kunne  bevirkes  eller  frem- 
lyndes  af  dem.  De  forekomme  i  et  Antal  af  mindst  en  Snes 
ykker  pr.  Kvadratcentimeter,  og  idet  de  hindre  den  direkte  Be- 
ring mellem  Jærnkrystallerne,  danne  de  svage  Punkter,  navnlig 
lar  de  ere  fyldte  med  Jærnsulfld.  I  et  Materiale,  der  er  saa- 
des  bygget,  kan  man  nok  tænke  sig,  at  der  under  vexlende 
påvirkninger  maa  foregaa  indre  Bevægelser,  hvorved  efter- 
manden flere  og  flere  Mikro-Spalter  komme  i  Forbindelse 
ed  hinanden,  saa  der  dannes  en  større  Skilleflade,  og  Andrews 
ifører  flere  Exempler  paa  Revner,  der  ere  begyndte  ved  et 
adant  Punkt  og  have  udstrakt  sig  tværs  gennem  Staalet 
im  i  Is  eller  Glas.  Det  er  vel  utvivlsomt,  at  noget  saadant 
m  foregaa,  og  i  alt  Fald  har  man  sikkert  her  Forklaringen 
la  de  mange,  hidtil  ganske  uforstaaelige  Brud  af  Jærnbane- 
:ler,  Skibs-Skrueaxler  o.  1.  Ogsaa  maatte  Bauschinger  ved 
dtalelsen  af  flere  af  de  ovenfor  anførte  Sætninger  (f.  Ex.  den, 
Brud  ikke  indtræder  ved  5 — 16  Millioner  Spændingsvaria- 


•)  Engineering,  1896,  10de,  17de  og  24de  Juli,  indeholder  de  første  Under- 
søgelser, og  de  fortsættes  med  en  længere,  endnu  ikke  afsluttet  Artikkel- 
række  i  1897  og  98  om  Undersøgelser  af  brugte  Skinner. 
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tioner  mellem  Nul  og  en  hojere  Grænse,  der  ligger  i  Nærhi 
af  den  oprindelige  Proportional itetsgrænse)  tage  det  Forb* 
især  for  Staal,  at  Materialet  maatte  være  aldeles  fejlfrit; 
indtraadte  Brud  langt  lettere.  Herved  tænkte  han  ganske 
kun  paa  Overlladefejl,  men  disses  Virkning  maa  vel  i 
omtrent  den  samme  som  Virkningen  af  begyndende  ini 
Spalter. 

De  af  Andrews  paaviste  Fænomener  give  altsaa  a: 
Forklaringen  af,  at  Varighedsforsøg  føre  til  saa  højst  vari( 
Resultater;  derimod  er  det  neppe  sandsynligt,  at  de  ski 
være  den  hele  eller  eneste  Aarsag  til  Brndgrænsens  lavere  B( 
liggenhed  overfor  skiftende  Paa  virkninger.  Denne  maal 
nemlig  ganske  sikkert  vise  sig  selv  i  et  Stykke  Jærn  udei 
Mikro-Spalter,  hvis  et  saadant  kunde  tænkes;  tlu  en  uflc  gen 
tagen  Overskridelse  af  Elasticitetsgrænsen  —  hvis  en  saaiiaii 
da  ellers  findes  i  Jærn  uden  Mikro-Spalter  —  niaa  nødvendig 
vis  medføre  Brud  tilsidst.  Dersom  det  var  Mi  kro-S  pallen« 
der  alene  vare  Skyld  i  Bruddet,  maatte  Svejsjærn  og  Stal 
sikkert  forholde  sig  langt  mere  forskelligt  overfor  skiftenil 
Paavirk ninger,  end  de  gøre.  Mikro-Spalterne  kunne  være  ( 
understøttende  Moment  for  Forklaringen  af  de  WohlerskeP« 
nomener,  men  den  egentlige  Aarsag  er  sikkert  en  Opsumme 
ring  af  smaa  blivende  Formforandringer. 

Til  Slut  skal  det  lige  nævnes,  at  Woblers  Resultater  i  (ien 
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der  kun  anvendtes  100  Omdrejninger  pr.  Minut.*)  Og 
lere  indvendtes,  idet  de  fleste  af  Resultaterne  ere  fundne 
Bøjningsforsøg,  hvoraf  Spændingerne  beregnedes  ved 
len :  M  =  c .  W,  at  denne  Formels  Anvendelse  her  var 
%  fordi  der  var  Tale  om  Paavirkninger  over  Proi)()i*ti()- 
tsgrænsen.  Dette  er  naturligvis  rigtigt,  naar  Formlen 
ides  til  at  finde  den  Spænding,  ved  hvilken  et  Hrud  er 
aadt  under  Forsøgene.  Derimod  er  det  ikke  rigtigt,  naar 
gningen  anvendes  paa  et  Forsøg,  ved  hvilket  Paavirk- 
en  ikke  er  større,  end  at  den  kan  taales  i  det  uendelige, 
i  saa  Fald  er,  som  ^^  ovenfor  have  set,  den  øjeblikkelige 
3ortionalitetsgrænse  netop  endnu  ikke  overskreden;  de  ved 
mlen     beregnede    Værdier    af    Arbejdsstyrken    ere    derfor 

§48.  Tilladelig  Fiberpaavirkning.  Tidligere  regnede 
1  simpelthen  den  tilladelige  største  Spænding,  hvorefter 
lensioneme  bestemtes,  til  \ — \  af  Materialets  Brudgrænse 
r  til  \ — J  af  Proportionalitetsgrænsen  (eller  Elasticitets- 
^nsen,  som  den  dog  den  Gang  altid  kaldtes).  Nævneren 
e  anførte  Brøker  kaldes  Sikkerhedskoefficienten,   og 

saadan  er  man  nødt  til  at  indføre  af  mange  Grunde.^  Vi 
Llle  nævne  nogle  af  de  vigtigste. 

1.  De  ved  Spændingsberegningen  T^givne^^  Størrelser.  De 
re  Kræfters  Størrelse  beror  ofte  paa  et  Skøn ;  saaledes  kender 
n  ikke  altid  Konstruktionens  Egenvægt  i  Forvejen,  og  ogsaa 
yttelastenc  —  den,  for  hvis  Skyld  Konstruktionen  bygges  — 
Cl  være  ret  ubestemt  F.  Ex.  beregnes  en  Gangbro  for  en 
iformig  Belastning,  svarende  til  Mennesketrængsel,  men  om 
in  skal  regne  3-,  4-  eller  500  kg.  pr.  m.*,  kommer  til  syvende 

sidst  an  paa  et  Skøn. 


^  Hvis  Delbrmationeme  ikke  faa  Tid  til  at  antage  den  fulde  til  Spæn- 
dingerne svarende  Størrelse,  maa  aabenbart  ;hurtig  Skiften  af  Paavirk- 
ningen  være  mindre  foiiig  end  langsom;  men  dette  passer  absolut  ikke 
med,  at  Baaschioger  fimdt  Svingningsstyrken  højere  end  Wobler. 
Sammenhængen  er  snarere  den,  at  der  ved  den  hurtige  Skiften  frem- 
kaldes dynamiske  Spændinger,  der  ere  betydelig  større  end  de  paa- 
regnede statiske.  Hvis  den  sidste  Forklaring  er  rigtig,  er  det  langt 
snarere  Banschingers  Resultater,  man  har  Brug  for  ved  Bestemmelsen 
af  den  tilladelige  Fiberpaavirluiing.  end  Woblers  (undtagen  ved  enkelte 
Maskinkonrtmktioner). 


2.     Spæn<lin<}sbere<)ningens  Gennemførelse  er  i  Alniiniielisheil 
langlfra  exact.     Dette  viser  sig  ikke  saa  tydeligt  ved  ije  hidtil 
behandlede   simple   Konstruktioner,   men   det  skal  ikke  dtsto 
mindre  her  nævnes,   at  i  mere   komplicerede  Tilfælde,  Gill^ 
dragere   med   stive   Knudepunktsforhindelser  o.  s.  v.,  kan  dfo   jdli 
Spændingsberegning,  der  udføres,  kun  betragtes  som 
melig  raa   Tilnærmelse.      Man   forudsætter  f.  Ex.  friktioiultHplii 
Led,  hvor  der  i  Virkeligheden  udføres  nittede,  og  allsaa 
Forbindelser,    og    ogsaa    paa   anden   Maade   kan   der  uplrdt   r ; 
secundære  Spændinger,   som  man  ser  bort  fra.    Ved  en  simpd 
Understøtning  gaar  man  saaledes  ud  fra,   at   en  Drejning  bl 
foregaa  uden  Friktion;  Reaktionens  Angrebspunkt  er  som 
ikke  nøje  bekendt;  for  statisk  ubestemte  Bjælker  er  der  endw 
flere  Forudsætninger,  som  man  ikke  kan  vente  at  faa  opfyWte 
i  Praxis.  —  Ligeledes  gaar  man  ofte  let  hen  over  de  saakaliltt   n 
Exlraspa'ndinger ,   d.  v,  s.    Spændinger,    der  hidrøre  fra  Vind- 
tryk,  Bremsekræfter,  Temperaturvariationer,  eftergivende  Under- 
støtninger o.  I.   —    Kn   særlig   Art   af   Estraspændinger  er  di 
dynnmiske  Spændinger:    man    regner    med    Belastningen  sol 
staaende  stille,  men  i  Virkeligheden  bevæger  den  sig  jo,  ojl 
derved   frembringes   forskellige  Virkninger,    som   det  er  niW 
eller  mindre  umuligt  at  tage  Hensyn  til  ved  Beregningen.  Do    i* 
frembringes  saaledes  Stød  og   Rystelser,    som  sætte  Konstni- 
tionen  i  Svingninger,  og  vi  have  liere  Gange  i  det  foregaaende 
set,  at  en  pludselig  Virkning  af  Kraften  fremkalderen  dynamisl! 
Spænding,   der  kan  naa  op  til  det  dobbelte  eller  meri;  af  ilm 
statiske  Spænding.    Naar  et  Lokomotiv  kører  hen  ad  et  Jæn- 
banespor,  der  jo  aldrig  ligger  fuldkommen  jævnt,  frcmkomniff 
der  Slag  ved  Skinnestødene  og   Uregelmæssighederne  i  Spoitt 
Lokomotivet  sættes  i   Svingninger   paa  sine    Fjedre,    hvorved 
Hjultrykkene   kunne   variere    periodisk   o.  s.  v.      Naar   Spord 
fører  over  en  Bru,  vil  denne  bøje  sig  ned  under  Belastningens 
Vægt,   og   Lokomotivet   kommer   derfor   til   at   gennemløbe  ea 
krum  Bane,  hvorved  der  frembringes  en  Centrifugalkraft,  to 
forøger  Belashiingen.     Alt  dette  er  kun  anført  exempelvis,  de 
dynamiske  Virkninger  kunne  optræde  paa  flere  andre  Maadei> 
3.     Materialet   har   ikke  nøjagtig   de   Egenskaber  —  Brud- 
grænse,  Proportionahtetsgrænse,   Elasticitet  s  koefficient  etc.  - 
man  bar  lagt  til  Grund.     Der   kan   forekomme  tilfældige  Fejl 
i   Materialet.      Tværsnitsdimensionerne  af   de  enkelte  Bjælker 


; 

V 
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stænger  kunne  afvige  noget  fra  det  forlangte,  og  i  Tidens 
ruster  Jærnet. 

i.  Udførelsen  af  Arbejdet  ved  Bygningen  eller  Fabrikationen 
Lke  altid  fejlfri.  Jærnets  Styrke  kan  forringes  ved  uheldig 
mdling,  Bøjning,  Lokning,  Bearbejdelse  ved  blaa  Varme 
V.  Forbindelserne  blive  ikke  ganske  fejlfri;  Stænger,  hvis 
linier  skulle  gaa  igennem  et  bestemt  Punkt,  komme  maa- 
L  Virkeligheden  til  at  ligge  noget  excentrisk;  Kitningen  er 
altid  saa  fuldkommen,  som  den  burde  være. 
Man  ser,  at  der  er  overmaade  god  Grund  til  at  indføre 
ikkerhedskoefficient,  men  ved  Bestemmelsen  af  dens  Stør- 
kan man  dog  ikke  tillægge  alle  de  opregnede  Omstændig- 
r  samme  Vægt.  Mod  den  under  1)  omtalte  Ubestemthed 
man  dække  sig  strax  ved  Fastsættelsen  af  den  Belastnings 
relse,  der  skal  indføres  i  Beregningen;  dette  tages  der  i 
indelighed  ikke  Hensyn  til  under  Sikkerhedskoefficienten. 
under  3)  og  4)  anførte  Ufuldkommenheder  optræde  i  de 
cellige  Tilfælde  i  omtrent  samme  Grad;  deres  Bidrag  til 
erhedskoefficienten  kan  regnes  konstant.  Håseler*)  skønner 
nittede  Konstruktioner  et  konstant  Tillæg  af  30  "/o  til  de 
gnede  Spændinger  af  den  Grund.  —  Derimod  have  de 
3r  2)  nævnte  Omstændigheder  højst  forskellig  Betydning  i 
orskellige  Tilfælde.  Man  kan  gennemføre  Beregningen  af 
lekundære  Spændinger  og  Extraspændingerne  mere  eller 
ire  nøjagtigt,  og  selvfølgelig  kan  man  nøjes  med  en  desto 
Ire  extra  Sikkerhed,  jo  nøjagtigere  Beregningen  af  Spæn- 
erne  er  gennemført.  Men  det  er  navnlig  de  dynamiske 
ninger  af  Belastningen,  der  volde  Vanskeligheder,  og  det 
[ensynet  til  dem,  der  har  fremkaldt  de  mange  forskellige 
ensioneringsmethoder,  der  i  den  sidste  Snes  Aar  have  set 
5ns  Lys. 

De  dynamiske  Virkninger  hidrøre  alene  fra  den  »bevægelige 
stning«  (d.  s.  s.  ovenfor  er  kaldt  Nyttelasten;  denne  er  i 
praktisk  forekommende  Tilfælde  bevægelig),  hvorimod  der 
en  hvilende  Belastning  ikke  er  knyttet  nogen  saadan  Bi- 
ling.  Det  maa  derfor  kaldes  rationelt  ikke  at  bruge 
ne  Sikkerhedsgrad  overfor  de  to  Slags  Belastning.  Gerher 
den   første,    der  tog   Hensyn  hertil  ved   Bestemmelsen  af 


Håseler:  Der  Bruckenbau,  I,  1,  Brauiischweig  1888.     S.  36. 

Ostenfeld:   Teknisk  Elaiticitetslære.  \^ 


Dimeusioncnie  [186;t):     naar  Og   betegner   Spændingen  fra dd 
hvilende,  o^,  fra  den  bevægelige  Belastning,  satte  han: 

Oj  +  30j,  =  1600  kg./cra.". 

Det  heri  udtalte  almindelige  Princip,  at  multiplicere 
med  en  vis  Slødkoefficicnl  (j.  og  dernæst  behandle  Spændinger 
Op  og  /( .  Op  ens,  anvendes  ofte  endnu  under  forskellige  Fon«t 
I  Nordamerika  er  det  saaledes  meget  almindeligt  at  regi 
dobbelt  saa  stor  en  tilladelig  Paavirkning  overfor  den  Inileni 
Belastning  som  overfor  den  bevægelige*).  Hvis  man  (iirfJ* 
vil  anvende  en  Sladkoefficient,  kan  den  f.  Ex,  have  følffeoi 
Værdiei' : 

For  Jærnbanebroer  ...     /*  =—   1,5, 
•     Vejbroer ■   ^  1,4, 

-  Bjælkelag  o.  1.   .  .  .     -   =  1,3, 

-  Tagværker     -    =  1,2. 

Specielt  for  Jærahanebroer  er  del  korrektere  at  udtrvkh 
(t  som  Funktion  af  det  Antal  Hjul,  der  i  Øjeblikket  iKlinilei 
sig  jiaa  Broen ;    HCiseler  har  saaledes  foreslaaet  at  regne: 


hvor  n  er  Hjulenes  Antiil;   jo  liere  Hjul  der  findes,  des  :iløn* 
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virkning.  Hvis  man  skulde  bestemme  Tværsnittet  af  en  Stang, 

hvilken  Spændingen  svinger  mellem  to  bekendte  Værdier 

.  og  (Jmin.,  uden  at  indføre  nogen  Sikkerhedskoefficient,  vilde 

1  aabenbart  kun  have  at  sørge  for,  at  den  til  (Jmin.  svarende 

ejdsstyrke  var  større  end  eller  lig  (Jmax.    Man  faar  da  Brug 

en    Relation    mellem    Arbejdsstyrken    og    den    tilsvarende 

limumsspænding.      Som    ovenfor    meddelt,    er    en    saadan 

ation  først  opstillet  af  Gerber,  men  den  Gerberske  Parabel 

nu  ved  Bauschingers  Forsøg  vist  sig  mindre  heldig.   Imid- 

d  er  der  opstillet   vist    henved    en  Snes    andre  Ligninger; 

kuUe  exempelvis   gaa  lidt  nærmere  ind  paa  den   af  dem, 

har  funden  størst  Anventielse  til  Dimensionsbestemmelse, 

Launhardt '  Weyrauchske*).    —    Som    Relationen  mellem 

ijdsstyrken  A    og    den    tilsvarende    Minimumsspænding    a 

•g  de: 


A  =  c{l  +  m.^), 


r  C  Og  m  ere  Konstanter,  der  skulle  bestemmes  af  For- 
ne. For  a  =  oerA  =  C;  C  betegner  altsaa  Udsvings- 
ken U.  m  har  forskellige  Værdier,  eftersom  A  og  a  have 
me  eller  modsat  Fortegn.  For  A  =  a  skal  A  være  lig 
vægtsstyrken  L,  og  man  finder 

A  =  — a  skal  A  være  lig  Svingningsstyrken  S,  altsaa 

S 


m  =  1  — 


U' 


For  Svejsjærn   vilde   man    med   Forsøgsresultatet  i  første 
le  af  den  i  forrige  §,  S.  235,  givne  Tabel  have: 

^   =^  0,68,  ^   =  0,36,  ^  =   1,47,  ^  =  0,53, 

raf  m  =  0,47  <ro  0,5,  gældende  for  alle  Tilfælde. 


Weyrauch:  Die  Festigkeitseigenschaften  etc.  von  Eisen-  und  Stahlkon- 
struktionen,  Leipzig  1889.  Her  findes  ogsaa  en  Oversigt  over  de  fleste 
foreslaaede  Dimensioneringsmethoder.  Se  ogsaa  Tekn.  Forenings  Tidsskr. 
1889—90,  S.  77. 
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Naar  man  nu  skal  bestpiiinie  Dimensionen  af  en  Stang, 
for  hvilken  Spændingen  varierer  ineUem  Grænserne  Om„  05 
o^in.,  saa  skulle  disse  to,  hvis  man  ingen  SikkerhedskoefTicietil 
vil  anvende,  svare  til  hinanden  som  A  til  a.  hvorved  Foniilfn 
for  den  tilladelige  Kiherpaavirknlng  hliver: 


4-»^) 


gældende  for  alle  Tilfælde,  idet  Omtn  og  Oni„.  indføres  meii 
Fortegn  (Om„.  er  den  numeriske  Maximumsspænding).  1  Virke- 
ligbeden maa  man  naturiig\Ts  indføre  en  SikkerhedskoeffinenI; 
sædvanligvis  nøjes  man  her  med  3  k  3,5.  Idet  U  for  det  om- 
handlede Svejsjærn  er  lig  2200  kg.,'cra.*,  altsaa  ^  U  ^  c.  700, 
hhver  den  tilladelige  Paavirkning: 

r  _700(l  +  J^). 

De  her  hrugte  Talværdier  gav  tilfældigvis  samme  Værdi 
for  /II,  enten  man  satte  A  =-^  a  eller  A  =-  —  h,  og  detle 
overordentlig  bekvemt,  fordi  man  saa  kunde  bruge  samme 
Formel,  enten  i3n,»,  og  Omm.  havde  samme  eller  modsat  For- 
tegn. Dette  vil  naturligvis  ikke  slaa  til,  naar  man  benjHer 
de   andre   Værdier   af  S,    il  og  L.    der   ere   givne  i  Tabellen 
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anførte  Forsøgsresultater,    faar  man   (som  Middeltal  af  alle 
'orsøgene): 

-^  =  0,55,    -^  =  0,41,  ~  =  1,82,    ^  =  0,75, 

A Ol-ved  Formlerne  blive: 

og  (Jmin.    samme  Fortegn :  r  =  fi  1 1  +  0,8    — ^^^  I ,  I 

»      modsat        »  r  =  ri  ( 1  +  0,25  — ^^^  I ; 


noax. 


»pændingerne  indføres  ogsaa  her  med  deres  Fortegn. 

Herefter  er  en  Variation  af  Spændingerne  mellem  Træk 
►g  Tryk  ikke  nær  saa  farlig  som  efter  den  almindelige  Laun- 
lardt-Weyrauchske  Fonnel  ovenfor;  men  det  er  netop  ogsaa 
iovedresultatet  af  Bauschingers  seneste  Forsøg,  som  jo  have 
;ivet  betydelig  højere  Værdier  af  Svingningsstyrken,  end  man 
idligere  antog. 

For  den  bedre  Oversigts  Skyld  anføres  nogle  specielle 
Værdier  af  r,  som  de  findes  ved  Formlerne  (5)  og  (5  a),  idet 
i  regne  r  =  1200  kg./cm.'^  for  absolut  rolig  Belastning  og 
iltsaa  bestemme  ri  saaledes,  at  baade  (5)  og  (5  a)  give  r  =  1200 

or    Otnin.     ^^^^    Onaax.  ^ 

<Jmin.  '-  <Jmax.    ^1  O  1 

(5)  giver  r  =  1200    800    400 
(5  a)     »      r  =  1200     666     500. 

At  (5  a)  giver  den  sandsynligvis  rigtigste  Variation  af  Spæn- 
lingerne,  skulle  vi  om  et  Øjeblik  faa  bekræftet  ved  en  ganske 
anden  Betragtning. 

Ud    fra    et   helt  andet  Udgangspunkt  er  Claxton  Fidler*) 
kommen  til  ganske  lignende  Resultater  angaaende  den  tillade- 
lige Fiberpaavirkning,  som  dem  vi  her  have  udledet  med  de 
Wohlerske    Forsøg   som    Grundlag.     Han   tænker  sig,    at  den 
af  den   bevægelige    Belastning   bevirkede  Variation    af  Spæn- 
dingen fra    Pmin.  til  Pmax.    foregaar  pludseligt,    og  hvis  saa  er, 
have  vi  allerede  i   §  15   set,   at  der  fremkommer  Svingninger 


*)  Cl.  Fidler:  A  practical  treatise  on   bridge-construction ,    London,    1893, 
S.  240. 


om  den  statiske  Ligeva^sstilUng,  og  at  den  dj-namiske  Spfca- 
ding  naar  op  til  Værdien: 


■    P™i.-f  (Pn.. 


-P-,.). 


hvor  Spændingerne  skulle  indføres  med  deres  Fortegn. 

Denne  dynamiske  Spænding  maa  nu  ikke  overskride  den 
overfor  en  fnUlkomaien  rolig  Paavirkning  lilladelige,  n:  det 
nødvendige  Areal  F  for  en  Stang,  der  er  paavirket  af  Spæn- 
dings vaHation  er  mellem  Pni„.  og  Pnna,  skal  altsaa  beslemmK 
Ted: 

Pa  =  r,.F. 

Imidlertid  er  inan  on  en  Gang  vant  til  at  fmcle  del  nod* 
vendige  Areal  F  ved  at  dividere  den  største  statiske  Spa'nding 
Po«.  med  en   '-tilladelig  Fiberpaavirkning-  r,  altsaa  ved: 


og  naar  man  vil  bibeholde  denne  Methode  og  dog  komme  til 
samme  F  som  ovenfor,  skal  man  blot  i  hvert  Tilfa^Ide  lif- 
stemme  r  af: 
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5  næppe  være  rigtigt;  thi  i  Stedet  for  at  indføre  en  speciel 
dkoefficient  maatte  man  ogsaa  kunne  kombinere  Formlerne 
eller  (5  a)  med  (6),  idet  man  i  Stedet  for  ri  i  (5)  eller  (5  a) 
Iførte  r's  Værdi  af  (6),  og  det  vilde  med  ro  =  1300  føre  til, 
man  for  (Jmin.  ==  —  ^max.  skulde  regne  med  r  =  2 — 300  for 
faa  samme  Sikkerhed  som  ved  r  =  1200  overfor  rolig  Paa- 
kning.  Dette  er  dog  ganske  utænkeligt;  man  maatte  i  saa 
id  have  gjort  mange  ubehagelige  Erfaringer  med  de  ældre 
jrnbroer  o.  1.,  der  i  sin  Tid  ere  beregnede  med  en  konstant 
ladelig  Fiberpaavirkning  af  alle  Stænger.  Langt  snarere  maa 
an  antage,  at  Formlerne  (5)  eller  (5  a)  og  (6)  ere  to,  ad  for- 
ellige Veje  fundne  Udtryk  for  den  samme  Ting:  at  den  be- 
Bgelige  Belastning  er  farligere  end  den  hvilende.  En  ganske 
leressant  Bekræftelse  paa  denne  Anskuelses  Rigtighed  har 
an  deri,  at  J.  B.  Johnson  *),  aabenbart  uden  at  kende  Cl  Fidlers 
ivikling,  har  opstillet  ordret  den  samme  Formel  (6)  som  et 
itryk  for  det  ved  Woblers  Forsøg  vundne  Grundlag  for  Di- 
ensionsbestemmelsen. 

Formel  (6)  kan  forøvrigt  skrives  noget  almindeligere.  Ved 
liedeisen  er  det  antaget,  at  Spændingstilvæxten  Pmax.  —  ^min 
ker  ganske  pludseligt,  men  dette  er  ikke  altid  Tilfældet.  I 
nindelighed  foreslaar  Cl  Fidler  at  skrive  den  dynamiske 
fending : 

-*  d    ^^^    -»naax.  "T"  '^  (-*  max.  -»  min  Jj 

:>rved  Formlen  for  den  tilladelige  Fiberpaavirkning  bliver: 

_  ro_    

'  ■"         -  (6  a). 


1  -H  m 


Herved  er  der  givet  et  Spillerum  for  det  personlige  Skøn, 
n  dog  alligevel  aldrig  vilde  lade  sig  foreskrive  faste  Regler, 
arfra  der  i  intet  Tilfælde  kunde  afviges.  Værdien  af  m  er 
iller  maaske  endog  noget  større  (hvis  der  er  særlig  Fare  for 
»d  o.  1.)  for  de  Konstruktionsdele,  der  direkte  paavirkes  af 
1  bevægelige  Belastning  (Tværbjælker  og  sekundære  Dragere 
n  Bro  o.  1.),  og  den  kan  maaske  for  større  Drageres  Hoved 
Fod  gaa  ned  til  \.     ro  sættes  Ug  1000—1400  kg.  cm.« 


3  Materials  of  construction,  S.  547. 
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Det  forstaar  sif^  af  sig  selv,  af  hele  denne  Udvikling  kun 
har  Betydning  for  større  Brokonstruktioner;  for  mindre  Broff 
og  for  de  ved  Husbygning  lorefnldende  Jæmkonstruklioner 
regner  man  altid  med  en  konstant,  efter  et  Skøn  fastsat  Fiber- 
paavirkning. 

I  Almindelighed  kan  man  antage: 


Bladt  Staal 

Svejsjæni 

For  Tagkoustrukt ioner,   sterre  Dra- 

gere 1  Husbygning  o.  1. 

800  -  1000 

700-  m 

>     Bjælkelag  o.  [. 

700—900 

600—    BdO 

i    smaa  Vej-  eller  GaHebrocr 

700-    800 

fiOD—    7U0 

•     smaa     Jiei-nbanebroer ,     Tvær- 

bjælker, sckutidiere  Dragei'e  o. 

1.  i  aterrtr  Bnier 

000—    700 

660—    700 

■     Hfived  il  ragere  i  større  Broer, 

i 'o   — 

noo  — 1400 

lOQO  —  im 

[bc)  eller  (6b),     ^"   _ 

IIOO-    800 

550—    75)1 

De  store  Værdier  af  /■„  faar  man  næsten  aldrig  diretif 
Brug  for  i  Praxis,  da  Spændingerne  meget  sjældent  virke  ganstf 
konstant. 

Exempel.     En  Stang  i  en  større  Brodrager  er  paavirkd  aT 
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i  Spændinger  og  Momenter  ere  ligefrem  proportionale.  For 
arskydning  og  Vridning  kan  regnes  ^  af  Værdierne  for  Træk. 

Inden  vi  slutte  denne  Oversigt  over  Dimensionerings- 
ethoderne  for  smedeligt  Jærn,  skulle  vi  give  nogle  Oplys- 
inger om,  hvorledes  man  regner  eller  har  regnet  forskellige 
:eder. 

Her  i  Landet  findes  der  ingen  bestemte  Forskrifter.  Ex- 
npelvis  nævnes,  at  der  ved  Guldborgsundbroen  er  regnet: 

for  Hoved  og  Fod  i  Hoveddragerne       700  kg./ cm.*, 

for  Gitterstængerne 650       — 

for  Tværbjælker  og  sek.  Dragere  . .  .     600       — 

Ved  Viadukten  over  Østerbros  Banegaard  regnedes: 


'"'max. 


Lvor  ri  =  750  kg. /cm.*  for  Hoved  og  Fod  i  Hoveddragerne, 
00  for  Gitterstængerne,  600  for  Tværkonstruktionen ;  Materialet 
ar  blødt  Staal. 

De  preussiske  Statsbaner  regne  for   Jærnbanebroer,    ifølge 
orordning  af  Sept.  1895*),  med  blødt  Staal  som  Materiale: 

for  Hoveddragere  af  Længde: 
10,     20,     40,     80,     120,     150«^, 

excl.  Spændinger  fra  Vindtryk, 
r  —  800,  850,  900,  950,  1000,  1050  kg. /cm.*, 

incl.  Spændinger  fra  Vindtryk, 
r  =  1000 1300  kg./cm.«, 

for  Svejsjærn  10  %  mindre. 

Staal     Svejsjærn 
kg./cm.^    kg./cm.^ 

iadejærnsdragere  som  Hoveddragere,  Tvær- 
bjælker og  sekundære  Dragere,  naar  Bal- 
lasten føres  over  Broen 750         700 

>.  do.,  naar  Skinnerne  hvile  paa  Tværsveller       700        650 
).  do.,    naar  Skinnerne    hvile    umiddelbart 
paa  Jærndragerne 650        600. 

♦)  Centralhlatt  d.  BauverwaUung,  1895,  S.  485. 
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De  franske  officielle  Forskrifter*]  af  2yde  August  ISHI 
bestemme : 

Staal     STtgsjzn 
kg./ciii.»    Ug./cm,' 

i  Almindelighed  regnes 850        650 

for  Tværbjælker,  Skinnedragere  o.  1 750        5.)fl 

for  Gitterstænger    med   afvexlende  Træk   og 

Trj-k 600        400 

for  mindre  Variationer  af  Spændingen  kan 
(log  bruges  noget  højere  Værdier. 
For  Broer  af  mere  end  30'"*   Længde  kan  i 

Hoveddragerne    tillades     større     Paavirk- 

ninger,  dog  ikke  over    115(1        S.tO 

Til  Vejledning  ved  Fastsættelsen  af  den  tilladelige  Paa- 
virkning  kan  bruges  Formlen: 

r-r,  (1  +  4-^). 

hvor  r,   =  600  for  Svejsjærn,  800  for  Staal. 

For  Svejsjærn,  der  paavirkes  vinkelret  paa  Valseretningen. 
regnes  kun  ^  af  ovenstaaende  Værdier;  for  Staal  behøves 
ingen  saadan  Reduktion.  Til  Forskydning  regnes  ^  af  oven- 
staaende Værdier, 

De  schweUziske  Forskrifter**]  af  19de  August  18^2  itfpie 
hovedsagelit;  med  Fi 
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Egenvægt  og  Snetryk  hidrørende  Spændinger,  regnes  som 
jeste  Grænse  1200  kg./cm.^;  naar  ogsaa  Vindtrykket  med- 
jnes,  og  naar  Sne-  og  Vindtryk  antages  at  kunne  virke 
utidig  paa  den  for  hver  Stang  ugunstigste  Maade,  tillades 
jst  1600  kg./cm.2.  De  anførte  Tal  gælde  for  blødt  Staal, 
:•  Svejsjærn  regnes  10  Vo  mindre. 

II.     Andre  bløde  Metaller  og  Legeringer. 

§  49.  Kobber,  Bly  o.  1.  bløde  Metaller  samt  forskellige 
^geringer  finde  ikke  sjældent  Anvendelse  i  Teknikken  til 
Drmaal,  hvor  man  maa  kende  noget  til  deres  Styrke  og  andre 
astiske  Egenskaber.  I  Betydning  staa  de  dog  langt  tilbage 
r  Jærn,  saa  det  er  ret  naturligt,  at  man  ikke  har  nær  saa 
itømmende  Oplysninger  om  dem.  De  Opgivelser;  der  findes 
►redte  i  Litteraturen,  afvige  tilmed  ofte  betydeligt  fra  hinanden, 
i^ilket  navnlig  hidrører  fra,  at  den  Tilstand  af  Materialet,  for 
i^ilken  Oplysningen  gælder,  ikke  er  nøjagtigt  angivet,  og 
genskaberne  variere  altid  meget  med  Fremstillingsmaaden  og  . 
211  senere  foretagne  Bearbejdelse. 

Kobber.     Følgende  Tabel  giver  Brudgrænsen  for  Kobber  i 
2  forskellige  Former,  hvori  det  forekommer  *) : 


Brudgrænse 

Forlængelse 

kg./cm.^ 

% 

støbt 

1700 

Plade,  valset 

20  —  2300 

35  —  40 

»       overhamret    eller 

koldt  valset 

23  —  3200 

35  —  12 

>       udglødet 

20  —  2200 

35  -  50 

Rundstænger,  Bolte 

22  —  2300 

35  —  40 

Traad,  haard 

40  —  5000 

»        blød 

25  —  3000 

1 

^)  Disse  (og  ligeledes  de  følgende  Angivelser  i  denne  §)  ere,  hvor  ikke 
andet  er  bemærket,  samlede  fra:  C.  Bach:  Die  Maschinen-Elemente, 
6te  Aufl.,  1897,  Des  Ingenieurs  Taschenbuch  (THuttei)  1892,  /.  Buchetti: 
Manuel  des  constr notions  métalliques,  Paris  1891 ,  Rapport  de  la  com- 
mission  des  méthodes  d'essai,  T,  II.  1895,  Johnson:  Materials  of  con- 
struction,  1897. 
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Ved  Overhaniring  eller  kold  Valsning  kan  Bnidgne 
hæves  indtil  ca.  20  "In ,  medens  Sejgheden  samtidig  aElagd 
Bach*)  nævner  et  Exempel  paa  Rundkobber  til  Stagbolle,  di 
er  bragt  paa  Markedet  i  1896,  hvor  Brudgrænsen  er  4000  kg.'fra.' 
Forlængelsen  kun  4  "In ,  og  som  dog  skal  besidde  btlyåA 
Modstandsevne  overfor  Stød. 

ElnsticiMsgrænsen  ligger  for  Kobber  i  dets  oprindeli| 
Tilstand  (ikke  hamret)  ved  Nul;  der  indtræder  strax  hlivemJ 
Form  forandr  in  ger.  Ved  gentagne  Paavirkninger  kan  den  iil 
blødt  Kobber  hæves  op  til  6—80(1  kg./t-m.',  for  haardt  Kobl« 
til  1000  kg. 'cm.'.  For  blødt  Kobber  ligger  ProporimaM  i 
(/rivn&en  ved  Nul**],  d.  v.  s.  Spændinger  og  Forlængelser  en 
overhovedet  ikke  proportionale,  Arbejdslinien  krummer  sig  lij 
fra  Begyndelsespunktet  og  vender  Konkaviteten  mod  i-Asa 
(Forlængelses- Axen);  for  hamret  Kobber  ligger  Proportionalilets 
grænsen  noget  højere,  ca,  oOO  kg. /cm.'. 

Elaslicifelskoefficienlen  kan  regnes  til  110()000-13IKIO« 
kg./ cm.',  Naar  der  ingen  ProportionaHtct  lindes,  er  iW 
naturligvis  kun  en  Gennemsnitsværdi. 

Styrken  af  Kobber  ailager  temmelig  hurtigt  med  voienik 
Temperalur,  Naar  Brudgrænsen  ved  almindelig  Temperjtur 
sættes  lig  100,  fandt  Radeloff**'*): 
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jnod  880  kg./cm.^.  —  StøiTe  Interesse  har  Styrken  af  valset 
k  (Zinkplader,  Bølgeblik);  her  fandt  Bauschinger*)   ligeledes 

4  Trækforsøg  1640—2050  kg. /cm.«,  »Hutte«  angiver  1900, 
idsberg**)  angiver  efter  Karmarsch  1315 — 1560  kg. /cm.«,  efter 
rsøg  med  schlesisk  ZinkbHk  1900—2500.  Tilladehg  Paa- 
kning  150 — 200  kg.  cm.*.  Proportionalitetsgrænsen  ligger  ved 
1  (if.  Bauschinger*). 

Bly  anvendes  ofte  som  trykfordelende  Mellemlag  mellem 
m  og  Sten  o.  1.,  og  man  har  da  Brug  for  at  kende  det 
este  Tryk,  man  kan  anvende,  uden  at  Blyet  flyder  ud. 
søg  af  Bac/i***)  have  givet  følgende  Resultater  for  støbt  Bly: 


Belastning,  hvorved  Blyet 

flyder  ud 


endnu  ikke 
flyder  ud 

kg./cm.^ 


kg./cm/ 


Cylinder,  d  =  3,5cni.,  h 

»  >    -       > 

>    -     16 
Tærning,  8cm  Side 


7    cm. 

3,5  - 
1,0  - 
1,5  - 


46 

59 

105 

100 

50 


51 

69 

126 

150 

72 


Valsede  Plader  give  de  samme  Resultater.  Man  ser,  at 
men  af  Prøvestykket  spiller  en  overordentlig  stor  Rolle; 
nindre  Højden  er  i  Forhold  til  Tværsnitsdimensionen,  des 
skeligere  kan  Blyet  presses  ud.  Da  det  sædvanligvis  an- 
des  i  tynde  Plader,  kan  man  meget  ofte  regne  med  en 
delig  Paavirkning  op  til  70  kg.lcm.^ 

Blyplader  ere  i  de  sidste  Aar  anvendte  ved  Konstruktionen 
[Iharnierer  i  hvælvede  Broer  i  Wurtemberg  f )  (Leihbrand) ; 
irnieret  dannedes  ved  Indlæg  i  Fugen  af  en  Blyplade, 
;  Bredde  var   lig  ^   af  Hvælvtykkelsen.     Der  tillodes   først 


Mittheilungen,  Heft  20,  S.  16. 

Die  Glas-  und  Wellblechdeckung  der  eisernen  Dåcher,  Darmstadt,  1887, 
s.  149. 

Die  Maschinen-Elemente,  S.  77,  eller:  Elasticitåt  und  Festigkeit,  2.  Aufl.  S.  54. 

Reihling:   Stein-  und  Betonbrucken  mit  gelenkartigen  Einlagen,  Zeitschr, 
fur  Arch.'  u.  Ing.-Wesen,  1896,  S.  50. 
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HO  kg./cm.',  naar  Trykket  var  ensformig  fordelt,  hvorvd  '! 
Trykket  ved  Kanten  kunde  blive  120  kg, /cm,":  senere  regnais  - 
120  kg. 'cm.''   som  tilladeligt  over  hele  Blypladens  Bredde.        ^ 

Aluminium.    Rent  Aluminium  har  i  sføfc(  Tilstand  en  Shrii    u 
overfor    Træk    af   1000—1300   kg./cm.-    med   10— 13".oFof 
længeise;  naar  det  er  smedet  eller  ualsei  gaar  Styrken  op  iii^   1 ' 
2000  kg, /cm.'   med    15°/«    Forlængelse,     Det    bruges   som  13    ni 
sætning  til  Støbejærn  og  Støheslaal  og  bevirker  her  iæt  Steb 
ning    uden    Blærer.      Som    Koosti-uktionsmateriale-   finder  df 
kun  Anvendelse    legeret    med   andre  Metaller,    navnlig  Kobb« 
(se  vAluminiumbronce«). 

Broncer.  Angaaende  Elasticitetsforholdene  af  stabl  Broncf 
og  Messing  (af  ikke  nærmere  angivet  Sammensætning)  anløRS 
efter  liach*),  at  der  ved  den  fønste  Maaling  absolut  ikke  finde 
Proportionalitet  og  atrax  optræder  blivende  Formforandritiga 
Ved  Gentagelse  af  Maalingen  formindskes  de  blivende  Fora 
forandringer  betydeligt,  og  der  findes  Proportionalitet  niellea 
de  elastiske  Formforand Hnger  og  Spændingerne  op  til  6—8001^ 
cm.'  Det  synes  altsaa  her,  som  om  baade  Elasticitetsgrænse  o( 
Proportionalitelsgrænse  hæves  ved  gentagne  Belastninger. —Vi 
skulle  ikke  komme  nærmere  ind  paa  Styrken  af  de  almi^d^ 
lige  Legeringer  af  Kobber  og  Tin,  Kobber  og  Zink  o.  s.  v,', 
deres  Egenskaber  variere  stærkt  med  Sammensætning  og  Be- 
handling; temmelig  udførlige  Oplysninger  findes  i  det  ovenfor 
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3ncer.  Siliciumbronce-Traad  har  saaledes  en  Styrke  af 
—7500  kg!/cm.2,  støbt  10®/o  Manganbronce  *)  2500  kg. /cm.«, 
set  4  °/o  Manganbronce  *)  2900  kg.,  40  ^/o  Forlængelse,  15  °/a 
tuganbronce  *)  3600  kg.,  34  ®/o  Forlængelse. 

Åluminiumbroncc   er    sammensat    af   5 — 12  ®/o  Aluminium 
95 — 88  ^/o  Kdbber.     Her   meddeles  efter  Bach  nogle  Oplys- 
xger  om  iVeu/iausen-Aluminiumbronce : 


Aluminium 

Brudgrænse 
Træk. 

Forlængelse 

% 

kg./cm.^ 

% 

11,5          i 

8000 

0,5 

11,0          i 

6800 

1,0 

10,0 

6400 

11,0 

9.5 

6200 

19,0 

9,0 

j          5750 

32,0 

8,5 

!           5000 

52,5 

5,5 

4400 

64,0 

Tilsætning  af  en  ringe  Mængde  Kobber  til  rent  Aluminium 
røger  Styrken  uden  at  forøge  Vægtfylden  synderligt.  Saa- 
ies  faas  **): 

ed  2      o/a  Cu.  Brudgrænse  1600  kg./cm.^  Forl.  18  ®/o^ 

^     3,5  °/o    »    valset,  »  2800         »  »        4  '»/o, 

»      —  »    udglødet,         »  1600         »  »      20%. 

Deltametal  er  en  Legering  af  Kobber  og  Zink  med  lidt 
em  (50—65  ^/o  Cu,  50—30  ^/o  Zn,  0,1—5  %  Fe.). 


■ 

Brudgrænse 
kg./cm.^ 

Forlængelse 

% 

støbt  (i  Sand) 
Valset  og  udglødet 
Traad,  stiv 

30  —  3500 
40  —  5500 
80  —  9000 

10  —  20 
40  —  14 

*)  Mittheilungen  aus  den  kgl.  technischen  Versuchsanstalten  zu  Berlin,  1893, 
S.  292. 

)  Rapport  XIV  de  la  commission  des  méthodes  d'essai,  T.  II.  1895. 


Ved  højere  Temperaturer  aftager  Styrken  hurtigt.  MedBnrf    lit 
grænsen  ved  almindelig  Temperatur   lig  100   Tandt"  flndefof^   " 


Temperatur 

100" 

200° 

300" 

400" 

Brud-  1  valset 

grænse  1  atobt 

93 

lOO 

73 
82 

[50]   • 
62 

16 
20 

Deltametal  er  if.  Bach  anvendt  til  Tandhjul  paaRi^-[| 
Pilatusbaneu  og  skal  tilfredsstille  særdeles  godt.  I  del  helt 
taget  kan  man  af  de  her  nævnte  forskellige  Legeringer  treifr 
stille  Materiale,  der  i  Henseende  til  Styrke  kan  staa  ved  Sides 
af  Jærn  og  Staal  i  dets  forskellige  Skikkelser,  og  som  til  s)i& 
cielle  Anvendelser  har  betydelige  Fortrin  (større  Ledningsdi« 
for  Elektricitet,  større  Modstandsevne  overfor  Slid  og  overfc( 
Fugtighed  (Rust),  Søvand  o.  s.  v,j. 

111.    Sprøde   Materialer   (Støbejærn,   naturlige  og 
kunstige   Sten). 

§  50.  Almindelige  Elasticitets  forhold;  Træl, 
Tryk.  Man  har  længe  vidst,  at  disse  Materialer  ikke  ialgf 
Hooke's  Lov.  Allerede  Hodgkinsoii  viste  dette  for  Støbejæm 
1  1875  oiTentliggjorde  Battschinfjer""")  en  omfattende  REebtf 
Undersøgelser   angaaende    de    i  Bayern    forekommende  nalor- 
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irhed  angaaende  disse  Forhold,  er  ikke  vanskeligt  at  forstaa. 
rmforandringerne  ere  nemlig  meget  smaa,  saa  der  skal  en 
irordentlig  Nøjagtighed  til  at  bestemme  dem.  Der  findes 
^e  noget  til  Flydegrænsen  svarende  Punkt,  udenfor  hvilket 
rmforandringerne  blive  forholdsvis  store.  Et  Begreb  om 
bejdsliniernes  Udseende  faar  man  af  Pig.  135 — 40  og  142, 
.  15  og  16. 

Hvis  man  skal  kunne  bruge  de  ved  Træk-  og  Trykforsøg 
ndne  ArbejdsUnier  til  derved  at  forklare  Fænomenerne  ved 
Ex.  Bøjning,  er  det  naturligvis  kun  de  elastiske  Formfor- 
Ldringer,  der  spille  nogen  Rolle;  det  er  kun  dem,  der  frem- 
inge  Spændinger.  Naar  man  anstiller  et  Træk-  eller  Tryk- 
rsøg,  maaler  man  direkte  de  totale  Formforandringer  og  ved 

lade  Belastningen  gaa  tilbage  til  Nul  tillige  de  blivende;  de 
astiske  Formforandringer  findes  saa  som  Differensen.  Nu 
ser  det  sig  imidlertid,  naturligt  nok,  at  de  nye  blivende  og 
tale  Formforandringer,  man  finder  ved  at  gentage  Forsøget, 
ke  have  samme  Størrelse  som  første  Gang,  og  heller  ikke 
;res  Differens  er  den  samme.  Hvis  Belastningen  ikke  er  for 
3r,  kan  man  ved  at  gentage  Forsøget  nogle  Gange  faa  de 
ivende  Formforandringer  til  helt  at  forsvinde,  saa  Elasticitets- 
ænsen  nu  er  hævet  op  til  Paavirkningens  Værdi;  efter 
ngere  Tids  Hvile  finder  man  dog  ofte  igen  en  lavere  Beliggen- 
id  af  Elasticitetsgrænsen.  —  Naar  Materialet  indgaar  i  en 
er  anden  Konstruktion,  maa  man  antage,  at  Elasticitets- 
ænsen  paa  samme  Maade  hæves  op  til  eller  over  Paa- 
rkningen,  saaledes  at  Formforandringerne  ere  fuldstændig 
istiske;  det  er  derfor  kun  den  Slags  elastiske  Formfor- 
idringer,  der  indtræde,  efterat  Elasticitetsgrænsen  er  hævet 
>  over  Paavirkningen,  som  man  har  speciel  Interesse  af  at 
;nde.  Det  er  forøvrigt  naturligt  nok,  at  Elasticitetsgrænsen 
åledes  kan  hæves;  ellers  maatte  tilstrækkelig  mange  Gen- 
gelser  af  selv  meget  smaa  Paavirkninger  tilsidst  medføre 
rud.  —  Paa  den  anden  Side  fremgaar  det  af  Bach* s  Forsøg, 

der  skal  desto  flere  Gentagelser  til  for  at  bringe  de  blivende 
ormforandringer  til  helt  at  forsvinde,  jo  større  Paavirkningen 
,  saa  det  ligger  nær  at  slutte,  at  Elasticitetsgrænsen  ikke 
m  hæves  op  over  en  vis  Højde,  hvoraf  igen  følger,  at  Brud 
la  indtræde    for  tilstrækkelig  mange  Gentagelser  af  en  Paa- 

A.  Ostenfeld:   Teknisk  Elasticitetslære.  17 
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\-irkning,  der  er  større  end  den  højst   mulige  Værdi  afØMfi     ||^ 
citetsgiæiisen. 

Dette  Forhold,  at  Elasticiletsgrænsen  saaledes  kan 
og  at  egentUg  kun  de  elastiske  Formforandringer  have  Inlerasi 
som  maales.  eflerat  Prøvelcgemet  ved  gentagne  Paavirkniop 
er  bragt  i  en  Slags  ^konstant  Tilstand*,  har  man  ikke  vi 
klar  over  tidligere;  derfor  have  Bauschingers  ovenfor  næinle  j,, 
Maalinger  nærmest  kun  den  Betydning,  at  det  der\'ed  er  slaset 
fast,  at  Hooke's  Lov  ikke  gælder,  men  de  fundne  ArhejdslinW 
kunne  strengt  laget  ikke  anvendes  til  videre  gaaende  Unfc 
søgelser. 

Efterhaanden  som  der  er  bleven  udført  flere  og  flw 
nøjagtige  Elasticitetsmaalinger,  er  der  naturligvis  ogsaa  gjort  ^ 
Forsøg  paa  at  opstille  bestemte  Relationer  mellem  Spa'iidingH 
og  Formforand ringer.  Hartig*)  har  som  den  simplest  mulijt 
Form,  naar  Funktionen  ikke  skal  være  lineær,  foreslaaet  en 
Parabel,  nemlig: 

o  =  ae^Øs^, 

hvor  a  og  ^  ere  Konstanter.  De  speeieile  Talværdier,  han 
angav  for  en  Del  Materialer,  have  dog  vist  sig  mindre  rigtigE- 
Hvis  man  overhovedet  vil  tale  om  en  Elasticitetskoeffideal, 
naar  man  har  en  saadan  kontiuuerlig  krummet  Arbejdslinie, 
plejer   man   herved   at  forstaa  Tangentens   Relningskoefficient; 
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'er  et  Tal,  der  ligger  mellem  1  og  2;  for  et  enkelt,  som 
ikke  hører  ind  under  den  her  behandlede  Gruppe,  nemlig 
er,  er  m  =  ca.  0,7. 

Formlen  indbefatter  Hooke's  Lov  som  specielt  Tijfælde 
=  1);  for  m  >  1  vender  Kurven  sin  Konkavitet  mod 
en,  for  m  <  1  mod  o-Axen.  Den  leverer  Resultater,  de 
ime  udmærket  med  de  maalte  Størrelser,  og  maa  derfor  i 
Fald  betragtes  som  en  tilstrækkelig  nøjagtig  Interpolations- 
lel,  men  om  den  just  kan  antages  at  være  Udtryk  for  den 
jrlov,  der  sammenknytter  Spændinger  og  Formforandringer, 
e  være  et  andet  Spørgsmaal.  For  m  >  1  tangerer  Kurven 
igyndelsespunktet  o-Axen,  for  m  <  1  tangerer  den  6-Axen, 
lens  den  for  m  =  O  gaar  over  til  en  ret  Linie,  h\is  Retning 
lestemt  ved  a.     Det  synes  nu  ret  mærkeligt,  at  Kurven  i 

almindelige  Tilfælde  (m  ^  1)  skal  have  en  ganske  speciel 

le  til  Tangent  uden  Hensyn  til  de  særlige  Værdier  af 
erialkonstanterne  a  og  m,  medens  den  derimod  i  det 
iielle  Tilfælde  (m  =  0)  har  en  Tangent,  der  efter  den 
lige  Værdi  af  «  kan  indtage  hvilken  som  helst  Stilling  i 
kelrummet  mellem  o-  og  f-Axerne.  Derimod  opfylder 
mlen  netop  af  den  Grund,  naar  den  anvendes  paa  baade 
ik-  og  Tryk-Arbejdslinien,  en  anden  Betingelse  —  at  Træk- 
Tryk-Kurverne  i  Begyndelsespunktet  have  fælles  Tangent;  — 
1  kan  ikke  godt  tænke  sig,  at  der  skulde  være  en  Diskon- 
litet  her. 

Der  kan  sikkert  med  Rette  gøres  adskillige  Indvendinger  *) 
heoretisk  Natur  mod  Ligningens  Form,  bl.  a.  ogsaa,  at  det 
olut  ikke  synes  at  stemme  med  de  foretagne  Elasticitets- 
ilinger,  at  Arbejdslinien  skærer  6-Axen  under  en  ret  Vinkel ; 
en  Afgørelse  heraf  kan  man  dog  næppe  vente  at  faa  ved 
ikte  Maalinger;  hidtil  er  det,  saa  vidt  vides,  kun  konstateret 
et  enkelt  Materiale  (Marmor,  hvorom  senere),  at  Ligningen 
B  kan  anvendes.      Men  den  væsentligste  Indvending  mod 


Foppl  (Festigkeitslehre,  S.  54)  gør  opmærksom  paa,  at  a's  Dimension  i 
Almindelighed  er  ubekendt^  først  bliver  bestemt,  naar  m's  Værdi  er 
givet,  og  da  udtrykkes  som  Potens  med  brudden  Exponent  og  derfor 
ikke  kan  sammenlignes  med  andre  fysiske  Konstanter.  Endvidere 
fremhæves,  at  et  Stof,  for  hvilket  Schule's  Ligning  gælder,  maa  forholde 
sig  ganske  anderledes  i  akustisk  Henseende,  end  Tilfældet  er  i  Virkelig- 
heden.    Se  ogsaa  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing,  1898,  S.  ^^4. 

\1* 
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Ligningen  er  af  en  ganske  anden  Art.  Den  eneste  fornufiip 
Aarsag,  man  har  til  at  søge  at  opstille  en  saadan  mathemalisl: 
Relation  og  ikke  nøjes  med  al  optegne  de  ved  direkte  Maalingef 
fundne  Arbejd slinier,  er  den,  at  man  vil  benytte  LigningHi 
som  Grundlag  for  en  almindelig  Elasticitetstheori,  analog  mal 
den,  der  er  bygget  op  paa  Hooke's  Lov;  og  Meningen  med  Hl 
saadan  Theori  —  i  alt  Fald  naar  den  opstilles  af 'I"eknikerc- 
maa  jo  være,  at  den  skal  kunne  anvendes  paa  de  i  Pmis 
forekommende  Tilfælde*}.  Hertil  fordres  imidlertid,  at  Brng- 
ningsmaaden  ikke  bliver  altfor  kompliceret,  og  det  er  umuligl 
at  opnaa  med  Scliules  Ligning  som  Udgangspunkt.  —  Der 
kan  nu  heldigvis  gøres  en  anden  Betragtning  gældende,  SDOH 
viser,  at  det  er  ganske  unyttigt  at  stille  for  store  Fordringer 
om  Nøjagtighed  til  den  Relation,  man  skal  benytte  som  Grimil' 
lag  for  en  saadan  Theori.  Naar  man  betragter  de  hidtil 
offentliggjorte  Værdier  af  a  og  ni  for  et  bestemt  Materiale,  til 
man  (inde  meget  betydelige  Afvigelser.  For  et  Prøvestykke  if 
Granit  har  Bach  saaledes  fundet**)  (for  Tryk): 


339750  ■  ' 

ligeledes  for  Granit  (dog  naturligvis  af  ganske  auden  0|^ 
rindelse)  har  Bach  derimod  udtrj'kt  Resultatet  af  Foppl' 
Maalinger  ved***): 

=  1  117 

*  ~  765000  ■  ^ '    • 

alle  gældende  for  Tryk.  Dette  er  naturligvis  slet  ikke  andrt 
end  hvad  man  kunde  vente  af  saadanne  Materialer  som  Slfll* 
jærn,  naturlige  Sten  o.  s.  v.;  man  vil  altid  finde  store  F'"' 
skelligheder,  selv  om  man  tager  Prøvelegemer  fra  saran" 
større  Stykke,   og  endnu  mere,   naar  man    tager   dem  fra  f* 

•)  At  man  ikke  i  Læogden  kan  undvære  en  Theori.   der  tager  Heosjn  U 

Arbejdslinleoa  virkelige  Form     har  man  et   Eiempel   paa  1  Moiiif**'" 

struktlonerne ;     man    kau   slet    ikke   forklare   sig   Jæi'uets  og  K 

Samvirken,  hvis  man  antager  Hooke's  Lov  gældende. 

••)  ZeiUctiT.  a.   Vereins  deiitscher  Iiig.,  1897,  S.  241. 

"*)  Zeilschr.  rf.   Vereins  lieulscher  Ing.,  I8ft8,  S.  78. 
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ellige  Stykker.  Men  det,  man  har  Brug  for  i  Praxis,  er 
adanne  Gennemsnitsværdier  af  Materialkonstanterne,  at  man 
n  lægge  dem  til  Grund  for  sine  Beregninger,  helst  førend 
an  endnu  har  indhentet  Oplysninger  om  de  specielle 
erdier,  der  gælde  for  det  Materiale,  man  kommer  til  at 
Lvende.  —  Det  kan  af  de  nu  anførte  Grunde  meget  godt 
rsvares  at  vælge  en  simplere  Form  for  Ligningen  mellem 
og  £,  f.  Ex.  den  af  Hartig  foreslaaede  Parabel;  hvis  man 
ger  en  bestemt  Række  maalte  Værdier  af  a  og  e,  kan  man 
nske  vist  ikke  faa  Parablen  til  at  komme  Maalingerne  saa 
er  som  den  Schule'ske  Kurve,  naar  man  for  begge  beregner 
;  Konstanter,  der  give  mindst  Afvigelse;  men  hvis  man  en 
ang  for  alle  tillægger  Konstanterne  i  begge  Ligninger  nogle 
snnemsnitsværdier,  kan  denne  bestemte  Parabel  meget  godt 
Dmme  en  maalt  Arbejdslinie  lige  saa  nær  som  Schule's  Kurve. 
Paa  de  enkelte  Punkter,  hvor  vi  i  det  følgende  komme 
d  paa  Beregninger  for  Stoffer,  der  ikke  følge  Hooke's  Lov, 
Ile  vi  derfor  vælge  en  parabolsk  Arbejdslinie  med  den 
artig' ske  Form  af  Ligningen;  paa  den  Maade  faa  vi  de 
ttiplest  mulige  Beregninger,  —  de  blive  ikke  desto  mindre 
>niplicerede  nok,  —  og  Resultaterne  ville  i  alt  Fald  stemme 
dre  med  Virkeligheden,  end  hvis  vi  benyttede  Hooke's  Lov 
de  derved  udledede  Formler. 

§  51.  Indflydelsen  af  Træk-  og  Tryk-Prøvestyk- 
rnes  Form  og  Størrelse;    Paavirkningsmaaden. 

1.  Træk.  De  her  omhandlede  Materialer  anvendes  i 
gien  ikke  gerne,  hvor  der  stilles  Fordringer  til  deres  Mod- 
Liidsevne  overfor  Træk.  Ikke  desto  mindre  er  det  meget 
e  Trækprøver,  der  anvendes  for  at  undersøge  eller  kontrollere 
'aliteten,  saa  Spørgsmaalet  om  Træk-Prøvestykkernes  Form 
iller  en  ikke  uvæsentlig  Rolle.  Og  tilmed  har  det  i  de  sidste 
r  Aar  faaet  en  særlig  aktuel  Betydning,  siden  Fdppl  i  1896 
msatte  den  Paastand,  at  den  »tilsyneladende«  Brudgrænse, 
in  bestemmer  ved  de  sædvanlige  Trækprøver  med  Cement- 
5rtel,  er  en  hel  Del  lavere  end  den  »virkelige«  Brudgrænse  *). 

*)  Mittheilungen  aus  dem  mech.-techn.  Laboratorium,  Munchen,  Heft  24, 
s.  31j  Noten.  Paastanden  er  bleven  stærkt  bestridt  ft*a  mange  Sider, 
senest  af  Bach  i  Zeitschr.  d,  Vereins  deutscher  Ing.,  1898,  S.  239.  Se 
ogsaa  -* Ingeniør ent,  1898,  S.  87  og  S.  118. 
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Grunden  hertil  maa  søges  i  den  særlige  8-T al-Form  (Fig.  1 
PI.  13),  man  giver  Prøvestykket;  Kraften  virker  i  Punkt« 
A  og  B,  de  yderste  Fibre  i  Brudtværsnittet  o — b  blive  dw 
stærkere  paavirkede  end  de  midterste;  Bruddet  begj'nder 
ved  Kanten,  og  naar  det  først  er  begyndt,  forplanter  Rev 
sig  indad.  Den  samme  Betragtning  er  allerede  i  1888  fret 
af  L.  Durand-Clage"^),  der  ligesom  Foppi  viste  dens  Rigt^ 
ved  Forsøg  med  et  Kautschuklegeme  af  samme  Form 
Cementprøvestykket.  Naar  der  tegnedes  et  Par  parallele  L' 
paa  hver  sin  Side  af  ab  {Fig.  127),  og  Legemet  paavirt 
til  Træk,  saa  man,  af  Linierne  krummede  sig,  saa  de  v( 
Konvexiteten  mod  hinanden ;  Forlængelserne  ere  altsaa  s 
ude  ved  Kanten  end  inde  i  Nfidten,  følgelig  maa  ogsaa  S 
dingerne  være  størst  ved  Kanten  —  om  end  ikke  just  i  sa 
Forbold  som  Forlængelserne.  Duraiid-CIaye  paaviste  yder 
Rigtigheden  heraf  paa  fiere  andre  Maader,  saaledes  vi 
svække  Brudtværsnittet  ved  smaa  Huller;  Svækkelsen 
vise  sig  at  være  størst,  naar  Hullet  anbringes  tæt  udi 
Kanten,  hvor  Spændingen  or  størst,  og  dette  var  også 
fældet.      Der  er  altsaa  **)   ingen   Tvivl  om ,    at    den    »ti 


*)  Annates  des  ponta  et  cliaiisaées,  18S8,  II.,  S.  173. 
*•)  Dumnd-Clage    har  senere    (Annales   det   ponts   el   ehaiissée$,   H 
S.  604)  forsøgt  at  opstille   eii   theoretisk   Begrundelse   heraf  og  I 
ledet  en  Formel   for  Forholdet   mellem   den   tilsyneladende  Brui 
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ende«  Brudgrænse,  der  bestemmes  ved  de  almindelige 
LTient-Trækprøver,  er  mindre  end  den  »virkelige«.  Hvor 
get  Forskellen  beløber  sig  til,  er  det  vanskeligt  at  sige ;  den 
:i  sandsynligvis  variere  mellem  O  og  50  ®/o.  Imidlertid  maa 
m  ikke  af  det  nu  meddelte  lade  sig  forlede  til  at  antage,  at 
in  saa  ogsaa  i  Praxis  kan  regne  paa  en  større  Modstands- 
i.e  af  Cementmørtlen  overfor  direkte  Træk  end  den  ved  de 
dvanlige  Forsøg  bestemte;  man  maa  tværtimod  regne  med 
betydelig  mindre.  Dette  illustreres  ved  følgende  Forsøg  af 
c/i*)  med  Cementmørtel  1:3: 


1 
Haandblandet. 

Brudgrænse 

kg./cm.^ 

Maskiublaudet. 

Brudgrænse 

kg./cm.^ 

'dvanlig  8-Tal-Form,  (F  —  5cm=^)  .... 
ug  Cylinder,  (F  =  50«™'') 

1 

36,8 
17,35 

38,5 
25,1 

Men  Grunden  hertil  er  en  ganske  anden;  den  maa  søges 
^ri,  at  de  sædvanlige  smaa  8-Tal-Prøvestykker  blive  stærkt 
omprimerede  i  Støbeformen,  saa  man  er  sikker  paa  at  faa 
1  absolut  tæt  Støbning,  medens  dette  langtfra  i  samme  Grad 
an  være  Tilfældet  med  større  Prøvestykker  og  endnu  mindre 
ied  den  i  Praxis  anvendte  Beton. 


lod  støbe  en  Del  sædvanlige  8-Tal- Prøvelegemer  af  ren  Cement,  i  hvilke 
der  i.  Midtlinien  var  indstøbt  en  Staaltraadsøsken ,  saa  Kraften  kunde 
overføres  herigennem  og  derved  komme  til  at  virke  mere  centralt  end 
i  det  almindelige  Sønderrivningsapparat.  Halvdelen  af  Prøvestykkerne 
reves  over  med  den  sædvanlige  Angrebsmaade  for  Kraften,  Halvdelen  ved 
Hjælp  af  Ti^adøskenerne ;    Resultaterne  ere  (som  Middeltal  af  10  Forsøg): 


Angrebsmaade 


Alder 


7  Dage 


I.  Bække 


II.  Række 


28  Dage 


I.  Bække 


II.  Bække 


sædvanlig 

ved  Øskenerne  .  .  . 


22,86 
24,95 


28,44 
31,95 


22,80 
28,47 


35,71 
44,19 


33,84 
40,07 


*)  Zeitschr.  d.  Vereins  deutscher  Ing.  1898,  S.  239.   Refereret  i  ^ Ingeniørens^ 
1898,  S.  87. 


Medens  man  altsaa  af  den  sidst  anførte  Grund  for  CeraEnt-      ; 
mørtel  maa  vente  mindre  Styrke  pr.  Arealenhed  af  store  Pra»    jsi 
stykker  end  af  smaa,  synes  det  modsatte  at  være  Tilfa-lilei  k   fd 
naturlige  Sten.     For  Granit  og  Sandsten  har  Foppl  konstalmt    iJl 
dette*);     han   fandl   Styrken  af   smaa   Prøvestykker  hetydel^    ilt 
mindre  end  af  slore  og  mener,   af  Grunden    maa   søges  i  fc 
arbejdelsen  af  Stenen,  hvorved  det  yderste  Lag  svækkes;  hvis 
denne  Svækkelse  naar  ned  til  samme  Dybde  for  store  ogsma 
Stykker,   saa   maa  Virkningen   deraf  mærkes   tydeligst  ved  de 
smaa,  hvor  Forholdet  mellem  Tværsnittets  Omkreds  og  And    q 
er  størst.  ^ 

2.  Trgk.  For  det  første  gælder  her  ganske  det  sanune  , 
angaaende  Prøueslykkernes  Størrelse,  som  lige  er  bemærket  fis 
Trækpaavirkning :  naar  det  drejer  sig  om  et  Materiale  son 
Cementmørtel  eller  Beton,  der  faar  sin  Form  ved  Støbning, 
kan  man  ikke  i  Praxis  regne  paa  saa  stor  en  Styrke  som  den, 
der  lindes  ved  Laboratorieforsøg  med  smaa  Stykker,  der  kom-  fcr 
primeres  stærkt;  for  naturlige  Sten  derimod,  hvor  Prew- 
legemerne  arbejdes  ud  af  et  større  Stykke,  kan  man  snaren 
paaregne  større  Styrke,  end  Forsøgene  give. 

Hvad  dernæst  Prøues/yA-Aernes /^orm  angaar,  saa  gælder  her  ' 
først  og  fremmest  den  samme  Proportional  itelslov,  som  i  §  W  " 
anførtes  for  smedeligt  Jærn:  ligedannede  PmtJeslykker  af  samnst  ' 
Materiale  gim  de  summe  Resultater.  Til  Illustration  heraf  anlarB  ' 
følgende  Forsøg  af  Bauschinger  **)  med  en  meget  homogen  " 
schweitzisk  Sandsten;  Prøvestjkkerne  havde  rektangulært Tvæi^ 
snit  (Siderne  ere  a  og  fc),  og  man  ser,  at  de  meget  nærkimW 
regnes  for  Tærninger: 


a 

b 

h 

Brudgrænse 

cm. 

cm. 

cm. 

kg.  I  cm.' 

9,95 

9.S5 

9,6 

6S0 

10,0 

9.85 

9,7 

685 

6.0 

5,85 

5,7 

870 

5,3 

5,2 

5,05 

6»0 

•)  Uitthtilungtn  aas  dem  mech.-tfchn.  Lahoraloriam.  M&nehen,  H«ftJ^__ 
")  Mittheilungen,  Heft  6.  Tab.   III. 
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Sætningen  er  forøvrigt  ikke  bevist  ved  ret  mange  direkte 
»x^øg  med  ligedannede  Prøvestykker,  men  den  indgaar  som 
ecielt  Tilfælde  i  en  af  Bauschinger  *)  opstillet  Formel,  ved 
ilken  man  kan  sammenligne  Resultaterne  af  Trykforsøg  med 
It  forskelligt  formede  Prøvestykker.     Formlen  lyder: 


^-{^  +  -'4)Vfa- 


(7). 


ror  Bc  er  Brudgrænsen  for  Tryk  (i  kg./cm.^),  F  Tværsnits- 
ealet,  u  Perimeteren,  h  Højden  (alt  i  cm.),  X  og  i;  Konstanter 
g. /cm.*).     For  ligedannede  Legemer  bliver  den  sidste  Faktor 

>nstant,  VF\h  ligeledes,  saa  Formlen  bliver  til: 

B,  =  (X  +  i; .  c) .  /f ; 
^r  Tærninger  faas: 

JBc  =  A.  +  i;,  (7  a). 

vorved  man  kan  beregne  den.  Brudgrænse,  man  vilde  finde 
>r  en  Tærning,  hvis  man  har  gjort  tilstrækkelig  mange  Forsøg 
led  anderledes  formede  Prøvestykker  til  at  bestemme  Kon- 
tanterne ^  og  i;  i  Ligning  (7).  Tæmingen  regnes  for  Normal- 
)rmen;  Resultater,  der  ere  fundne  ved  den,  kunne  umiddel- 
art sammenlignes,  og  Resultater,  der  ere  fundne  ved  Prøve- 
5gemer  af  andre  Former,  skulle  reduceres  ved  (7)  eller  (7  a) 
)r  at  kunne  sammenlignes. 

Bauschinger  har  eftervist  Rigtigheden  af  Ligning  (7)  dels 
ed  Bearbejdelse  af  tidligere  Forsøg  navnlig  af  Rondelet  og 
Icat,  dels  ved  en  Mængde  egne  Forsøg;  Materialet  ved  alle 
isse  Forsøg  var  forskellige  Slags  Sandsten,  Cementmørtel, 
ribs  o.  1.  For  at  give  et  Begreb  om  den  Grad  af  Nøjagtighed, 
er  opnaas,  skulle  vi  anføre  følgende  Forsøgsrække**)  af 
lauschinger  med  en  finkornet  broget  Sandsten ;  Prøvestykkerne 
re  kvadratiske  Prismer  og  cirkulære  Cylindre: 


*)  Mittheilungen,  Heft  6. 
*•)  Mittheilnngen,  Heft  6,  Tab.  V. 


Form 

h 

J. 

Bradgr. 
observ. 

kg.,'cm.' 
bEregnel 

Prisme 

Cvlinder 

3G.3 
36,25 

84.9 
B6,5 

381 
451 

.187 
407 

Prisme  .,,,.... 

Cylinder 

Prisme 

23.1 
22,8 

12,45 

84,4 
65.8 

83,0 

438 
464 

405 
423 
444 

Cylinder 

Prisme 

12,2 
2.73 

B6.8 
84.8 

163 
790 

473 
755 

Cylinder 

2,90 

6.^,8 

SOB 

729 

1 


De    i    sidste    Rubrik   anførte  Tal   ere    beregnede   eller  (J    ' 
med  1.  =  358,  v  =  118,   hvilke  Værdier  Banschinger  au^i 
for  den  hele  Forsøgsra;kke,  hvoraf  ovenslaaende  er  et  L'ddrag 
Overensstemmelsen    er    ikke    altid   videre   god,    men  der  ka   I 
heller    ikke    stilles    altfor   store   Fordringer  i    den   Retning  fi 
saadanne    Materialer    som    naturlige    eller    kunstige    Sten,  ■ 
Senere  Forsøg  af  Mariens*]   have  vist,  at  Loven  ogsaa  gsldf 
for  en  Bly-Tin- Legering,  hvorimod  den  ikke  kunde  bringes  O    i 
at  passe  for  Støbejærn.    For  kvadratiske  Prismer  af  Støbfjsi 
linder  Mariens: 
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udgrænsen  end  den  første  (naar  F  og  h  ere  de  samme,  faas 
3r  (7)  1,06  Gange  saa  meget  for  Cylindren);  2)  Prøvestykkets 
jde  spiller  en  overmaade  stor  Rolle,  Brudgrænsen  voxer  meget 
rtigt,  naar  Højden  aftager;  dette  Forhold  ses  tydeligt  af  den 
3nfor  anførte  Forsøgsrække.  Her  maa  man  dog  vel  lægge 
erke  til,  at  der  kun  er  Tale  om  saadanne  Værdier  af  Højden 
Forhold  til  T værsnitsdimensionerne ,  at  en  Udbøjning  til 
len  er  udelukket;  Formel  (7)  gælder  overhovedet  kun  for 
^  5  YF.  —  At  en  ganske  lille  Højde  giver  en  meget  stor 
irke  overfor  Tryk,  hænger  forøvrigt  sammen  med  et  Forhold, 
tidligere  have  været  inde  paa,  at  nemlig  i  saa  Fald  Materialet 
ie  kan  komme  til  at  undvige  frit  til  Siden,  enten  nu  denne 
idvigen  foregaar  som  en  Udflyden  eller  som  en  Springen  i 
ykker.  Vi  ville  et  Øjeblik  se  paa,  hvorledes  Bruddet  ind- 
eder  for  de  her  behandlede  skøre  Legemer. 

Naar  man  af  et  af  disse  Stoffer  tager  et  Prøvelegeme,  hvis 
øjde  er  1^  Gange  Tværsnittets  Sidelinie  (Diameter)  eller  mere, 
I  man  i  Almindelighed  se  Bruddet  foregaa  paa  den  Maade, 
Legemet  deler  sig-i  to  Kiler  (Fig.  128,  PL  13),  der  ghde  paa 
tianden.  Man  kunde  nu  stille  sig  den  Opgave  at  undersøge 
tte  Forhold  nærmere  ved  en  Beregning,  idet  man  forudsatte 
udflåden  nøjagtig  plan.  Den  trykkende  Kraft  o  paa  Prøve- 
kkets  Normalsnit  kan  opløses  i  to  Komposanter,  vinkelret 
i  og  i  Brudplanen;  den  sidste  vil  søge  at  frembringe  en 
dning  langs  denne  Plan,  men  Bevægelsen  modarbejdes  af 
?emets  Modstand  mod  Forskydning  og  muligvis  af  Gnid- 
igen,  hvis  en  saadan  kan  tænkes  at  virke,  førend  Materialets 
bæsion  er  overvunden.  Ved  Differentiation  kunde  man  der- 
st  finde  en  Retning  af  Glideplanen,  for  hvilken  det  <7,  der 
nødvendigt  for  netop  at  overvinde  Modstanden  mod  Be- 
geisen, bliver  Minimum;  langs  den  Plan  vilde  Bruddet  da 
est  foregaa.  —  Beregningen  har  selvfølgelig  ikke  stor  Værdi 
skal  derfor  heller  ikke  gengives  her,  men  den  refererede 
nkegang  giver  dog  et  Fingerpeg,  der  kan  lette  Forstaaelsen 
Fænomenerne  ved  et  saadant  Trykforsøg.  —  Hvis  Materialet 
fuldstændig  homogent,  vil  der  aabenbart  være  lige  stor  Til- 
elighed  til  at  revne  langs  flere  Planer,  der  alle  danne  samme 
ikel  med  Normalsnittet;  det  er  heller  ikke  ualmindeligt  at 
et  kvadratisk  Prisme  brydes  saaledes,  at  der  fremkommer 
Pyramider  med  Toppene  mod  hinanden,   muligvis   med   et 


k 
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mellemliggeiide  Stykke,  der  da  falder  ud  til  Siden  (Fig.  18 
PI.    14).      Bruddet    indledes    meget   ofte   ved,    at    der  sprinj! 
Splinter  af  Siderne.     Naar   Prøvestykkets   Højde   er  lig  Tt» 
snittets  Sidelinie  eller  mindre,  vil  den  gunstigste  Brudplanh  n> 
en   Retning  som   AB  (Fig.   130  a,   PI.  14),   men  Revnen  kao 
Almindelighed  ikke  aahne  sig  helt  op  til   B.    fordi  Friklirad 
med  Trykpladen   hindier   en   Bevægelse   udad   af  Stykket  tt  en 
Der  danner  sig  saa  maaske  ogsaa  en  Revne  ud  fra  C,  ogd(    t 
i  Fig.  130  a  skraverede  springer  af,   saa   man   beholder  et  I 
to  Pyramidestubbe  bestaaende  Legeme  tilbage,  der  først  bryiit^ 
naar   Trj'kket    er    steget    yderligere.       Eller    det    gaar   som  I 
Fig.  130  b  antydet,  at  Bnidplanen  AB  drejer  sig  hen  til  ei 
Diagonalplan,  saa  man  ved  Bruddet  faar  to  Kiler  eller  PyrBiniilcfi 
der  glide  forbi  hinanden.    Man  ser,  at  den  Del  af  I^røvestjkW  '^^ 
der  nogenlunde  let  kan  komme  til  at  løsne  sig  og  falde  ud  li 
Siden,  bliver  des  mindre,  jo  mindre  Højden  er. 

Vi   komme   endelig   til    Paauirkningsmaaden.      Ovenfor  ff 
det  hele  Tiden   forudsat,   at  Trykket   udøves   paa   hele  Pmve 
stykkets  Grundflade;  hvis  dette  ikke  er  Tilfældet,  men  Trykk« 
kun  virker  paa  en  Del  af  Grundfladen,  f.  Ex.  paa  det  skraveredi  "^ 
Kvadrat  i  Fig.  131,  PI.   14,  forandre  Forholdene  sig, 

1,  Trykket  fra  neden  virker  paa  hele  Grundfladen,  ff 
otten  kun  paa  en  Del  deraf  (med  Areal  /),  Ved  de  herover 
anstillede  Forsøg  er  der  altid  anvendt  omtrent  tærningformedt 
Prøvestykker,  og  Arealet  f  har  som  oftest  været  centralt  be- 
liggende. Den  observerede  Brudgrænse  kan  angives  enten  i 
Forhold  til  Arealet  f  (B/)  eller  til  F  [Bp),  og  naar  den  pu 
sædvanlig  Maade,  ved  Tryk  over  hele  Grundfladen,  fundne 
Brudgrænse  katdes  B,  maa  man  vente,  at 

Bf->B>  Bf. 

Dette  har  ogsaa  altid  været  Tilfældet ,   men  derimod  b»ve 
Forsøgene  paa  at  opstille  en  Relation  mellem  B^  og  B  —  < 
er  Sammenhængen  mellem  disse  to.  der  bar  størst  Interesse 
ikke  ført  til  overensstemmende  Resultater. 

Paa  Grundlag  af  nogle  Experimenler  af  L.  Durand-Ctø^' 
har  Flamant")   givet  Relationen: 

•)  Annalfs  det  pontt  et  ehaassées,  1887.  IT.  S,  230. 
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By=  B.Vj, 


1  passer  saa  nogenlunde,  men  ikke  særlig  godt,  for  Durand- 

lye's  Resultater,  naar  V  -j-  ligger  mellem  ^  ^8  V^>  ™^^^  ^^^ 

mmer  slet  ikke  med  Bauschingers  Forsøg. 
Bauschinger  *)  har  givet  Relationen  følgende  Form; 


b,-bV^ 


(8). 


For  at  give  en  Forestilling  om  den  opnaaede  Grad  af 
ja^ighed  skal  anføres  nogle  af  Bauschingers  Forsøgsresul- 
er.  Materialet  var  en  schweitzisk  Sandsten,  Prøvelegememe 
iget  nær  Tærninger  med  10®"-  Sidelinie.  Ved  nogle  af  dem 
arførtes  Trykket  til  en  Flade  som  f  i  Fig.  131  ved  et  Staal- 
mpel,  ved  andre  vare  de  opadvendte  Kanter  af  Tæmingen 
ede  af;  det  synes  temmelig  ligegyldigt,  hvilken  af  disse 
5toder  der  anvendes. 


Bf 
kg.  cm.* 


jB/(kg./cm.*) 


observ. 


beregnet 


aistempel . 

isning  1 : 1 

—  3:2 

—  1:3 


99,0 
97,5 
98,5 
100,0 
99,0 
98,0 


15,2 
32,5 
60,8 
63,2 
37,2 
18,5 


162 
308 
477 
510 
325 
235 


1052 
923 
772 
807 
860 

1243 


1186 
916 
746 
740 
879 

1107 


For  den  anvendte  Sandsten  var  B  =  635  kg. /cm.*  (for 
;rningform),  og  dermed  ere  Tallene  i  sidste  Rubrik  bereg- 
ie  efter  (8). 
Det  her  omtalte  Tilfælde  har  en  Del  praktisk  Interesse, 
det  ikke  er  sjældent,  at  hugne  Sten  paayirkes  paa  den 
lade  (Søjlefundamenter,  Underlagssten  for  Brodrageres 
jer  o.  1.).     Hvis  man  da  angiver  Paavirkningen  paa  Stenen 


)  Mittheilungen,  Heft  6. 
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i  Korhold  til  Arealet  /,  kaa  man  aabenbart  roligt  tilltide  en  stem 
Belastning  und  ellers,    naar  Stenen  indgaar  i  en  Konstruktiim, 
hvor  den  bliver  trykket  over  hele  Fladen,  og  man  kan  f.  Et    "i 
anvvnde  Relationen  (8)  ogsaa  for  de  lilladelige  PaauirkmB^a: 


-v^ 


(H 


Ogsaa  et  andet  Tilfælde  af  delvis  Paavirkntng  har  praltliit 
Intrrvsse.  nemlig  det,  hvor  det  lille  .\real  f  er  en  rektangita  ] 
Strimmel,  der  strækker  sig  over  Grundfladens  hele  Bredde 
(Fig.  132.  PI.  U):  fra  neden  la-nkes  Trvkket  ogsaa  her  al  virke 
over  hele  Fladen.  Vi  sknlle  an  fore  Besul  talerne  af  nogle 
Forsag  af  Bach  *)  med  Sandsten,  for  hvilken  Brudbelastningen 
Ibesteml  vwl  ta-rningf ormede  Proveslykkerl  var  653  kg. 
Der  »nvendles  omtrent  tsemingformede  Provelegemer  af  IH* 
Sde&iie  (Hejd^n  var  dog  kun  9,8—9,9" 
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2.  Trykket  virker  baade  fra  oven  og  fra  neden  kun  paa 
Del  af  Prøvestykkets  Overflade,  Dette  Tilfælde  har  langt 
■idre  praktisk  Betydning,  hvorfor  vi  kun  skulle  anføre,  at 
■adbelastningen  bliver  langt  mindre  end  i  Tilfældet  ovenfor, 
"tischinger  har  gjort  en  Del  Forsøg  med  Sandstens-Tærninger, 
r  trykkedes  fra  hver  Side  paa  en  lille  Flade  /  (Fig.  133,  PI.  14). 
disse  Forsøg  fremgik  dog  et  ganske  mærkeligt  Resultat, 
tar  man  nemlig  ved  andre  Trykforsøg  bestemte  Konstanterne 
og  V  i  Ligning  (7)  for  det  benyttede  Materiale,  og  naar  man 
rnæst  beregnede  Brudgrænsen  efter  (7)  for  et  Legeme  som 
1  i  Fig.  133  indeni  Tærningen  punkterede,  med  Grundfladen 
og  med  samme  Højde  h  som  den  hele  Tærning,  viste  de 
Tegnede  Værdier  sig  at  stemme  meget  nær  med  de  ved  For- 
gene  fundne.  Man  skulde  paa  Forhaand  være  tilbøjelig  til 
tro,  at  det  i  Beregningen  indførte  Legeme  maatte  under- 
3ttes  af  det  omgivende  Materiale,  idet  en  Undvigen  til  Siden 
irved  hindres,  men  dette  viser  sig  altsaa  ikke  at  være  Til- 
adet i  nogen  nævneværdig  Grad;  Grunden  hertil  maa  søges 
det  omgivende  Materiales  ringe  Modstandsevne  mod  Træk. 

§  52.  Bøjning.  Det  skal  ganske  kort  udvikles,  hvor- 
des  Beregningen  af  en  Bjælke,  der  er  paavirket  til  Bøjning, 
tal  udføres,  naar  Hooke's  Lov  ikke  gælder.  Det  forudsættes, 
:  et  oprindelig  plant  Tværsnit  vedbliver  at  være  plant.  Der 
2gges  to  konsekutive  Tværsnit  i  Bjælken  (Fig.  54,  PI.  6),  og 
er  betragtes  et  Fiberelement  i  Afstanden  y  fra  den  (foreløbig 
bekendte)  neutrale  Axe.  For  et  saadant  findes  ganske  som 
§24: 

^        y 


€    = 


dx 


vor  y  regnes  positiv  mod  den  strakte  Side,  negativ  mod  den 
ykkede. 

Som  tidligere  bemærket,  ville  vi  regne  med  en  parabolsk 
xbejdslinie  og  altsaa  sætte: 

for  Træk:     Oi  «  ae  —  /Si«^, 
for  Tryk:     02  =  cæ  +  ff^s^, 

det  vi  gaa  ud  fra,  at  Kurverne  for  Oi  og  a^  skulle  have  fælles 
'angent  i  Begyndelsespunktet,  hvorved  Koefficienten  a  bliver 


<len  samme  i  begge  Ligninger;  i  Udtn-kket  for  o,  er  i  ofgafii, 
Saar  der  for  f  indFøres  det  ovenfor  tiindne  Udtr>'k  ved  y,  bui 


Ol  ^  a-^  - 


Man  skal  nu  opskrive  Ligevægtsbetingelserne  fur  de  laia 
Kræfter  i  et  vilkaarligt  Snit  og  de  ydre  Kræfter  paa  dene« 
Side  af  Snittet.  Idet  Bjælken  antages  vandret,  de  ydre  Knefta 
lodrette,  faar  man  ved  Projektion  paa  en  vandret  Linie  ioi 
med  de  indre  Kræfter  at  gøre,  og  Ligningen  bliver: 


a,dF-\ 


a^dF  =  0: 


naar  Værdierne  af  Oi  og  Ot  indsættes,  faar  man: 

4  T''  ydF-  \  k  \''g'dF-0,  V     y^dp]  =  0.  (h}. 

Ved   at  tage    Momenterne    med    Hensyn   til   den    neutrale 
Axe  faas.  idet  de  ydre  Kræfters  Moment  sættes  lig  M: 
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a.Uel-el)-j-  [i  ^»ej  -  i /?,e^]  =  O, 


gning  (c): 

Naar  heri  indføres: 

ei  =  ^/i  +  oj,     ca  =  ^/i  — X,     —  =  n, 

^or  x  betegner  Afstanden    fra    Rektanglets  Tyngdepunkt   til 
n  neutrale  Axe,  findes: 

.  AT,  ("cf;. 


hvor  N  = 


3n 


i  +  fn«  +  (|n  +  n3)^l+-^' 


^l  ^2 

Ared  Indsættelse  heraf  i  Ligning  [b): 

Heri  ere  AT,  iVi  og  iVa  rene  Tal,  afhængige  af  n  og  Material- 
nstanteme  /S;  for  et  bestemt  Materiale  kan  man  altsaa  én 
ing  for  alle  beregne  en  Tabel  over  disse  Størrelser  for  for- 
ellige Værdier  af  n,  og  ved  dens  Hjælp  bestemmes  strax  den 
utrale  Axes  Beliggenhed  af  Ligning  (c),  naar  man  kender 
og  h.     Den  neutrale  Axe  varierer   altsaa  med  Størrelsen  af 

^mentet,     Naar  n  nu  er  bekendt,  findes  —  ved  Ligning  [d) 

dernæst  Spændingen  i  et  vilkaarligt  Punkt  ved  (a). 

Som  Exempel  paa  Anvendelsen  af  den  udviklede  Beregning 

le  vi  tage  den  allerede  i  §  35  omtalte  Granitbjælke,  for  hvilken 

ppl  har  anstillet    Undersøgelser.      Som   i   §   35   bemærket 

ialte  Foppl  de  ved  Bøjningen  foraarsagede  Længdevariationer 

Fibrene    mellem   to    bestemte  Tværsnit,    og  idet  han  ved 
ecielle  Elasticitetsmaalinger  bestemte  Arbejdslinierne   baade 

A.  Ostenfeld:   Teknisk  Elasticitetslære.  \% 


I  52, 


274 


for  Træk  og  Tryk,   kunde   han   altsaa   angive  de  i  fonkdli| 
Punkter  af  Tværsnittet  optrædende  Spændinger. 

For   denne    Granit    kan    regnes*)    (i    kg.  cm.*,    gæltai 
mellem  +46,7  og  -h  66,7  kg./cm.*): 


«  —  10".  4,6,     ^1  —  10",     t. 
hvoretter  følgende  Tabel  er  beregnet. 


:  108.4,5, 


» 

N 

Ni 

N, 

0.01 

0,207 

0,0*26 

0,0154 

0,U2 

0.363 

0.0441 

0,0246 

0.03 

0,184 

0.0459 

0.0300 

0.04 

0.580 

0.0478 

O.0332 

0.06 

0.638 

0.0500 

0.0348 

For  (len  Iietragtcde  Bjælke  var  b  =  20™  .    h  =  30"^. 
det  l'uiikl.  livor  Spændingerne  uiaaltes,  var  Momentet  2,41'^'.| 
altsaa   for   1™'  Bredde:     M   —  12050  kg.  cm.      Idet   eniiiiiiercl 
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if  Tabellen  ses,  at  hertil  svarer  n  =  0,05;  den  neutrale 
ligger  altsaa  1,5*^™-  fra  Midten  (hen  mod  den  trykkede  Del 

Tværsnittet),  medens  Foppl  ved  sine  Maalinger  fandt  0,9®*"-. 
til  n  =  0,05  svarende  Værdi  af  N  tages  af  Tabellen,   og 

zeå  findes: 

—  =  8,42,    -%  =  0,335,    -^  =  0,151, 

refter  Spændingerne  i  de  forskellige  Punkter  kunne  beregnes 
(a).    Resultaterne  af  denne  Beregning  for  de  yderste  Punkter 
v^ærsnittet  og  for  Punkterne  1,  3,  5,  7  (Fig.  134,  PL  15)  og 
►pis  Resultater  for  de  samme  Punkter  ere: 

beregnet:     (47,7)     50,0     39,2     —25,2     —81,7     —86,2, 
Foppl:         (77,3)  33,2     —27,7     —84,1     —90,4. 

Spændingerne  ere  afsatte  som  Ordinater  i  Fig.  134;  den 
It  optrukne  Linie  svarer  til  Foppls  Værdier,  den  punkterede 
de  beregnede. 

Overensstemmelsen  er  for  Trykspændingernes  og  de  mindre 
3kspændingers  Vedkommende  meget  tilfredsstillende;  for 
ikspændingen  i  det  yderste  Punkt  af  Tværsnittet  passer  det 
imod  slet  ikke.  Dette  kan  dog  heller  ikke  forlanges,  og  det 
ide  man  vide  i  Forvejen;  thi  ved  Træk -Elasticitets- 
alingerne, hvorefter  den  anvendte  Parabel  er  beregnet,  er 
a  kun  naaet  op  til  en  Spænding  paa  46,7   kg.  (se  Noten), 

man  har  naturligvis  heller  ikke  Lov  til  at  anvende  den 
efter  bestemte  Parabel  for  højere  Spændinger;  dette  ses 
eligt  deraf,  at  Parablen  har  sit  Toppunkt  ved  <y  =  53  kg. 
let  (Xg^  =  77,3  kg.,  som  Foppl  angiver,  er  af  samme  Grund 
er  ikke  paalideligt;  det  er  fundet  ved  en  Sandsynlig- 
sberegning,  angaaende  hvilken  henvises  til  Foppls  Med- 
ilser.  Endelig  erindres  om,  at  Tværsnittet,  som  i  §  35 
\.  100,  PI.  11)  omtalt,  ikke  holder  sig  nøjagtig  plant,  og  at 
igelsen  navnlig  er  betydelig  for  de  yderste  Fibre  paa  Træk- 
m;  en  Beregning,  der  forudsætter  plant  Tværsnit,  kan  der- 
aldrig  ventes  at  ville  stemme  nøjagtigt;  ved  det  Skøn,  der 
IV  Foppl  til  at  antage  Oe^  =  77,3  kg.,  er  der  derimod  taget 
isyn  til  den  virkelig  maalte  Forlængelse.   —  Den  angivne 


«D3. 
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IlercKnitiKRincthode  er  sikkert  ret  paalidelig,  naar  man  boUi  n 
Kig    iiKlenfar   det    Spændingsomraade,   for    hvilket  de  a 
pnralioUke  Arbejdslinier  overhovedet  have  Gyldighed.    DA 
viHt-r  Hig  ogsaa,   naar  man  gennemfører  Beregningen  for  da 
SandflUMiHhjælkc,   som   Foppl   ligeledes  undersøgte.     FardA 
Mutcriiile  haves  {gældende  mellem  +10  og  -j- 15  kg-Zcm."): 

a  —  10» .  0,9,    ffi  —  10« .  1,74,    A  —  10' .  1,35; 

endvidere  var  /i  —  30""-,  Af  —  1800  kg.  cm.  pr.  1™  Bredfc 
KcHuUnternc  cre: 


iH'it'gnet:     10.«   10.2  7.9  4,6  0,3    —4,3    —8,0  —11,0  -11^ 
Ffippl:         10.1  7.5  5.0   1.0    —4,1    —8,0  —10,6 

lli'ri'gningen  or  nnturlig\'is  kun  anført  som  Exempel  pa>,  ij 
hvorltnles  man  skal  tage  fat  |)aa  en  saadan  Opgave ,  hTor  dd  i 
gK'IdtT  »t  undersoftP  Overensstemmelsen  mellem  Theoii  (fil 
K\|H^rin)ei)ler,  og  for  at  antyde,  hvorledes  man  en  Gai^ill 
b^viutiitei)  knn  komme  til  at  rvgne.  naar  man  har  faaet  besttndl 
mtgU'  tUslrwkkelig  (taalidelige  Værdier  af  Materialkonstanlem  I 
til  oit  (iang  for  alle  at  beregne  Tabeller.  For  ren  Bcgning  bx  I 
IWrv^ingtMt  nit'ppe  nogensinde  synderlig  Betydmng,  da  de  her  | 
omhandlt^l«'  Matmaler  ikke  egne  sig  og  derfor  kan  sjældent 
ttni>ys  l»l  al  niwl'.Ua  ^n  saadim   F.ia\irkniaa;     derimiKJ  'i^^J 
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er  er  af  Vigtighed.  Der  anvendes  nu  ofte  Støbestaal, 
Støbejærnet  tidligere  var  eneherskende.  ' 

tyrken  overfor  de  forskellige  Slags  Paavirkninger  af- 
3r  i  høj  Grad  af  den  kemiske  Sammensætning,  navnlig 
Jholdet  af  Silicium,  fordi  dette  har  særlig  stor  Indflydelse 
om  det  tilstedeværende  Kulstof  skal  optræde  som  Grafit 
kemisk  bundet.  Vi  skulle  ikke  komme  nærmere  ind 
a,  men  forudsætte  i  det  følgende  den  almindeligt  til  Kon- 
tionsøjemed  (Søjler,  Maskingods,  Rør  o.  1.^  anvendte 
tet,  af  hvilken  man  sædvanligvis  forlanger,  at  »Jæmet 
være  blødt  (graat),  saa  at  et  Hammerslag  mod  en  ret- 
it  Kant  af  det  støbte  Stykke  frembringer  et  Indtryk,  uden 
inten   springer  af«  *). 

rcpÅr  og  Tryk.  Brudgrænsen  for  Træk  (Bt)  varierer  mellem 
og  2500  og  foreskrives*)  gerne  at  skulle  være  mindst  1200 
1.^  for  et  afdrejet  Prøvestykke  (uden  Støbeskal).  Brudgrænsen 
ryk  (Bc)  kan  antages  at  variere  mellem  4000  og  14000 
n.^  som  yderste  Grænser,  som  Middelværdi  kan  regnes 
00.    Tetmajer'^*)  angiver  følgende  Middelværdier  (kg./ cm.^): 

Bt  Bc 

mørkegraat,  grovkornet  Støbejærn     1000  5000, 

graat       1400  6500, 

lysegraat,  finkornet 1600  8000, 

fter  Forholdet  Bt :  Bc  almindelig  kan  regnes  til  ^.  Naar 
har  Brug  for  en  Værdi  af  Elasticitetskoefficienten,  kan 
Middelværdi  regnes  1000000  kg. /cm.*,  men  forøvrigt  er 
som  bekendt,  ikke  konstant. 

Fig.  135,  PL  15,  er  vist  Arbejdslinier  for  Træk  og  Tryk 
Maalinger  af  Bac/z***);  ingen  af  Maalingerne  er  fortsat  til 
Man  ser,  at  Arbejdslinien  navnlig  for  Træk,  men  ogsaa 
yk,  krummer  sig  lige  fra  Begyndelsespunktet;  derimod  ser 
ke  ud,  som  om  Træk-  og  Tryk-Arbejdslinierne  havde  fælles 
mt  i  Begyndelsespunktet,  hvilket  dog  sandsynligvis  hidrører 
t  de  to  Slags  Maalinger  ikke  ere  foretagne  paa  det  samme 


orschriften    fur   Lieferungen    von    Eisen    und   Stahl,    aufgestellt    vom 
erein  deutscher  Eisenhuttenleute,  Dusseldorf  1893. 

ie  Baumechanik,  Zurich,  1889,  S.  82. 

litschr.  d.  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1897,  S.  241. 
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Prøvestykki;.    Bach  har  senere  offentliggjort*)  nogle  Resull 
der  netop    ere   fundne    ved    samme   Prøvestykke,    og  hs  a 
Tangenterne  i  Begjiidelsespunktet   temmelig  nær  ved  at  ft' 
sammen.    Beregner  man  Konstanterne  i  den  parabolske  AiiKJåi    m 
linies  Ligning  efter  disse  nyeste  Maalinger,  faas: 


for  Træk:     o  _   11)' (9,348«  -  2714,5t' 

-     Tn'k:     o-   10«(9,033(—    418,4e 

Inorefter 

man   for  denne   Støbejærnsprove   nøjagt 

sætte: 

for  Træk:     0  -  10'(9,2»  — 2370s>). 

-     Tryk:     o  —  10'(9,2*—    530e'|, 

gældende  mellem  Spændingerne  -|- 409  og  — 1432  kg./cni. 
Hvor\idt  disse   Tal   kunne   anvendes  for  Støbejærn  i 
mindelighed,  maa  afgøres  ved  langt  liere  Forsøg. 

Af  de  omtalte  Maalinger  vil  man  ogsaa  se,  at  Elaslicileb- 
grænsen  oprindelig  laa  omtrtnl  nede  ved  Nul.  men  allercdf 
ved  første  Paavirkning  hævedes  betydeligt;  de  blivende  For- 
længelser vare  nemlig  (angivne  i  gjfp'""-,  for  en  Maaleliingde 
af  50' 

svarende  til  Spændingerne  (kg./ciii.'l 
20        102        204        306        409 
ved   1ste  Forsøg    0,00     0,10.t     0.565     1.385     2,820. 
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adeligt  Jærn,  en  Brudmodulus,   Bb,  (Spændingen,  beregnet 

Me 
;r  Formlen  a  =  -y),    og  den.maa    naturligvis  ogsaa   her 

re  afhængig  af  Tværsnitsformen.  Grunden  til,  at  Brud- 
dulus  for  Bøjning  ikke  er  den  samme  som  Brudgrænsen 
Træk,  maa  navnlig  søges  i,  at  Arbejdslinien  krummer  sig, 
at  de  i  Nærheden  af  den  neutrale  Axe  liggende  Fibre  faa 
rre  Spændinger  og  altsaa  blive  bedre  udnyttede,  end  hvis 
oke's  Lov  gjaldt.  Man  kan  derfor  paa  Forhaand  slutte,  at 
admodulus  maa  være  størst  for  saadanne  Tværsnit  som  en 
kel,  et  Kvadrat,  der  bøjer  sig  ned  i  Diagonalretningen  o.  1., 
di  her  findes  forholdsvis  flest  Fibre,  der  blive  bedre  ud- 
ttede,  end  Formlen  M  =  o.  W  lader  formode,  og  at  den 
la  være  mindst  for  I-formede  Tværsnit  o.  1.  Man  kunde 
re  tilbøjelig  til  at  slutte,  at  ogsaa  Haardheden  maatte  have 
kendelig  Indflydelse  paa  Størrelsen  af  Brudmodulus  ligesom 
smedeligt  Jærn,  men  dette  synes  dog  ikke  at  være  Til- 
det.     Bach  *)  finder  saaledes  for  cirkulært  Tværsnit : 

alm.  blødt  Støbejærn,  med  Bt  =  1369  kg./cm.«:    B^ :  Bt  =  2,12, 
—      haardt      —  -     B<  =  1848     —       :    Bb:Bt  =  2,24. 

Det  maa  ogsaa  erindres,  at  selv  for  meget  blødt  Støbejærn 
der  ikke  Tale  om  en  saadan  Deformation  af  Tværsnittet, 
end  Brud  indtræder,  som  for  blødt  smedeligt  Jærn. 

Efter  talrige  Forsøg  af  Bach**),  Considére***)  og  forskellige 
dre  f )  kan  Forholdet  B^ :  Bt  for  bearbejdet  Støbejærn  (d.  v.  s. 
en  Støbeskal)  regnes  til: 

cirkulært  eller  |—|- formet  Tværsnit 
iller  et  Kvadrat  med  en  Diagonal  i 
Kraftplanen 2,1—2,3,    mindst  2,0, 

rektangulært  eller  kvadratisk  Tvær- 
mit       1,7—1,8,        —      1,7, 

•  symmetr.  eller  usymmetr.  I-formet 

iller  for    I  -formet  Tværsnit      .     .     .      1,4 — 1,6,        —      1,4, 


*)  Elasticitåt  und  Festigkeit,  2te  Aufl.,  1894.     S.  111—12. 

O  Zeitschr.  d.  Vereins  deutsch.  Ing.,  1888  og  89,  refereret  i  ^Elasticitåt  und 
Festigkeit,  1894,  S.  110—15. 

*)  Annales  des  ponts  et  chaussées,  1885,  I,  S.  667 — 74. 

*)  Lanza:  Applied  mechanics,  7th.  ed.,  New- York,  1896,  S.  384. 


Naar  deriiuod  Støbeskallen  findes  paa  Prøveslykkrl.  \m 
man  langt  mindre  Resultater;  for  ile  tre  Cirupper,  hvori  Tva- 
snitsformerne  ovenfor  ere  inddelte,  kan  da  regnes: 


1,84, 


1,4—1,6, 


1.1—1,3. 


Til  disse  Tal  niaa  man  tage  Hensyn  ved  Fastsættelsen  if 
den  tilladelige  Fiberpaavirkning,  som  vi  skulle  se  nedenfor - 
Som  Leveringsbetingelse  for  Støbejærn  foreskrives  ofte  ci 
Minimumsværdi  af  B/, :  saaledes  forlanges  det  i  de  lyske  Normal- 
betingelser  for  Levering  af  Jænikonstruktioner,  )at  en  iiifr 
arbejdet  Stang  med  kvadratisk  Tværsnit,  SO""  Sidelunft  « 
hvilende  paa  to  Understøtninger  i  1,0  ^  Afstand,  skal  knB 
taale  en  Belastning  paa  Midten,  der  voxcr  jævnt  op  til  450  tf,  ^ 
nden  at  brydes«.     Der  forlanges  altsaa  en  Bnidmodulus; 


Jtf         {  .  450 .  100 


W 


.3^ 


25(KI  kg./cm.» 


For   kvadratisk  Tværsnit   og   med    Støbeskallen    sidJendt 
paa  kan   man    gennemsnitlig    regne    U,,  :  Bi    =k    1,5,   sa 
nævnte  Fordring  svarer  i  Virkeligheden  til 


1.5 

medens  de  samme  Betingelser  kun  foreskrive  en  direkle  Trieli- 
Brudgnense  af  121)0  kg./cm,'.  Man  hor  aabenbart  enten  to'' 
lange  en  Træk- Brud  grænse   af  ca.  1600  kg. 'cm.',   eller  at  ilM 

nævnte  Stang  kun  skal  kunne  taale  en  Belastning  af  t^ss'^ 
—  325  kg.  til  Bøjning. 

Forskydning.  Der  er  ikke  foretaget  ret  mange  Forstø  i" 
Bestemmelse  af  Støbejærns  Modstandsevne  mod  denne  Pss- 
virkning.  Telmajer  angiver*),  at  Forholdet  mellem  hM- 
belastningen  til  Forskydning,  B,.  og  til  Træk,  B,,  kan  regnw 
til  f ,  men  eOer  Forsøg  af  Bach  **)  synes  det  at  være  siU«* 
at  regne  B/i  B,  ^  1. 

Vridning.  Bauschinger  og  Bach*""*)  have  udført  en  W 
Del   Vridningsforsøg    med    forskellige    Former   af  Tværsnittet 

■)  Die  Biiamechanik.  Zurich,   1889,  S.  187. 
•-)  Eloslieital  und  Fesligkeit.  2te  AuH.,  1894,  S.  322— 7A. 
•^  ibid..  S.  178  o.  f. 


281  §  53. 

skulle  kun  anføre  følgende  Resultater  (By  betegner  Brud- 
3dulus   for  Vridning,  beregnet  ved   de  under  Forudsætning 
Hooke's  Lov  udledede  Formler): 

Cirkulært  Tværsnit  ...  B^iBt  =  1,02, 

Cirkelring —      =  0,82—0,86, 

Ellipse    —      =1,0  —1,25, 

Ellipsering —      =0,8—1,0, 

Rektangel     —      =1,4  —1,6. 

I"  og  C'^ormede  Tværsnit  (med  Højde  /i.  Bredde  af  Flangerne 
)g  Tykkelse  af  Krop  eller  Flanger  d)  have  omtrent  samme 
dstandsevne  mod  Vridning  som  et  Rektangel  med  Siderne 

,g  [h  +  2(b-d)]. 

Støbeskallen  formindsker  ogsaa  Styrken  overfor  Vridning. 

Af  Varighedsforsøg  med  Støbejærn  er  der  ikke  udført  ret 
nge,  saa  man  har  ikke  stor  Erfaring  angaaende  Modstands- 
len  mod  ofte  gentagne  Paavirkninger.  Her  skal  dog  nævnes 
jle  Forsøg  af  Bauschinger  *)  og  i  Watertown  Arsenal  **). 

Bauschinger  lod  Paa^drkningen  variere  dels  mellem  Nul 
en  højere  Grænse  (Træk),  dels  mellem  lige  store  Træk  og 
^k  (Bøjning).  Hvis  man  overhovedet  tør  udlede  noget  bestemt 
jultat  af  Forsøgene,  maa  det  blive,  at  Udsvingsstyrken  (U) 
omtrent  halv  saa  stor  som  Ligevægtsstyrken  (L),  Svingnings- 
^ken  (S)  omtrent  en  Trediedel  af  denne. 

Ved  Forsøg  til  Bestemmelse  af  U  (med  Rundstænger,  for 
Ike  L  ==•  2260  kg. /cm.*)  indtraadte  Brud  altid  efter  flere  eller 
re  Gentagelser,  naar  største  Paavirkning  var  >  1150  kg. /cm.*. 

Stang  taalte  ca.  12800000  Variationer  mellem  O  og  1150  kg. 
jn  at  brydes,  hvorefter  der  ved  roligt  Træk  fandtes 
>  2410  kg. /cm.*,  saa  Styrken  er  i  alt  Fald  ikke  aftaget  ved 
mange  Paavirkninger;  der  er  følgelig  lige  saa  lidt  her  som 

smedeligt  Jæm  Tale  om  nogen  »Udmattelse«  af  Materialet, 
er  ca.  7400000  Variationer  fandtes  »Elasticitetsgrænsen« 
vet  op  til  790  kg. /cm.*,  efter  de  12800000  Variationer  til 
O  kg. /cm.*;  der  er  derfor  den  største  Sandsynlighed  for,  at 
ivirkninger  paa  ca.  1100  kg. /cm.*  kunde  have  været  taalte  i 

uendelige.   —   Paa  den  anden  Side  maa  man  være  meget 


)  Mittheilungen,  Heft  25,  S.  18,  udgivet  af  Fdppl  efter  Bauschingers  Død. 
I  Report  of  tests  at  Watei^own  Arsenal,  1889 — 92. 
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forsigtig  med  at  benytte  saadanne  Angivelser,  hvilket  tilstraikkdil] 
tydeligt  freingaar  af  Forsøgene  med  en  anden  Stang  af 
Materiale;  den  brødes  nemlig  alterede  efter  9800(10  Varialic 
mellem  O  og  863  kg.  paa  Grund  af  en  Fejl  i  StabiiinsBi 
Overhovedet  fandtes  ved  alle  de  Stænger,  der  brødes  uiiila 
Forsøgene,  Fejl  i  Brudfladerne,  ogsaa  rigtignok  ved  den  mw 
for  omtalte  Stang,  der  tilsidst  hlev  prøvet  med  roligt  Træk. - 
At  tElasticitetsgrænsen«,  som  ovenfor  omtalt,  hævedes  ved  il 
varierende  Paavirkninger,  fandtes  ogsaa  i  andre  TilfælJe;  ai 
ledes  for  en  Stang  af  en  anden  Støbning  {L  ^=  ca.  2000  kgjcæ,' 
var  den  efter  5400000  Variationer  mellem  O  og  840  kg./cni' 
hævet  op  til  646  kg./cm.';  denne  Stang  taalte  ca.  \mØlé 
Variationer  »den  at  brydes ,  hvorefter  Forsøget  iiidstilleds 
Men  for  enkelte  af  Stængerne  kunde  der  ikke  paavises  nopa 
»Elasticitctsgrænsea  *). 

Ved  Foi-søgene-  til  Bestemmelse  af  Svingningsstyrken  - 
med  et  Materiale,  for  hvilket  L  ==  2260  kg./cra.' —  indtraadlÉ 
Brud  altid,  naar  Paavirkningen  var  >  +900  kg. /cin.',  Dal 
prøvedes  to  Stænger  netop  med  Variationer  mellem  +  900  lifci 
og  de  taalte  8—9000000  Svingninger  uden  at  brydes,  hvoreftfl] 
Forsøgene  indstilledes.    Elasticitelsmaalinger  foretoges  ikke  her,  I 

Ved  Forsøgene  i  Waterlotvn  anvendtes  et  Materiale,  to 
hvilket  L  =  2200  kg-Zcm.*;  Paavirkningerne  skiftede  mellem 
lige  store  positive  og  negative  Værdier  (Bøjning).  To  Stæng«, 
for  hvilke  Paavirkningen  svingede  mellem  +1750  og  ±^^ 
kg./cm.',  brødes  efter  4700  og  26400  Omdrejninger,  en  3ilie, 
som  paavirkedes  med  +  700  kg./cni.',  brødes  ikke  «i 
ca.  20000000  Omdrejninger,  hvorefter  den  prøveiles  med  roligl 
Træk;     der    fandtes    den    oprindelige    Brudgrænse.       Endelij 

•)  Formodentlig  mener  Bauseliiiiger  dog,  som  han  plejer,  »Proportianalilet'- 
græiiaet  overalt,  tivor  der  her  er  skrevet  Elaaticltetsgræuse.  IftlS 
Bausctiingei-B  sædvanlige  Sprogbrug  kau  man  gaa  ud  fra.  at  hvor  hu 
angiver  en  •Elasticitetsgrteiise«,  dér  er  der  indenfor  den  ikke  oplrasS 
blivende  Fnrmfoi-and ringer  af  nogen  Betydning,  og  tillige  er  dei'  Pr* 
portionaiilet;  og  hvor  han  angiver,  at  der  ingen  lElnsticitetsgraiW 
findes,  kan  man  gaa  ud  fi-a,  at  der  ikke  har  været  Proportioimlil*' 
meUem  Spændinger  og  Form  forand  ringer,  meu  derimod  ikke  (R.  *^ 
der  er  optraodl  blivende  Formfora  udringer.  Del  er  derfor  det  uni- 
synligsle,  at  der  fandtes  en  Elasticitctsgiiense  (indenfor  hvilken  Inp" 
blivende  Forraforandringer  optraadle)  ogsaa  for  de  Stænger,  hrof 
schiuger  ikke  liar  fundet  den. 
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ejdedes  der  med  en  4de  Stang,  der  paavirkedes  med 
O50  kg./cm.2,  og  den  brødes  efter  47283500  Omdrejninger, 
txgningsstyrken  ligger  altsaa  formodentlig  ved  8 — 900  kg./cm.^. 

Endelig  skal  det  lige  nævnes,  at  Quterbridge  har  paavist, 
tiyppigt  gentagne  Stød,  Slag  eller  Rystelser  (f.  Ex.  Rysten  i 
Tromle)  forøger  Styrken  *).  Af  83  Forsøg  viste  10  en  Af- 
^n,  Resten  en  Tiltagen  (af  indtil  40  ®/o)  i  Brudbelastningen 
jning);  ogsaa  Nedbøjningen  voxede  (indtil  55%)  og  dermed 
aen  til  at  modstaa  Stød.  Harrison  fandt,  at  Bøjningsforsøg 
Lske  vist  næsten  altid  viste  en  Tilvæxt,  men  direkte  Træk- 
søg  lige  saa  ofte  en  Aftagen  i  Styrke.  Dette  vil  Outerbridge 
klare  derved,  at  de  Stykker,  der  skulle  sammenlignes,  ud- 
bes  efter  hinanden,  hvorved  Udstøbningstemperaturen  bliver 
skellig,  og  det  varmest  støbte  er  altid  stærkest.  Sagen 
Higer  dog  aabenbart  endnu  til  nærmere  Undersøgelse. 

Tilladelig  Paavirkning.  Man  indfører  altid  en  større  Sikker- 
iskoefficient  her  end  for  smedeligt  Jærn,  navnlig  fordi  Støbe- 
'n  er  et  langt  mindre  paalideligt  Materiale.  Der  findes  meget 
e  Støbefejl,  utætte  Steder,  hele  Luftblærer  o.  s.  v.,  og  lige- 
es  Støbespændinger,  hidrørende  fra  uensformig  Afkøling, 
erfor  Stød  er  Støbejærn  overmaade  lidt  modstandsdygtigt; 
m  ser  i  Fig.  135  og  136,  at  Formforandringerne  ere  meget 
aa  Størrelser.  Sikkerhedskoefficienten  kan  for  permanente 
nstruktioner  sættes  til  6 — 10,  eftersom  Konstruktionen  er 
tre  eller  mindre  udsat  for  Rystelser. 

Der  tillades  almindeligt: 

erfor  direkte  Træk 150  kg./cm.^ 

—  —       Tryk 600—900       — 

—  Træk  i  bøjede  Konstruktionsdele    .     200—300       — 

Overfor  sidstnævnte  Paavirkningsmaade  bør  man  tage 
:nsyn  til  Tværsnitsf ormen  og  altsaa  regne: 

for  cirkulært  Tværsnit  1,84  .  150  =  ca.  275  kg./cm.^ 

-  rektangulært—  1,5.150=    -    225       — 

-  I  o.  1.  —  1,2 .  150  =     -    180       —       , 

;t  Støbeskallen  i  Almindelighed  faar  Lov  at  blive. 


')  Se  Baumaterialienkunde,  Aarg.  H.,  S.  181. 
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Overfor  Viiiliiing  kan  man  paa  lignende  Maade 
Hensyn  lil  de  meddelte  Foreøgsresultater. 

Forøvrigt  undgaar  mon  saa  vidt  muligt  at  anvende 
jærn,  hvor  det  skulde  paavirkes  til  direkte  Træk,  oj 
ogsaa,  hvor  det  skulde  modstaa  Bøjning. 

Berlins  BijggepoliW^)  tillader  2;)fl  kg./cni,^  for  Trsek,  i 
500  kg./cm.^  for  Ti->'k. 

De  franske  officielle  Forskrifter  **)  af  Aug.  1891  tillade  1! 
kg./cm.'  for  Træk,  250  kg.  til  Bøjning,  fiOO  kg.  for  Tnk,        ,k 

Ved  hammerbarl  Støbejiern  ere  det  almindelige  SlBbejært  f\ 
værste  Fejl  —  den  ringe  Modstandsevne  mod  Træk  og  nv)  jp 
Stød  —  til  Dels  ophævede,  mun  Produktet  er  dog  saa  mh 
al  man  ikke  kan  stole  derpaa  uden  specielle  Undersagel-wi  ,1^ 
hvert  enkelt  Tilfælde.  Som  Exempel  paa  hvad  der  kan 
naas,  skal  anføres  nogle  Undersøgelser  af  Stanford*'*"].  F(  ^ 
en  Hække  paa  42  Enkeltforsøg  fandt  han: 


IJrudgrænse  (Træk)  . 
Forlængelse  (pr,  5'^'") 
Kontraktion 


Muldcltul.  Ma,x.  Min. 

.     aoflO  4800  2700  kg./cm.' 

.      0,(5  10,3  2.8  "/o 

0,2  9,8  1,3  "/o. 


C 


Andre  Forsøgsrækker  gav  lignende  Resultater.    Naar  Stflbfr 
skallen  borttoges,  fandtes  baade  mindre  Styrke  og  Sejghed. 
Ikke  nær  saa  gunstige  ere   følgende  Resultater  f)   (Middeltal  if 
10  Prøver): 

forzinket;  Brudgr.  2250  kg./cm.',  Forlængelse  (pr.  20'^'°}  0,54'i'i 
uforzinket :     —       2330       ~       ,  —  —        0,76  °.'i 

§  54.  Naturlige  Sten,  brændte  Sten.  Disse  Materiale 
anvendes  navnlig  overfor  Tryk,  temmelig  ofte  dog  ogsaa  ov«- 
for  den  Art  af  Bøjning,  der  hidrører  fra  excentrisk  Tryk.  M 
har  derfor   praktisk    Betydning    al    faa    nærmere   OplysnlngW 


*)  Foreskrevet  1887  (for  Bach's  Forsog).     Se    Oes    Ingeniears    Taschtnbait 
(Hutte),  1892.  I.  S.  .110. 
•*)  Citeret  1  §  48. 
•••)  Trang.  Am.  S.  C.  E,,  1895,  H  S.  1  (Paper   Nr.  754).     Ogsaa  referere!  »f 
/.  B.  Johnson  (Materials  of  conatruetion,  S.  115). 
t)  Mitiheiliinijen  mis  den  kgl.  tecbn.  Versticlisanslulten  zu  Berlin,  IBSl,  Si 
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B    blot  om  deres  Styrke,   men  ogsaa  om  deres  Elasticitets- 
xold. 

1.  Naturlige  Sten.  I  §  52  er  allerede  nævnt  de  Værdier 
Konstanterne  for  en  parabolsk  Form  af  Arbejdslinien ,  der 
eides  af  FoppFs  Maalinger  for  en  Granit  og  en  Sandsten, 
"ig.  137,  PL  16,  er  afsat  nogle  Arbejdslinier  for  Granit  (kun 
dastiske  Formforandringer);  den  fuldt  optrukne  er  givet  af 
ppl,  —  det  er  den,  der  er  regnet  med  i  §  52,  —  Træk-  og 
>rkmaalingerne  ere  her  udførte  paa  samme  Prøvestykke, 
lek-  og  Tryk-Kurverne  synes  at  gaa  kontinuerligt  over  i  hin- 
ien.  De  punkterede  Kurver  i  Fig.  137  ere  maalte  af  Bach 
paa  forskellige  Prøvestykker;  man  ser,  at  de  afvige  over- 
lentlig  meget  fra  FoppFs.  I  Fig.  138,  PL  16,  er  afsat  den 
lalte  Arbejdslinie  for  den  Sandsten  (Foppl),  hvormed  der  er 
jnet  i  §  52;  det  er  ligeledes  her  kun  de  elastiske  Formfor-' 
dringer,  der  ere  viste  i  Figuren.  For  Marmor  har  Bach  *) 
idet  en  fra  de  i  Fig.  137  og  138  viste  afvigende  Form  af 
bejdslinien  for  Tryk,  idet  den  vender  Konkaviteten  mod 
Ixen,  hvorimod  Arbejdslinien  for  Træk  vender  Konkaviteten 
>d  f-Axen;  hele  Kurven  minder  om  én  kontinuerlig  Parabel, 
►r  dette  Materiale  kan  den  Schule'ske  Form  af  Arbejdslinien 
rfor  absolut  ikke  anvendes. 

Lignende  Elasticitetsmaalinger ,  hvor  Prøvestykket  først 
d  gentagne  Paavirkninger  bragtes  i  en  i  alt  Fald  tilnærmelses- 
j  »konstant  Tilstand«,  ere  udførte  af  Beare**),  dog  kun  for 
yk.  Medens  Bachs  og  FoppTs  Maalinger  holde  sig  til  de 
Timelig  smaa  Spændinger,  man  har  mest  Brug  for  i  Praxis, 
gynder  Bearés  først  med  betydelig  større  Spændinger;  den 
isentligste  Oplysning,  man  faar  af  disse  Experimenter,  er  der- 
r,  at  Arbejdslinien  vedbliver, at  være  en  svagt  krummet  Kurve 
It  eller  omtrent  op  til  Brudgrænsen.  Dette  stemmer  meget 
dt  med  Bauschinger's***)  Resultater  for  Tryk  —  hvor  forøvrigt 
n  »konstante  Tilstand«  ikke  var  tilvejebragt;  —  derimod  fandt 
luschinger  som  Regel,  at  Træk- Arbejdslinien  for  Granit  og  Sand- 
3n  krummede  sig  temmelig  stærkt,  hvorimod  den  for  Kalk- 
en var  omtrent  retlinet,  helt  op  til  Bruddet  indtraadte.  Baade 


*)  Elasticitåt  und  Festigkeit,  3te  Aufl.,  1898,  S.  60  o.  f. 

♦)  Min.  of  Proc.  Inst  C.  E.  Vol.  CVII,  S.  341  (1891—92). 
•)  Mittheilungen,  Heft  10  og  18. 
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Beare  og  Baaschinger  fandt  ofte  et  Vendepunkt  i  Tryk-Arbq4 
linien.  Forøvrigt  ere  Resultaterne  af  disse  ElasticitetsmaaUii|; 
overordentlig  variable. 

Det  samme  gælder  i  mindst  lige  saa  høj  Grad  Styrk 
overfor  de  forskellige  Slags  Paa virkninger.  Man  kunde  n 
fristet  til  at  antage,  at  der  maatte  bestaa  et  nogenlunde  kt 
stant  Forhold  mellem  Brudgrænseme  for  Træk,  Tryk,  F 
skydning  og  Bøjning  (Bi,  Bc,  B/  og  Bj),  men  det  er  temtoi 
langt  fra  at  være  Tilfældet.  Da  der  i  Almindelighed  kun 
stilles  Trykforsøg,  og  det  dog  kan  have  Betydning  herved 
kunne  faa  et  Begreb,  selv  om  det  kun  bhver  meget  ubeste 
om  Styrken  overfor  de  andre  Paavirkninger,  skal  her  anfø 
hvad  der  i  saa  Henseende  kan  udledes  af  Baaschingers*}  Fors 


Bl  .  Bc 

Bf  :  Be 

fle;Bc 

Grgait,  af  6—7  Forsag  fandtes: 
som  Middeltal 

-  Maxiinum 

-  Minimum 

0.02fl 
0.035 
0.022 

0,071 
0,097 
0,034 

0,096 
0,167 
■0,062 

KamUn.  8—10  Forsag: 
som  Middeltal 

0.054           0,084 

0.130 

H 
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ikellige  Slags  Paavirkninger*);  men  det  maa  dog  bemærkes, 
iet  er  højst  forskellige  Arter  af  Granit  o.  s.  v.,  der  her  ere 
imenstillede,  og  ligeledes,  at  der  ikke  er  taget  Hensyn  til 
jdelingens  forskellige  Stilling  i  Forhold  til  Kraftretningen; 
viste  sig  nemlig,  at  de  herfra  hidrørende  Differenser  ikke 
e  større  end  de  fra  andre  Aarsager  stammende.  Hvis  det 
imod  gjaldt  om  at  sammenligne  Sten  fra  samme  Brud^ 
ide  man  naturligvis  ikke  se  bort  herfra.  —  For  at  give  et 
jreb  om  Styrkeforholdene  i  Almindelighed  anføres  følgende 
iultater**)  (Tallene  angive  Brudgrænsen  for  Tryk  i  kg./cm.*): 


Antal 
Arter 

prøvet 

Middel- 
tal 

Min. 

Max. 

Granit 

59 

1834 

1103 

2576 

Porfyr 

28 

2120 

1301 

2583 

Basalt 

19 

3111 

1664 

4442 

Kalksten 

24 

1000 

235 

1826 

Sandsten 

48 

761 

357 

2063 

Vi  skulle  nu  anføre  nogle  mere  detaillerede  Forsøgs- 
ultater  for  saadanne  Stenarter,  som  der  kan  være  Tale  om 
anvende  her  til  Lands. 

Følgende  Tal***)  give  Tryk-Brudgrænsen    i    kg./cm.'    for 

init  fra  skandinaviske  Brud.  Tallene  ere  Middeltal,  Maximum 

Minimum  af  10  Forsøg  og  gælde  for  lufttørret  Tilstand;    i 

idmættet  Tilstand  er  Brudgrænsen  højst  150 — 200  kg./cm.^ 

ere. 


O  Det  synes  derfor  temmelig  uberettiget,  naar  »Hutte«  (1892,  I,  S.  308) 
og  ligeledes  L.  Debo  (Die  Festigkeit  der  Baumaterialien  etc,  Hannover 
1891)  angiver  følgende  »Tilnærmelse«; 

')  Fundne  ved  Materialprøveanstalten  i  Berlin;  Tekn.  Forenings  Tidsskr. 
1892—93,  S.  51.  Lignende  Forsøgsrækker  foretagne  af  Bauschinger  og 
Beare  findes  paa  de  ovenfor  citerede  Steder,  af  Tetmajer  i  hans  Mit- 
theilungen,  Heft  1. 

►)  Se  Tekn.  Forenings  Tidsskr.,  1892—93,  S.  52. 
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Farve 

Middel- 
tal 

Hai. 

tflD. 

Cranil  fra  Hammereo  paa  Bom- 

holm 

bmnllg-red 

2470 

2763 

ISå 

-   Lyaekil-EgDec,  Sverrig 

rødlig-brun 

1951 

2074 

17B 

-   Halmstad, 

bmn-graa 

2018 

2319 

ISil 

-   CarlskroQa, 

graa 

3014 

2141 

KIS 

-    Drammea,         Norge 

graa 

1938 

2141 

ISDt 

-    Frederiksstad.       - 

bniD-graa 

1774 

1907 

1671 

.    Wllhelmsberg 

ved  Drammeiisgord,      - 

1249 

1395 

iia 

Efterfølgende    Tal^ 
Kalksten : 


give    Oplysninger   om    nogle  dansb 


Faxekalk,  Koralsten,  til  udv.  Bygningsarbejde 
til  slebet  og  poleret  Ar- 
bejde 


I-« 
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Antal 
Forsøg 

Middel- 
tal 

Max. 

Min. 

'nit  fra  Molle 

4 

1053 

1674 

661 

ndsten  (Kalksten)  fra  Borgholm 

6 

673 

1139 

452 

-    Gronhogen 

9 

658 

1047 

446 

«        -             -    Sandviken 

5 

665 

1045 

482 

særlig  udsøgte  til 

Underlagssten  for  Jærnbjælker 

5 

729 

991 

605 

tit  Granits  (belgisk  Kalksten) 

5 

911 

1180 

602 

obersten  (norsk  Serpentin) 

10 

477 

582 

415 

Som  Resultat  af  en  Del  ved  det  Chalmerske  Institut  i  Gøte- 
rg  udførte  Prøver  med  svenske  og  norske  Stenarter  an- 
es*) endelig  (alt  i  kg./cm.^): 


Antal 

Arter 

prøvet 

Middel- 
tal 

Max. 

Min. 

Granit 

1 

9 

1311 

2220 

634 

Kalksten 

13 

830 

1313 

392 

Sandsten 

4 

580 

949 

175 

Tilladelig  Paavirkning.  Der  er  her  kun  Tale  om  den  til- 
lelige  Fiberpaavirkning  for  Stenene  for  sig,  anvendte  som 
jler,  Underlagssten  o.  1.  For  Styrken  af  Murværk  har  nemlig 
saa  Mørtlens  Styrke  Betydning,  og  hertil  komme  vi  først  i 
n  følgende  §. 

Bauschinger  haf  i  sine  sidste  Leveaar  anstillet  nogle  Varig- 
dsforsøg  (Bøjning)  med  forskellige  Stenarter**),  men  For- 
gene ere  lovlig  faa  til  deraf  at  drage  nogen  bestemt  Slutning, 
irlig  da  Stenenes   Mangel  paa  Homogenitet   herved   gør   sig 


•)  T> Hålfasthetsprof  å  svenska  materialiert,  utg.  af  Jårnkontoret,  Stockholm, 
1897,  s.  69-70. 

*)  Mittheilungen   aus   dem    mech.-techn.  Laboratorium,    MUnchen,    Heft  25 
(offentliggjort  af  Foppl). 

A.  Ostenfeld:  Teknisk  Elasticitetslære.  \^ 
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1 

at   »I 


gældende    paa    samme    Maade    som    Støbefejl    for   Sløbejm 
Forsøgene   tj'de    paa,    at    Svingningsstyrken    er   omtrent 
Ligevægtsstyrken. 

Forøvrigt    regner    man    almindeligt    med    en    Siktprbfils- 
koefflcient  af  mindst  10,  ofte  mere,  indtil  20,  og  gaar  vel 
ved  snarere   ud   fra   den   mindste   fundne   eller  antagne  E 
grænse  end   fra  Middelværdien.     Hvis   man   ikke  har  anslillel 
Forsøg  med  den  specielle  Stenart,  man  vil  anvende,  kan 
foreløbig  regne; 

for  Granit  30 — 50  kg./cm.* 

>     Sandsten  In— 30      — 

.     Kalksten  (tæt)      15—30       — 
2.     Brændte  Sten.     Man   kender   ikke   stort   til  Elasticilels- 
forholdene    for    brændte   Sten,     For   at    give    et    svaj 

derom  skal  anføres  nogle  faa  Forsag,  der 
anstilledes  af  det  af  den  østrigske  Ingeni«- 
og  Arkitektforening  i  1890  nedsatte  LMval« 
til  Undersøgelse  af  forskellige  HvæhingS' 
konstruktioner.  Resultaterne*),  om  hvilte 
det  i  Beretningen  bemærkes,  at  de  kunere 
Tilnærmelser,  findes  i  hosstaaende  Tairir 
(kg,  cm.').  Stenene  vare  maskinformede  m 
vistnok  haardbrændte.  Det  synes,  som 
og  flf  saa  nogenlnnde   følges   ad   i   Størrelse, 


For 

Tryk 

E 

Bc 

162000 

268 

120000 

139 

86000 

173 

45000 

BB 

142000 

!:<5 
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Følgende  Forsøg*)  ere  anstillede  under  Bygningen  af 
»Lenhavns  Frihavn  med  Sten  fra  Teglværker  i  Kjøbenhavns 
legn.  Tallene  angive  Brudbelastningen  for  Tryk  i  kg. /cm.* 
:i  Middeltal  af  10  Forsøg: 


Tørre  Sten 

Vandmættede  Sten 

Middel 

Max. 

Min.  , 

i    Middel 

Max. 

Min. 

øde,  maskinformede 

146,0 

175 

116 

109,5 

140 

76 

So.     haandformede 

148,4 

187 

126 

116,4 

171 

71 

lammede 

128,3 

183 

68 

70,6 

111 

49 

ule,  haardbrændte 

196,1 

226 

150 

192,3 

236 

147 

linker 

254,8 

314 

170 

256,5 

318 

208 

En  anden  Række  Forsøg  sammesteds  fra  giver  Oplysninger 
i,  hvad  der  kan  opnaas  af  haardbrændte  Sten  og  Klinker, 
e  her  undersøgte  Sten  vare  vandmæltede.  Gruppen  I  af 
irdbrændte  Kilesten  omfatter  de  10  tilsyneladende  svagest 
endte,  Gruppen  II  de  10  tilsyneladende  haardest  brændte, 
e  Tal  angive  kg. /cm.*. 


1 

1 

Middel 

Max. 

Min. 

Haardbrændte  Kilesten,  I 

II 
Klinker 

286,6 
408,2 

524,0 

« 

504,0 
564,7 
715,2 

190,7 
224,1 
388,4 

En  Del  Forsøg  med  svenske  Materialer  findes  f.  Ex.  i 
'dlfasthetsprof  å  svenska  materialier^  (utgifna  af  Jårnkontoret), 

Den  tilladelige  Paavirkning  for  Murværk  af  brændte  Sten 
bandles  i  næste  Paragraf. 


§  55.     Mørtel,  Beton,  Murværk. 

1.     Mørtel     I  de  sidste  Par  Aar  har  man  faaet  et  noget 
jrmere  Kendskab  til  Cementmørtels  Elasticitetsforhold,  navnlig 


•)  Velvilligst  meddelte  af  Havnebygmester  H.  C.  V.  Møller,  Forsøgene  ud- 
førte af  Ing.  N.  P.  Nielsen. 


gennem  Bach's  nøja^ige  Maaliiiger.     Hvad  de  blivende 
forandringer  angaar,    er   Forholdet    her    gan&ke    som  i  § 


ag 


beskrevet:      Elastit'itetsgrBenscn   ligger  til  at   begj'nde  med  W 
Nul,   men  ved   gentagne  I'aa virkninger  hæves  den  op  til  Pi 
virkningen;    jo  større  denne  er,   des  flere  Gentagelser  kraiW     . 
der  for  at  faa  Elasticitetsgrænsen   hævet,   og   der   findes  -'"^"^ 
synligvis   en   højere   Grænse,   ud   over  hvilken   man  ikii 
faa  den  hævet.     Bach  har  kiin  udført  Maalinger  for  Tryk.i 
fleste  fortsættes  kun  op  til  en  Spænding  af  40  kg. /cm.',  gansk 
enkelte  dog  højere  op. 

I  Fig.  139,  PI.  15,  er  vist  den  af  Bach*)  fundne  Arbcjilj 
linie  for  ren  Cement,  3  Maaneder  gammel;  den  fuldt  oplraiw 
Kurve  svarer  til  de  elastiske  Forkortelser,  de  punkterede 
de  bhvende  og  totale.  I  Fig.  140,  PI.  15,  er  vist  Tryk-Arl»;j(i! 
linierne  (op  lil  40  kg./cm.')  for  ren  Cement  og  for  Møriell 
Blandingerne  I  i  Ij,  1;3  og  1  ;  4J ,  alle  3  Maaneder  gamie 
Sandet  var  Donausand  (kalkholdigt).  Blandingen  udførtes  ells 
Rumfang  med  rigelig  Vandtilsætning.  Disse  Linier  svare  ku* 
til  de  elastiske  Fonnforandringer. 

Beregner  man  Konstanterne  for  en  parabolsk  Arbejdstin«, 
faas  (mellem  Spændingerne  O  og  40  kg. 'cm.'}: 

for  ren  Cement o,  =  10'(2,085e  —  1200^ 

-    Mørtel  1  :  IJ      ....     Oj  ==.  10*{2,78fi    —2440*'), 

—  1:3       .  .  .  .     flj  =  10' (2,195«— 16574 

—  1  :4i     ....     o,  =  10''{l,r>5£    —  lOlof'). 
Koefficienten  til  e  (10» ,  2,085  ,. .)  betyder  ElasticitelskoeEfr 

cienten  for  Spændingen  Nul;  i  Fig,  141,  PI.  15,  ere  disM 
Elastieitetskoefficienter  afsatte  som  Ordinater,  Sandmængdentf 
som  Abscisser,  for  at  tydeliggøre  Variationen.  Her\ed  9 
Spørgsmaalet  om  Sandtilsætningens  Indflydelse  paa  ElasticiteW 
bragt  et  godt  Skridt  nærmere  lil  sin  Løsning;  tidligere  Maalii^  i 
af  Hartig  havde  ladet  formode,  at  Sandtilsætning  altid  forhtql 
Elasticitetskoeffi  cienten. 

De  ældre  Experimenter  over  Cementmørtels  Elaslidlel 
have  i  Sammenligning  med  Bac/i's  kun  Værdi,  for  saa  iii" 
som  de  give  et  Begreb  om  Gennemsnitsstørrelsen  af  Elastidtetc 


•)  De  her  meddelle  Elaaticitetsmaaliiigei'  fin 
tieulKher  Ing.,  1H96,  S.  isai.  De  ^chb\é 
V.  å.  Ing.,  1897,  S.  241. 


i    i   ZeiUcbrift  ilts  Vini^ 
■    Lifiniiiger    lindes  i  ^'  °- 
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fficienten.  Hartig  *)  har  for  Mørtel  af  1  Cement  +  3  Normal- 
ci  fundet,  at  E  (for  Tryk)  voxer  nogenlunde  jævnt  med 
^^estykkets  Alder  (fra  366600  kg. 'cm.^  for  50  Dage  gammel 
rtel  til  464800  for  400  Dage  gammel  Mørtel).  Det  af  den 
rigske  Ingeniør-  og  Arkitektforening  nedsatte  Hvælvings-Ud- 
g  fandt**)  for  Mørtel  af  1  Cement  +  3  Donausand  følgende 
►ultater  (for  Tryk): 


Antal 

Alder 

Ec   i  kg./cm.* 

Forsøg 

Maaneder 

Middeltal 

1 
3 

H 

385000 

3 

3|-4 

237000 

3 

c.  4 

333000 

2 

3i 

3 

364000  ^ 

2 

C.  3 

328000 

Endelig  skal  nævnes  nogle  Forsøg  ved  det  Chalmerske 
titut***)  i  Goteborg  med  28  Dage  gammel  Cementmørtel; 
ddelresultaterne  (for  Tryk)  ere: 


Blanding 

^             1 

Ec   (kg./cm.* 

Bc 

1 

.1 

304000 

276 

1  . 

•2 

351000 

267 

X    « 

3 

236000 

146 

1 

4 

234000 

102 

1  < 

5 

279000 

79 

idets    Beskaffenhed    er    ikke   oplyst,    heller    ikke   ses    det, 
i  E  er  beregnet  af  de  totale  eller  de  elastiske  Forkortelser. 


')  Se  T> Ingeniørens,  1896,  S.  40.  Hartigs  Resultater  ere  mindre  paalidelige 
end  Bach's,  fordi  Forkortelserne  af  Prøvestykket  maaltes  paa  en  temme- 
lig lille  Længde  (vistnok  6  c™),  medens  Bach  anvendte  en  Maalelængde 
af  75  cm- 

)  Berichtdes  Gewolbe-Ausschiisses,  S.  41.  Refereret  i  ^ Ingeniøren <i.,  1896,  S.  40. 

)  Hållfasthetsprof  å  svenska  materialier,  utg.  af  Jårnkontoret,  Stockholm 
1897,  S.  78. 
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Angaaende  Forholdene  ved  Træk  cre  Erfaringerne  raimiit 
talrige.  Det  østrigske  HvæKings- Udvalg  foretog  ogsaa  Ya- 
søg  med  Træk;  det  konstateredes  herved,  at  blivende  For- 
længelser indtraf  allerede  ved  ganske  smaa  Spændinger,  ina 
saa  vidt  det  kan  ses,  bleve  Prøvestykkerne  lige  saa  lidll« 
som  ved  Tryk-Maalingerne  bragte  i  ^konstant  Tilstand«.  Soi 
Hovedresultat  udtales  det,  at  de  totale  Foriængelser  omtrd  t" 
fandtes  proportionale  med  Belastningerne;  de  i  Beretiiiniai 
optegnede  Arbejdslinier  forløbe  temmelig  uregelmæssigt 
man  faar  næppe  andet  ud  af  disse  Forsøg  end  et  Begre 
Gennemsnitsværdien  af  Elasticitetskoenicienten.  Der  angives*) 
for  Mørtel  1  :  3  (Donausand] : 


Anlai 

Alder 

El  i  kg, cm.' 

Forsog 

Maaneder 

Middeltal 

11 

3I>900(I 

11 

S46000 

11 

314000 

e 

400000 
437000 

Forsøg  i  det  Chalmerske  Inslilul 
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er  ere  fremstillede  i  Fig.  142,  PI.  16.  Prøvelegemerne  vare 
adratiske  Prismer  med  50  cm.*  Tværsnitsareal,  Blandingen 
Cement  -f~  3  Bakkegrus,  ca.  2  Maaneder  gammel,  Maale- 
ci^gden  91^"^'.  Punkterne  paa  det  i  Fig.  142  fuldt  optrukne 
,rkke  af  Kurven  ere  bestemte  som  Middeltal  af  4  Forsøg, 
a  det  punkterede  Stykke  kun  af  2  Forsøg.  Der  maaltes 
n  de  totale  Forlængelser.  Beregner  man  Konstanterne  for 
parabolsk  Arbejdslinie  (med  de  totale  Forlængelser),  faar 
xn,  gældende  mellem  Spændingerne  O  og  14  kg. /cm.": 

Ol  =  10«^  (2,474  f— 10000  £«). 

Vi  komme  dernæst  til  Styrken  af  Cementmørtel.  Ved  de 
enfor  refererede  Forsøg  i  det  Chalmerske  Institut  faar  man 
erede  et  Begreb  om  Styrkens  Aftagen  med  voxende  Sand- 
ængde,  men  forøvrigt  synes  dog  Tallene  for  de  3  sidste 
andinger  (1  :  3—1  :  5)  temmelig  lave.  Angaaende  Styrken  over- 
r  forskellige  Slags  Paavirkninger  ere  vel  de  mest  omfattende 
irsøg  anstillede  af  Bauschinger  *).  Af  hans  Tal  udledes  de 
Bølgende  Tabel  angivne  Forhold,  af  hvilke  hvert  fremtræder 
m  Middeltal  af  Forsøg  med  10  forskellige  Cementmærker; 
•øvestykkerne  hærdede  i  Luften  og  havde  for  Trykprøverne 
lerningform  med  144°™-*  Sideflade,  for  alle  de  andre  Prøver 
klangulært  Tværsnit,  6  .  12°"' ;  Sandet  var  gult,  rent  Kvartssand. 


Blanding 

1 

1  . 

2 

/^Idei 
4 

•   i    U^ 
8 

jer 
16 

103-113 

Bt-^c- 

0,116 

0,116 

0,109 

0,101 

0,096 

0,117 

1:3 

B^:B^- 

0,145 

0,137 

0,128 

0,129 

0,122 

0,146 

B,    B^^ 

0,30 

0,28 

0,27 

0,26 

0,24 

0,39 

Bt'B,= 

0,122 

0,127 

0,123 

0,116 

0,107 

0,118 

1:5 

^r^c- 

0,153 

0,151 

0,148 

0,140 

0,130 

0,148 

BfB,- 

0,35 

0,31 

0,30 

0,27 

0,24 

0,37 

Man    ser,    al   alle    Forholdene    aftage    mere  eller  mindre 
igelmæssigt  i  Begyndelsen  —  op  til  16  Uger  — ,  men  efter  2 


*)  Mittheilungen,  Heft  8. 
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Aars   Forløb   er  (le    igen   slegne    befj'ilcligt.      Da   Træk-Previ-    » 
stykkerne  vare   prismaliske,   gælde   de   anførte   Tal  for  B,:i,    p 
ikke  umiddelbart  for  de  sædvanlige  8-Tal-Prøvestykker(se§5ll.    J 

Nyere  Undersøgelser  af  R.  Feret*)  have  i  Hovedsagen  gitrt 
følgende  Resultat:      Forholdet  Bi.B,  er  omti-ent  konstant,  ii|i    it 
1,9-2,0;  ligetedes  er  Forholdet  B,:B.  konstant,  lig  0,fi5;  der- 
imod er  der  intet  konstant  Forhold  mellem  Bi  og  Bi  paa  dai    - 
ene   Side  og   fi^  og   Bf   paa   den   anden.      Feret's   her  nævnlt 
Resultater  gælde  for  Mørtel  med  rigelig  Vandtilsætning. 

Hvad  Angivelsen  af  den  absolute  Styrke  angaar,  skullfri 
indskrænke  os  til  danske  Cementmærker.    For  saadanne  giw 
følgende  Tabel**)  et  Begieb  om  Styrken  mod  Tryk  (i  kg./cm,'|: 

Blanding 

1:3 
efter 

Hærdet 
i 

lUgE 

4  Uger 

3Mdr. 

6Mdr 

1  Aar 

2Air 

PorUand- 

Vægt 
Romf. 

Luft 
Vand 
Luft 
Vand 

178 
174 

les 

155 

236 
250 
213 
218 

2S7 
315 
330 
381 

3S2 
374 
355 
330 

m 

43S 

379 
38S 

sy 

456 

32! 
410 

Slagge- 

V«gt 

... 

Vand 

137 
133 

183 
.»0 

303 
3fiB 

300 

218      2M    1 
328      3ti    1 

WM 

297 
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serlig  Grad  gælder  delte  for  Slaggecementen ;  heraf  indses 
Itigheden  af  i  Praxis  at  holde  Betonen  fugtig  i  den  første 
I  efter  Støbningen. 

Følgende    Sammenstilling    giver    et    Begreb    om    Styrken 
ixfor  Træk  (kg. /cm.*): 


Blanding 
1  :3 

»Hærdet 

lUge 

4  Uger 

3Mdr. 

6Mdr. 

1  Aar 

2  Aar 

efter 

1 

Vægt 

Luft 

21 

27 

33 

40 

47 

52 

Portland- 

> 

1 

Vand 

19 

26 

32 

35 

37 

38 

cement 

Rumf. 

Luft 

19 

26 

30 

37 

42 

48 

> 

Vand 

17 

23 

27 

31 

33 

34 

Vægt 

Luft 

18 

21 

22 

24 

24 

24 

Slagge- 

t 

Vand 

16 

26 

33 

37 

38 

38 

cement 

Rumf. 

Luft 

15 

14 

13 

13 

12 

11 

T> 

Vand 

17 

18 

21 

23 

24 

24 

Her  synes  Portlandcementens  Hærdning  i  Luft  at  have 
vel  en  Del  bedre  Resultater  end  i  Vand,  derimod  er  det 
deligt,  at  Slaggecementen  daarligt  taaler  at  undvære  Vand 
ider  Hærdningen.  For  Portlandcementen  faar  man  en 
mation  af  Forholdet  8^:  Bc  som  fremstillet  i  Fig.  143,  PI.  16; 
I  tegnede  Kurver  referere  sig  til  Blanding  efter  Rumfang, 
en  Blanding  efter  Vægt  giver  næsten  akkurat  samme  Variation; 
T  er  altsaa  absolut  intet  konstant  Forhold  mellem  Bt  og  Bc> 

Blandingen  1  : 3  efter  Maal  var  ensbetydende  med  en 
ånding  efter  Vægt  paa  1 :  3,17 — 1 :  3,58  for  Portlandcementen, 
rimod  med  1:4,31  for  Slaggecementen,  altsaa  betydelig 
agrere  for  den  sidste. 

De  her  anførte  Styrketal  for  Cementmørtel  referere  sig  til 
)rsøg,  der  ere  udførte  efter  »Normerne«*);  Mørtlen  er  da 
»mstillet  med  mindre  Vandtilsætning  end  almindeligt  i  Praxis 


^)  »Bestemmelser  for  ensartet  Levering  og  Undersøgelse  af  Portlandcement«, 
vedtagne  af  Teknisk  Forening  i  Maj  1889,  se  Tekn.  Forenings  Tidsskrift 
1889—90,  S.  147. 
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og  langt  stærkere  komprimeret,  end  man  nogensinde  faar  ilen 
i  Virkeligheden.  Disse  Tal  kunne  derfor  ikke  direkte  ^vt 
nogen  Oplysning  om,  hvilken  Styrke  man  kan  vente  af  Mart!« 
i  en  Bygningskonstruktion;  man  lør  næppe  paa  nogen  lUnndt 
regne  med  mere  end  ca.  I  af  Styrken  ovenfor.  Efter  Noriiiemf 
forlanges  som  Minimum  l(i  kg.  cm.^  som  Brudgræi 
Træk,  160  kg./cm.*  for  Tryk,  28  Dage  efter  Stobningra 
(Prøvestykkerne  skulle  opbevares  1  Dag  i  Luften,  Resten  aJ 
Tiden  under  Vand). 

Den  Styrke,  der  opnaas,  afhænger  nemlig  i  temmelig  hq 
Grad  af  den  benyttede  Vandmængde,  som  det  fremgaar  af 
følgende  Forsøg*]  med  Mørtel  af  1  Cement  -{-  3  almindeligt 
Mursand  (kg. /cm.*); 


Alder 

lO"/«  Vand 

15^/o  Vand 

Træk 

Tryk 

Træk 

Tryk 

7  Dage 

20 

202 

10 

55 

28      • 

26 

285 

18 

100 

90     . 

39 

355 

23 

150 

180      • 

32 

380 

23 

170 

men  saa  tor  Mørtel  som  den  theorelisk  mest  foi'delagtige 
fordrer  meget  stærk  Kompression  for  virkelig  at  blive  god,  Og 
at  en  saadan  virkelig  bliver  gennemført  paa  Byggepladsen,  kan 
man   kun  sjældent  stole   paa. 

Endvidere  afhænger  Styrken  i  høj  Grad  af  Sandets  Finbed: 
dette  Forhold  er  navnlig  omhyggelig  undersøgt  af  Feret**\ 
der  finder,  at  den  tætteste  og  stærkeste  Mørtel  faas  ved  en 
passende  Blanding  af  fint  og  grovt  Sand  uden  Indblanding 
af  middelfmt.  Af  hans  nyere  Resultater  har  navnlig  del 
Betydning,  at  de  billigere  (magrere)  Mørtelblandinger  ofte 
kunne  være  ligesaa  tætte  og  stærke  som  de  dyrere,  eller  endog 
tættere.  Hvis  det  anvendte  Sand  indeholder  mindst  ^  af  sin 
Vægt  som  meget  iine  Korn,  aftager  Tætheden  ved  Forøgelsen 


■)  ijier  Porlliind-Cenifnl   und   seine   Anu'eriduniien   i 
1892.  S.  24. 
••1  Annalea  des  ponta  cl  chauBsées,   1892.  II,  S.  5.     Hi 
1894,  S.  197. 
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^i  Bindemidlet  (Cementmængden)  ud  over  en  vis  Grænse.  Af 
\Jle  de  Mørtler,  der  kunne  faas  med  Sand  af  den  nævnte 
Sammensætning,  er  den  tættest,  i  hvilken  den  virkelige 
Mængde  af  fine  Korn,  incl.  Bindemidlet,  er  halv  saa  stor  som 
Mængden  af  grovt  og  mellemflnt  Sand  tilsammen. 

Ogsaa  de  enkelte  Sandkorns  Beskaffenhed  har  Indflydelse; 
skarpt  Sand  —  Bakkesand  —  giver  størst  Styrke  *). 

Adhæsionen  af  Cementmørtel  1:3  til  Jærn  angives**)  efter 
Forsøg  af  Bauschinger  almindeligvis  at  være  40 — 47  kg. /cm.*. 
Johnson***)  refererer  nogle  Forsøg  med  25  m./m.  Rundjærn, 
bvorefter  et  Maximum  af  Adhæsion  (pr.  cm.*)  findes,  naar 
Xængden  af  den  indstøbte  Del  af  Jærnstangen  er  ca.  4  Gange 
Diameteren;  dette  Maximum  er  dog  kun  for  Mørtel  1  :  2  omtrent 
20  kg. /cm.«  for  1:4  ca.  9  kg. /cm.*.  Dette  Forhold  har  Betyd- 
xiing  for  Monierkonstruktioner. 

Vi  skulle  dernæst  anføre  Resultaterne  af  nogle  Tri/A'-Forsøg 
med  forskellige  andre  Slags  Mørtel  f ) ,  prøvede  i  Tærningform 
(kg. /cm.*):     (Se  Tabellen  øverst  næste  Side.) 

Den  tilladelige  Fiberpaavirkning  for  Mørtel,  der  indgaar 
i  Murværk,  komme  vi  ind  paa  nedenfor. 

2.  Beton.  De  nøjagtigste  Undersøgelser  over  Elasticiteten 
af  Beton  ere  ligesom  for  Cementmørtels  Vedkommende  udførte 
af  Bach  f  f ),  dog  kun  for  Tryk.  Af  disse  Maalinger  fremgaar 
det  først  og  fremmest,  at  Sandet  og  Skærverne  have  saa  stor 
Indflydelse,  at  man  aldeles  ikke  fra  Forsøg  med  en  Slags  Beton 
kan  slutte  til  en  anden  Slags,  med  mindre  Sand  og  Skærs^er 
ere   af  ganske   samme    Beskaffenhed.     Til    den    Beton,    hvor- 


*)  Se  f.  Ex.  ^Ingeniørem  1894,  S.  5. 

**)  Der  Portland- Cement  und  seine  Anwendungen.  S.  289. 

***)  Materials  of  construction,  S.  600. 

t)  Forsøgene  med  Bastardmørtlen  meddeles  i  >2den  Beretning  om  Under- 
søgelse af  indenlandsk  Cement  ved  den  polytekniske  Læreanstalt«:,  1893; 
med  Kalkmørtlen  i  »Beretning  om  Undersøgelse  af  indenlandsk  Bygnings- 
kalk ved  den  polytekniske  Læreanstalt«,  1889— *90  (Saltholmskalken  er 
her  nævnt  rent  exempelvis,  de  andre  8  undersøgte  Sorter  afvige  ikke 
stort  derfra);  med  Sandcementen  i  T>Hållfasthetsprof  å  svenska  materialien, 
utg.  af  Jårnkontoret,  S.  76;  Forholdet  mellem  Cement  og  Sand  er  i  de 
7  anførte  Prøver:     1:3,  1:7,  1  :  11,  1  :  23,  1  :  27,  1  :  26,  1  :  25. 

tt)  Zeitschr.   d.    Vereins   deutsch.    Ing.    1895,    S.  489    og    1896    S.  1381,    de 
Schuleske  Ligninger  findes  i  Z.  d.  V.  d.  I.  1897,  S.  241. 
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800 

7 

2« 

3Mdr 

6  Mdr,,  1  Air 

Uage 

BiisUirdmorlel  af  Port- 

1  Cm,  -(-  0  Km. 

151 

260 

265 

1 
257   ( 

1     -      ^f     - 

!I7 

158 

16<> 

178 

iCra.l  1  :  3  etler  Vægt 

13 

97 

105 

108 

OB  [(alkmerleUKn.,) 

1      -      +2      - 

19 

39 

40 

41 

1     -     +  3     - 

13 

24 

25 

33 

0     -     +1      - 

0,8 

7 

12 

13 

Kalkmarlet     af    Salt- 

1  K  +  3S 

9 

19 

27 

II 

holinskalk    og   alm. 

1  -  4-4- 

9 

17 

23 

a 

1  -   f  5- 

8 

17 

22 

1  -  +5- 

7 

15 

30 

Wastin-[KBlk-)mer(e/ 

c.  1  K  +  5  S 

9 

17 

23 

ISC  (1:0)4-35 

no 

ai3 

340 

SaDdcement  + 

1    -  (I  :  3)  +  1  - 

109 

Sfrandsnnd 

1    -     <!o.    +  2  - 

1    -     do.    +  5  - 

60 

84 
47 

95 

96 

U 

1    -     do.    +  6  • 

25 

29 

35 

43 

3> 

1    -  (1  : 8)  +  2  - 

B8 

32 

34 

49 

64 

1    ■(l:12)  +  l  - 

9 

25 

52 

43 
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Bach  bestemte  stadig  baade  de  blivende  og  de  elastiske 
Drkortelser;  Arbejdsliniernes  Udseende  er  ganske  som  i  Fig.  139 
5 140,  PL  15,  vist  for  Cementmørtel,  Prøvestykkerne  vare  (lige- 
>m  for  Mørtlen)  Cylindre  med  25®"-  Diameter,  1"-  Højde,  75*'™- 
aalelængde.  I  nedenstaaende  Tabel  er  anført  Konstanterne 
og  /(3  i  Ligningen  for  den  parabolske  Arbejdslinie,  gældende 
ellem  Spændingerne  O  og  40  kg. /cm.*: 

02  =  10^(ae  —  ff€% 

r  Beton  af  Donausand  og  Donaukies;  endvidere  er  anført 
•udgrænsen  for  det  Prøvestykke,  paa  hvilket  Elasticitets- 
aalingerne  ere  foretagne  (for  hvilket  h  =  4rf): 


Blanding 
C  -f  DS  -h  DX 

Alder 

a 
kg./cm.^ 

1^ 
kg./cm.^ 

Bc 

(h  —  id) 

kg./cm.* 

1 : 2^  :  5 
1:3     : 6 
1  :4    :8 
1:5    :10 

86  Dage 
105      - 
108      - 
142      - 

2,113 
2,018 
1,580 
1,575 

1643 

1430 

746 

1160 

105 

119 

95 

79 

Forøvrigt  ere  Hovedresultaterne  af  Bach' s  Forsøg  med  Beton 
minenstillede  i  Tabellen  øverst  paa  næste  Side.  Ec  betegner 
asticitetskoefficienten  for  Tryk,  beregnet  som  Retningskoefii- 
;nt  for  Korden  fra  Begyndelsespunktet  til  det  første  maalte 
mkt  af  Arbejdslinien,  hvilket  ligger  ved  ca.  8  kg. /cm.*;  Bc  er 
udgrænsen  for  Tryk,  funden  ved  andre  Prøvestykker  (med 
=  /i  =  25^^')  end  dem,  paa  hvilke  Elasticitetsmaalingerne 
-etoges;  baade  Ec  og  Bc  ere  Middeltal  af  3  Forsøg.  Prøve- 
/^kkernes  Alder  var  3 — 4^  Maaned. 

Forsøg  over  Betons  Styrke  og  Elasticitet  foretoges  ogsaa  af 
n  østrigske  Ingeniør-  og  Arkitektforenings  Hvælvingsudvalg*). 
»sultaterne  ere  sammenstillede  i  nedenstaaende  Tabel  (nederst 
este  Side),  hvor  Bt  betegner  Brudgrænsen  for  Træk,  Bc  Brud- 
ænsen   for  Tryk,   funden  ved  Tærninger  med  ca.  10°™-  Side- 


♦)  Bericht  des  Gewolbe-Ausschusses,  Wien  1895,  S.  41. 


Blanding 

Ec 

Bc 

kfr/em.' 

kg./cm.' 

lC  +  3    DS 

232000 

172 

1  -  +  4s  - 

1  -  +iIes  +  sks 

159000 

128 

267 

1-  +I5   -    +3 DK 

229 

1  -  +  2      .    +  4  J£S 

238 

1  .  +  2      .    +iDK 

204 

1  -  +2^  DS +  6  DK 

221000 

136 

1  ■  +  2  i    .    +5  ES 

173 

1  -  +  2j  £S  +  5   ■ 

329000 

1  -  +  3    DS  +  6  Dfi 

211000 

123 

1  -  +  3    £S  +  6  KS 

,    2ie 

1  7  +  3   DS  +6KS 

271000 

1  -  -L  3^  DS  +  7  DK 

1T5000 

115 

1  -  +  3i   -    +  7  KS 

252000 

189 

1  -  H   4      -    +  8  DK 

162000 

96 

1  -  +  4    ES  -H  8  KS 

164 

1  -  +  4    DS  +  8  £S 

233000 

1-  4-4iDS+9DK 

166000 

114 

1  -  +  4i  ES  +  9  KS 

218000 

181 

1  -  +  5   DS  +  10  DK 

156000 

88 

1  -  +  5    £S  +  10  KS 

239000 

129 

inie,   Bc"  den  Tryk-Brudgrænse,   der  fandtes  ved  de  Prisi 
med  hvilke  Elasticitetsmaalingeme  foretoges,    og  hvis  Dit 
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et  svagere  Materiale  som  f.  Ex.  svagt  brændte  Mursten  o.  L 
-  Efter  en  Del  Forsøg  i  det  Chalmerske  Institut  i  Goteborg  *) 
nes  det,  som  man  for  Beton  af  Sammensætningerne  1:3:5, 
4:6  og  1:5:7  kan  antage,  at  Tryk-Brudgrænsen  er  ca.  §  af 
n  for  Mørtlen  (1  : 3,  1 : 4,  1  :  5),  og  højere  tør  man  vel  i  Reglen 
ie  regne.   Den  tilladelige  Fiberpaavirkning  omtales  nedenfor. 

3.  Murværk.  Angaaende  Elasticiteten  af  Murværk  fore-^ 
ger  der  kun  faa  Forsøg.  Bauschinger  har  til  forskellig  »Tid 
etaget  enkelte  saadanne  Maalinger,  af  hvilke  her  skal  nævnes 
gie  fra  1888**),  der  anstilledes  paa  Foranledning  af  Leibbrand^ 
øvestykkerne  vare  dannede  af  to  Prismer  af  broget  Sandsten,. 

12  .  14*^",  med  en  2®™-  tyk  Fuge  imellem  af  Portland-Cement- 
3irtel  1:2;  deres  hele  Højde  var  30*^™,  Maalelængden  ved 
asticitetsforsøgene  (Tryk)  16*^"-.  Tillige  foretoges  der  Tryk- 
asticitetsmaalinger  med  Prismer  af  Stenen  alene  og  af  Mørtlen 
ine,  og  baade  Murværket  og  Mørtlen  prøvedes  dels  4  Uger,^ 
Is  8  Uger  gammel.  Det  viste  sig,  at  Arbejdslinien  for  Mur- 
irket  saa  nær  fulgte  den  for  Stenen  alene,  at  man  meget 
dt  ganske  kunde  se  bort  fra  Mørtelfugen,  og  det  uagtet  der 
r  en  ganske  betydelig  Forskel  paa  Stenenes  og  Mørtlens 
asticitet.  For  Murværk  af  hugne  Sten  kan  man  derfor 
ndsynligvis  nøjagtigt  nok  regne  med  den  for  Stenene  alene 
istemte  Elasticitetskoefflcient  (Arbejdslinie),  hvad  jo  ogsaa  er 
iturligt  nok,  da  Fugernes  Tykkelse  her  kun  betyder  lidt  i 
erhold  til  Stenenes.  —  Derimod  spille  Fugerne  en  større 
3lle  i  Murværk  af  brændte  Sten,  og  det  synes,  som  om  man 
ir  ligefrem  kan  regne  sig  til  Elasticitetskoefficienten  for  Mur- 
erket,  naar  man  kender  Elasticitetskoefficienterne  for  Mur- 
enene  og  Mørtlen.  Til  Illustration  heraf  skulle  vi  anføre 
3gle    Forsøg    i    Watertown    Arsenal***)    med    21    Maaneder 


*)  ^HåUfasthetsprof  å  svenska  materialier^,  S.  78 — 79. 

•*)  Se  Zeitschr.  fur  Arch.-  u.  Ing.-wesen,  189&.  S.  50;  ogsaa  Leihhrand: 
Gewolbte  Brucken  {Fortschritte  der  Ingenieurwissenschaften ,  2te  Gruppe, 
7.  Heft)  Leipzig  1897.  S.  4—5. 

•*)  ^Report  of  tests  at  Watertown  arsenah  1885,  S.  1138  o.  f.  og  1886, 
S.  1691  o.  f.  Es  findes  1885,  S.  1159,  Nr.  475—77;  Maalingerne  for  Ec 
findes  1886,  S.  1693—94;  de  her  benyttede  Murpiller  1886,  S.  1708—09 
og  1717 — 18.  De  absolute  Talværdier  have  i  Virkeligheden  ingen  Interesse, 
da  Materialerne  ere  temmelig  forskellige  fra  vore ;  Mørtlen  har  saaledes 
kun  en  Brudgrænse  (i  Tærningform)  af  10—11  kg./cm.^  hvorimod 
Stenenes  Brudgrænse  (i  Prismer  med  h  >  2b)  er  ca.  750  kg. /cm.^. 


gamle  murede  Filler  af  liii:)r(lt  brændte  Sten;  Pillernes  Tw 
snit  varierede  nielleiii  20 .  20'^"'  og  41) .  U)"";  Højden  meit 
0,6"  og  3,8"-;  Mørtlen  var  1  Rosendale  Cement  +  2  Sa 
Fugerne  6,4—7*""  tykke.  Naar  vi  holde  os  til  de  1, 
høje  Piller,  for  hvilke  Maalingerne  siges  at  være  mest  p 
lideligCf  lindes  der  18  Fuger  S  ea.  I""-,  altsaa  udgøres  /, 
Højden  af  Fugerne.  Naar  Elasticitetskoefficienten  for  Stenen 
kaldes  E,,  for  Cementmørtlen  fi,.  og  for  Murværket  K, 
man  derfor  have: 


=  "?  + 


0,1 
E.  "'"   E, 


Der  er  nu  just  ikke  Proportionalitet  mellem  Spændinge 
og  Formforandringer,  men  naar  man  beregner  GennemsniU 
■værdier  af  E  for  de  lavere  Spændinger,  lindes  følgende  Ti 
(i  kg. /cm.'): 


E, 

Ec 

E™ 

2G40Q0 
350000 
323000 

92DO 
11000 
11600 

80000 
45000 
85000 

76000 

Middel:   312000 

10600 

71500 

Og  naar  man  af  Middelværdierne  af  E,  og  E^  beregner  K,  i 
efter  Formlen  ovenfor,  kommer  man  til:  E„  =  SKHHI, 
Skønt  dette  Resultal,  at  man  saalodes  med  tilstrækkelig  Nej- 
agtighed  kan  regne  sig  til  £,„,  syne.s  ovcrmaade  naturligt,  er 
det  dog  ikke  nogen  logisk  Nødvendighed;  man  ved  nemlil 
ikke  paa  Forhaand,  om  Forkortelsen  pr.  Længdeenhed  aftn 
tynd  Mørtelfuge  er  den  samme  som  af  et  Mørtelprisme  med 
større  Højde,  idet  nemhg  Udvidelsen  paa  tværs  er  delvis  hindret 
i  Fugen. 

Større  Betydning  end  disse  Elasticitetsmaalinger  for  Mur 
værk  have  Undersøgelser  angaaende  Styrken.  En  Konstruktion, 
4er  som  Murværk  bestaar  af  to  i  Almindelighed  ulige  stærke 
Materialer,   kan   naturligvis   ikke   taale   mere  end  det  svagesif 
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t  disse,  men  hvis  det  er  Mørtlen,  der  er  svagest,  maa  det 
rindres,  at  Brudgrænsen  for  Tryk  voxer  meget  stærkt  med 
Ragende  Højde  af  Prøvestykket,  som  vist  i  §  51.  Under- 
jgelserne  i  denne  §  kunne  dog  ikke  umiddelbart  overføres 
aa  Mørtelfuger,  saa  der  behøves  særlige  Forsøg  med  Murværk, 
'i  skulle  nu  meddele  noget  om  saadanne  Forsøg. 

De  ovenfor  omtalte  Undersøgelser,  som  Leibbrand  lod  an- 
dlle  i  Munchen  (Bauschinger),  fortsattes  lige  til  Brud  og  gav 
algende  Værdier  af  Brudgrænsen: 

Stenene  alene  (Sandsten)  631 — 653  kg. /cm.*. 

Mørtelprismerne  (1  C  +  2  S.),  4  Uger  . . .  217-250       — 

do.  ,  8      »     ...  240  — 

Murværket  (2  «»»•  Fuge)         ,4      »     ...  340—389       — 

—  ,  8      »      . . .  381—435        — 

Murværket  er  altsaa  i  Besiddelse  af  betydelig  større  Styrke 
id  Mørtlen,  naar  den  prøves  paa  almindelig  Maade  i  Tær- 
ng-  eller  Prismeform ;  dette  ses  endnu  tydeligere  af  følgende 
^rsøgsrække*),  der  anstilledes  under  Bygningen  af  Kjøben- 
ivns  Frihavn,  og  hvor  der  anvendtes  langt  svagere  Mørtel 
id  ovenfor.  To  halve  Mursten  (Klinker)  sammenmuredes 
ed  en  ca.  1  *'"•  tyk  Mørtelfuge  af  højst  forskellig  Beskaflfen- 
id  (angaaende  Mørtlens  Styrke,  prøvet  i  Tærningform,  vil  man 
xde  tilstrækkelige  Oplysninger  i  Tabellen  S.  300),  og  Prøverne 
retoges  ca.  VI2  Maaned  senere.  I  Tabellen  (øverst  næste  Side) 
ityder  C  ren  Cement,  S  Sand,  SC  Sandcement,  Km,  Kalkmørtel 
laskinmørtel,  omtrent  lK-{-5S);  Brudgrænsen  er  angivet  i 
?.^cm.*;  hvorTallet  ersatiParenthes,  knustes  Stenene  før  Mørtlen. 

Nogle  Oplysninger  om  Fugetykkelsens  Indflydelse  faas  af 
►Igende  Forsøg  af  Toartoy**).  Han  experimenterede  dels  med^ 
Slags  Kalksten  af  forskellig  Styrke,  dels  med  Mursten, 
[ørtlen  var  enten  Cementmørtel  eller  hydraulisk  Kalk,  begge 
aitrent  i  Forholdet  1  : 3  efter  Vægt,  Fugetykkelsen  for  Ce- 
lentmørtlen  5,  10  eller  15™-™,  for  Kalkmørtlen  10"*- "• 

Prøvestykkerne  vare  Tærninger  med  10°"  Sidelinie,  for 
[urklodsernes  Vedkommende  dannede  af  to  saadanne  halve 


*)  Velvilligst  meddelt  af  Havnebygmester  H.  C.  V.  Moller,    Prøverne    ud- 
førte af  Ing.  iV.  P.  Nielsen. 

**)  Annales  des  ponts  et  chaussées,  1885,  II,  S.  582. 

A.  Ostenfeld:  Teknisk  Elasticitetslære.  ^^i*^ 


Forseg 

BrudgrtPnse 
Max.     Mio. 

Mlddcl-BM 
Stea|F*|, 

Bastardnmrte] 

IC+lKm                  6 
lC+5    -                  10 
lC  +  7i.                      9 
IC  +  10-                     10 

(297) 
(3M) 
(331) 
309 

(183) 
(183) 
(197) 
189 

Hi 

281 
2B5 

Hl 

SCd-.d)                         9 

.   (1:12)                        7 

312 
191 

140 
80 

II 

Maakinblandet 

Smidcemeiit-         •'. 
mertcl 

1SC(1;3)  +  1S         10 
1    -  (1  :  3)  4-  2  S            8 

1    -  (1 : 8)  +  ai  S          6 
1    -  (1  :  8)  -h  2i  S          7 

283 

au 

180 
191 

183 
134 

117 
114 

1» 

tn 

i» 

Haandblondet            J 
Sandcementmørlel  1 

1SC(I:3)  +  1S          10 
1SC(1:3)  +  2S           8 

272 
343 

166 
143 

»1 

Bastardmortel    af 
SaiidcemeDt   og    , 
F(alkm»rlel            1 

lSCCli3>+3«:m,       9 
1  SC(l:3}+5KmJ     10 

338 
214 

194 

97 

Vil 
1« 

^M 
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en  betyder,  at  Brudgrænsen  ligger  højere  end  det  angivne 
.  Af  disse  Forsøg  ses,  at  Brudgrænsen, .  som  rimeligt  er, 
ger  med  voxende  Fugetykkelse;  endvidere  at  Styrken  kun 
ige  Grad  afhænger  af  Mørtlens  absolute  Styrke  i  Tærning- 
q;  skønt  Kalkmørtlens  Styrke  ikke  en  Gang  er  ^  af  Ce- 
itmørtlens,  have  dog  Murklodserne  med  Kalkfuger  mindst 
saa  høj  Brudgrænse  som  de  med  10  "*™-  Cementfuger. 
Vi  skulle  endnu  meddele  de  Resultater  angaaende  Brud- 
nsen,  som  fandtes  ved  de  ovenfor  nævnte  amerikanske 
søg  (i  Watertown),  da  de  paa  Grund  af  Prøvestykkernes 
relse  —  hele  Murpiller  i  Stedet  for  blot  en  Murklods  med 
Fuge  —  give  et  væsentligt  Bidrag  til  Belysning  af  Spørgs- 
ilet  om  Styrken  af  Murværk.  Mørtlens  Styrke  var,  som 
tifor  nævnt,  kun  10 — 11  kg.  cm.^,  Stenenes  Brudgrænse  var 
i  Middeltal  750  kg./cm.^,  og  varierede  mellem  500  og  1100 
cm.*,  naar  de  prøvedes  i  Form  af  Prismer  med  Grund- 
e  5,5X8°"-  og  med  Højde  19°".  Der  fandtes  (i  kg. /cm. ^ 
i  Middeltal  af  to  Forsøg)  for  21  Maaneder  gamle  Mur- 
3r: 


Murpillens  Tværsnit 

20  cm-.  20  cm- 

30  cm. .  30  cm. 

0,6™- 

193 

168 

1,2- 

130 

128 

Murpillens 
Højde 

1,8- 

168 

117 

2,4- 

110 

108 

3,0  - 

117 

95 

- 

1       3,8  - 

109 

Der  ses  af  disse  Tal  en  kendelig  Aftagen  af  Styrken  med 
ende  Højde  af  Pillen,  altsaa  et  lignende  Forhold  for  Mur- 
k,  som  vi  senere  skulle  komme  nærmere  ind  paa  for  Træ 
lærn  (Søjler). 

Skønt  vi  hidtil  have  talt  alene  om  Styrken  overfor  Tryk, 
der  dog  blive  Spørgsmaal  om  Styrken  af  Murværk  ogsaa 
rfor  andre  Paavirkninger,  navnlig  Forskydning  langs  Fu- 
le  (f.  Ex.  i  Pillerne  for  en  hvælvet  Bro  o.  1.)  og  Træk 
celret  paa  Fugerne  (i  en  Hvælving  eller  en  excentrisk  paa- 
:et   Pille).       Det    vil   i   Almindelighed   være    Størrelsen    af 


§  55. 


308 


Mørtlens  Adhæsion  til  Slenene,  der  sætter  en  Grænse  for,  hvad 
Murværket  kan  taale  af  den  Slags  Paa virkninger.  Der  fore- 
ligger kun  faa  Forsøgsresultater,  der  give  Oplysning  herom. 
Bauschinger  hav  været  inde  paa  Spørgsniaalet  ved  nugie  af 
sine  første  Forsøg*]  (1873);  for  ren  Portland-Cementmørtel  filer 
Cenientniortel  med  1,  IJ,  2  eller  3  Sand,  6 — 8  V^er  gammel, 
fandt  han  Modstanden  mod  Træk  vinkelret  paa  Mørtelfugen 
varierende  mellem  1,3  og  5,3  kg./cm.',  mod  Forskydning  langs 
Fugen  mellem  3,9  og  10,7  kg./cm.  "(ved  en  enkelt  Prøve  dog 
19,5);  der  er  tilsyneladende  ikke  nogen  væsentlig  Forskel  \yii 
de  nævnte  forskellige  Mørtclhlandinger,  derimod  gav  en  om- 
hyggelig Afhørstning  af  Stenene  inden  Formuringen  afgjort 
noget  større  Styrke  end  ellere  (for  Træk  er  den  laveste  Værdi 
i  saa  Fald  2,1,  for  Forskydning  4,7  kg./cm.').  Bruddet  fo^^ 
gik  i  Almindelighed  derved,  at  Mørtlen  løsnede  sig  fra  Stenene, 
saa  det  var  Adhæsionen,  der  maalles.  For  almindelig  Kalk- 
mørtel fandtes  Modstanden  mod  Træk  lig  0,5  kg./cm.*  vedet 
enkelt  Forsøg;  det  var  ligeledes  her  Adhæsionen,  der  maaltes, 

Johnson  **)  angiver  Adhæsionen  af  Ccmentmartel  til  Over- 
fladen af  Mursten  for  3 — 6  Maaneder  gamle  Prøver  til  2—4 
kg/cm.*  for  Mørtelblandingerne  1:3^1:0. 

Den  tilladelige  Fiber paavirkning  for  Murværk.  Grundene 
til,  at  man  maa  indføre  en  Sikkerhedskoeffieient,  ere  her  for 
saa  vidt  ganske  de  samme  som  de  i  §  48  nævnte,  hvor  Talen 
var  om  Jærn;  men  her  skal  Sikkerhedskoefficienten  dække 
over  langt  mere.  Her  er  det  navnlig  det  utilstrækkelige  Kend- 
skab til  det  anvendte  Materiale  og  Mangler  ved  Arbejdets  Ud- 
førelse, der  træde  i  Forgrunden.  Af  de  anførte  Forsøgsresul- 
tater fremgaar  det  tilstrækkeligt,  hvor  variable  Materialkon- 
stanterne  her  ere,  og  det  er  noksom  bekendt,  hvor  meget  Fu- 
gernes Fyldning,  Betons  Komprimering  ved  Stampning  o.  s,  fr 
som  oftest  lader  tilbage  at  ønske,  I  Almindelighed  —  d.  v.  s- 
naar  man  ikke  kan  anstille  Forsøg  med  det  anvendte  Mate- 
riale, men  maa  nøjes  med  Erfaringer  fra  andre  lignende  Til- 
fælde, og  naar  man  ikke  kan  kontrollere  Arbejdets  Udførelse 
særlig    nøjagtigt  —  maa    man    derfor    dække  sig   ved  Brug  af 


•)  mttheilungen,    Heft  I,    Mitth.  I   og  11.     TaMei: 
Mitth.  II,  Tab.  111  og  VI. 

*')  Malerinis  of  conslruction,  S.  600—01. 


avnlig   tagne  fr» 
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en  rigelig  stor  Sikkerhedsgrad;  men  i  specielle  Tilfælde,  hvor 
man  er  i  det  heldige  Tilfælde  at  kunne  undersøge  sit  Bygge- 
materiale omhyggeligt  og  vil  ofre  noget  paa  Arbeidets  Ud- 
førelse, kan  det  derimod  være  overmaade  forsvariigt  at  tillade 
større  Paavirkninger ;  ved  de  spinklere  Dimensioner,  man  der- 
ved kommer  lil,  faar  man  ofte  rigelig  Dækning  for  Udgifterne 
til  Forsøg  m.  m.  Fra  den  nyeste  Tid,  hvor  Materialunder- 
søgelserne  ere  komne  mere  og  mere  i  Brug,  vil  man  derfor 
finde  ikke  faa  Exempler  paa  ualmindelig  høje  Fiberpaavirk- 
ninger,  saaledes*)  ved  flere  af  de  af  Leibbrand  byggede  hvæl- 
vede Broer  i  Wurtemberg;  i  Broen  over  Donau  ved  Munder- 
kingen  —  Betonhvælvinger  —  er  der  f.  Ex.  regnet  38  kg. /cm.*, 
ved  nogle  hvælvede  Broer  af  Brudstensmurværk  (broget  Sand- 
sten) i  Murgthal  ved  Baiersbronn  endogsaa  56  kg. /cm.*,  hvilket 
svarer  til  |  af  den  ved  Forsøgene  (de  ovenfor  refererede  Leib- 
brand-Bauschinger'ske)  med  Murklodser  fundne  Brudbelast- 
ning. 

Den  sædvanlig  anvendte  Sikkerhedskoefficient  er  10 — 20, 
og  herved  faar  man  følgende  tilladelige  Paavirkninger  for 
Tryk : 


kg/cm. ^ 

"BID" 

Cementmørtel,  1  : 3  i  Monierkonstruktioner 

30 

400 

Beton,  1:3:6,  Granitskærver 

15—25 

200-350 

do.     1:4:8,              do. 

10—20 

135—270 

do.     1:4:8,  Mursten sskærver 

7—11 

100—150 

Mui'værk  af  Granitkvadere  i  Cementmørtel 

30—40 

400-550 

do.        af  kløvede  Granitsten  i  Cementmørtel 

15—25 

200  -  350 

do.        af  Kalk-  eller  Sandsten,          do. 

15—25 

200-350 

do.        af  Klinker  i  Cementmørtel 

12—15 

160-200 

do.        af  alm.  Mursten  i     do. 

10—12 

130—160 

do.       al            do.           i  Kalkmørtel 

7 

95 

For  Cementmørtel  og  god  Beton  kan  man  tillade  1 — 3 
kg./cm.^  til  Træk,  for  Murværk  kan  man  paa  Grund  af  den 
ringe  Adhæsion  mellem  Mørtel  og  Sten  slet  ikke  regne  Træk- 
spændinger som  tilladelige. 


♦)  Se  Zeitschr.  fur  Arch.  u.  Ing.-wesen,  1896,  S.  50. 
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%  5(i.  Moniertija'lkers  Beregning.  Som  beketidtlifr  V  I 
staar  Byggematerialet  rMonier™  af  en  Belonstøbning  (sædvanlij  '^ 
af  Cementmørtel  1  : 3)  med  et  eller  to  indlagte  Jsernntt 
kunne  her  ikke  komme  ind  paa  Beregningen  af  alle  de  fot-  ^mi 
skellige  specielle  Former,  livori  Kombinationen  af  Jæm  ^  ^It 
Cementmørtel  efterhaanden  er  bleven  udført  —  Melan.  HiSit 
,  fl.,  —  og  forudsætte  derfor  her  alene  den  oprindelige  Kut 
Btruktion,  hvor  Jærnnettet  dannes  af  Rundjærn  og  lægges  lil  1"6 
ude  ved  Overfladen.  Endvidere  tænke  vi  her  kun  paa  Bjælk«, 
der  ere  paavirkede  til  ren  Bøjning.  Der  anvendes  t  saa  FsU 
kun  ét  Jærnnet,  som  lægges  i  den  strakte  Side  og  bestaarif 
Rimdjærnssta-nger     paalangs     i     5— lO'^"'  Afstaiul 

Bærestængerne  ^-  og  3  — lO""'-  Fordelingsstænger  pa^ 
tværs,  i  5 — IS""'  Afstand;  e  sidste  indgaa  ikke  i  Hertj 
ningen. 

Hvorledes  Beregningen  principielt  skal  gennemføres,  tren- 
gaar  tilstrækkeligt  af  §  52.  Tværsnittet  forudsættes  plant  ogsu 
efter  Bøjningen,  Fibrenes  Forlængelser  og  Forkortelser  altsM 
proportionale  med  Afstandene  fra  den  neutrale  Axe.  Naar 
man  saa  kender  Arhejdslinien  for  Cementmørtlen  og  .lænwts 
Elasticitetskoefficient,  kunne  ogsaa  Spændingerne  i  ile  fe- 
skellige  Punkter  udtrykkes  som  Funktioner  af  Afstandene  fa 
den  neutrale  Axe,  og  dernæst  lindes  Axens  Beliggenhed  % 
Spændingernes  absolute  Størrelser  ved  de  to  Ligevæglslw 
tingeiser  mellem  de  indre  Kræfter  i  et  Tværsnit  og  de  ydre 
Kræfter  paa  den  ene  Side  af  Tværsnittet :  Summen  af  Kraf- 
ternes  Projektioner  paa  og  Momenter  med  Hensyn  til  Bjælken 
Axe  lig  Nul. 

Som  vi  have  set  i  §  52,  blive  disse  Beregninger  dog  saa 
komplicerede,  —  og  her  gælder  dette  endnu  mere,  fordi  Jærnel 
kommer  til,  —  at  Methoden  ikke  bliver  (praktisk  anvendelig. 
saa  længe  man  ikke  kender  Cementmørtlens  Arbejdslinie 
nok  til  en  Gang  for  alle  at  beregne  en  Tabel  til  Bestemmelse 
af  den  neutrale  Axes  Beliggenhed.  Indtil  delte  en  Gang  bliver 
muligt,  ville  vi  derfor  nøjes  med  følgende  Tilnærmelse*) 
Cementmørtlens  Arbejdslinie  for  Tryk  antages  retlinet,  med 
Elasticitetskoeflicient  E,.  =  250000  kg./em.^  for  Træk  regn« 
med   samme   rette   Linie    op  til  Spændingen    so  ^  8  kg./( 
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for  højere  Spændinger  benyttes  en  anden  ret  Linie,  for 
Uken  Ec  =  70000  kg./cm.^.  Normalspændingerne  i  Tvær- 
iltet  blive  da  fremstillede  som  Ordinater  til  en  brækket 
nie,  som  vist  i  Fig.  144,  PI.  16.  Ved  at  indlægge  den  saa- 
ies  definerede  Arbejdslinie  i  Fig.  140,  PI.  15,  og  142,  PI.  16, 
L  man  se,  at  de  herved  bestemte  Spændinger  ikke  afvige 
eget  fra  Virkeligheden,  for  Trækspændingernes  Vedkommende 
>g'kun  saa  længe  de  ikke  komme  op  over  15 — 16  kg./ cm.*. 

Der  indføres  følgende  Betegnelser  (sammenlign  Fig.  144): 
c    =  Cementmørtlens  Elasticitetskoefficient  for  Tryk  og  lige- 
ledes for  Træk  op  til  Spændingen  5o(=  8  kg. /cm.*), 
c   =  Cementmørtlens     Elasticitetskoefficient     for    Træk    for 

større  Spændinger  end  5o, 
i    =  Jærnets  Elasticitetskoefficient, 

=  Bjælkens  Højde  i  cm.;  Bredden  er  1*^°^, 

=  (p  .  h  =^  Jærntværsnittet  pr.  1^'"   Bredde, 

=  a  .  /i  =  Afstanden    fra    Jærntværsnittets'  Midtpunkt   til 
Bjælkens  Underkant, 

=  71 .  /i  =  den  neutrale  Axes  Afstand  fra  Bjælkens  Over- 
kant. 

=  største  Trykspænding  i  Cementmørtlen, 

=  største  Trækspænding  i  — 

=  Spændingen  i  Jærnet. 

Betegnes  endvidere  Forlængelsen  pr.  Længdeenhed  i  de 
)rskellige  Punkter  ved  €g,  €t,  f,o  og  €r,  har  man,  da  Tvær- 
littet  antages  at  holde  sig  plant: 

=  A: .  æ,     €s^  =  k  .  Xo,    €t  =  k(h  —  x),    e^.  =^  k(h  —  x  —  a), 
y  dernæst: 

/  =  Ec .  «8o  +  ^c'  (^t  —  eso)  =  k  [Ec  Xo  -\-Ec'[h  —  x  —  x^)], 
iToraf  endelig: 

5_  Sq      t r 

qX         Ec.Xo         Ec  Xo  -{-  Ec  [h  —  X  —  Xq)         Ef  {h  —  X  —  a) 

Idet  nu  Summen  af  de  indre  Normalkræfter  i  Tværsnittet 


skal    være    Nul,   faar 
Axe: 
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culnltl 


4  -  j:;.  s  =  \xo.so-'r  °  ^    (/?  —  x — Xn)  -\-  F.r. 
og  naar  f,  r  og  Xa  elimineres  ved  Relationerne  ovenfor: 

-[(■-|)4?^l+4|--('-§>^+^ 


-[s-lj'sfi'  +  lftC-«)!-  0.            » 

Indføres 

heri  Talværdierne: 

E,  - 

.  250000,     E;  —  70000,     E,  —  2000000, 

iUtsaa 

1  =  '■^-   1  -  «. 

02  endvidere 

.r  =  Ji/i,     F  =  ^h,  a  =  ah. 

faar  man: 
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Ei    h-^x^a        8s,.  X 

'•  =  £/ S -[1-n-a), 


1  Ligning  (10)  bliver: 


(12), 


n  ^ 


n  —  oA . 


(10  a). 


e  de  første  Led  indenfor  Parenthesen  ere  foruden  af  n 
længige  af  Forholdet  — ,  derimod  uafliængige  af  (p  og 
for  Ligningen  kan  skrives: 


M  =  s/i2  [S  +  8-2- (1  —  n  —  a)2] 


(10  b). 


(9  a)  og  (10  b)    skulle  n  og  5  bestemmes,    men  Lignin- 
iideholde  desuden  Størrelserne  ep  og  a.     Disse  Størrelser 
'or  Monierkonstruktioner  overhovedet  (ogsaa  Hvælvinger) 
at  ligge  mellem  Grænserne 

0,02  >  9  >  O, 

0,2    >a>0,05. 


i 

1 
1 

30            ';           25 

.1 

20 

15 

n      '       S 

n 

S 

n 

S 

n 

S 

0,422 

0,133 

0,435 

0,137 

1 

0,451 

0,143 

0,473 

0,152 

)05  , 

0,450 

0,130 
0,129 

0,461 

0,134 

1 

0,476 

0,141 

0,495 

0,150 

)1 

0,475 

0,484 

0,133 

0,498 

0,140 

0,513 

0,149 

)15 

0,496 

0,129 

0,504 

1 

0,134 

0,516 

0,140 

0,529 

0,149 

)2     ' 

0.514 

1      ' 

0,130 

0,521 

1 

1 

0,135 

0,531 

0,141 

1 

1 
1 

0,543 

0,149 

s  56.  314 

Idet  nu  a's  Indflydelse  paa  n  er  temmelig  forsvindendt 
foranstaaende  Tabel  beregnet,  idet  a  er  holdt  konstant  [a  - 
en  omtrentlig  Middelværdi). 

Af  {9  a)  ses,  at  a  vil  have  størst  Indflydelse  paa  n, 
<p  har  sin  største  Værdi;  et  Begreb  om,  hvor  stor  denne 
ning  højst  kan  blive,  faar  man  derfor  ved  følgende  Væ 
af  n,  der  ere  beregnede  for  y  —  0,02 ; 


0,499 
0,528 


0,531 
0,555 


naar  man  sammenligner  med  Tallene  i  sidste  Linie  i 
bellen  ovenfor,  ses  disse  Værdier  højst  at  afvige  0,014  ti 
bellens  Middelværdier. 

Vi  skulle  nedenfor  vise,  hvorledes  y  bestemmes.  N 
og  den  tilladelige  Trykpaavirkning  {s)  for  Betonen  kendi 
stemmer  man  Bjælkens  (Betonens)  Dimensioner  ved  i  Ts 
at  finde  det  tilsvarende  /i  og  S  og  indføre  disse  Væi 
(lOh),  af  hvilken  Ligning  h  saa  kan  beregnes;  og  d 
findes  r  og  /  af  (11)  og  12). 

For   Bjælker,    der  kun  paavirkes  til  ren  Bøjning,  b 
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i  mellem  Grænserne  0,015  og  0,059;  Middeltallet  herimellem 
^037,  hvorved  faas: 

M  =  lsh\  (10  d), 

>ri  s  sættes  =  30  kg./cm.^  Denne  Ligning  er  den  samme 
1  den,  man  vilde  faa,  hvis  man  saa  bort  fra  Jærnet,  forud- 
:e  Hooke's  Lov  gældende  og  altsaa  regnede  den  neutrale 
*  liggende  i  Midten. 

/  og  r  skulle  jo  findes  af  (11)  og  (12);  vil  man  ogsaa  her 
es  med  en  Tilnærmelse,  kan  man  indføre  den  omtrentlige 
Tdi  n  =  ^,  hvorved  faas  (so  =  8): 

/  =  5,8  +  0,28.5,  (11a). 

r  =  8s(l— 2a).  (12  a). 

X 

For  s  =  30  og  Middelværdien  a  =»  ^  faas:  /  =  14,2, 
=  180;  naar  altsaa  Jærnindlæget  holder  sig  indenfor  de 
Ivanlige  Grænser,  kan  man  ikke  faa  Jærnet  nær  saa  stærkt 
ivirket  som  tilladeligt,  og  man  kan  ikke  undgaa  at  faa  en 
ekspænding  i  Cementmørtlen  paa  c.  14  kg.  /cm.^.  Dette 
som  det  ogsaa  fremgaar  af  forrige  §,  naturligvis  langt  mere, 
I  man  ellers  tillader;  Grunden  til,  at  man  her  tør  gaa  saa 
t  op,  maa  søges  i,  at  Sikkerheden  ikke  er  udtømt,  selv  om 
nentmørtlen  ogsaa  skulde  revne  paa  Træksiden.  For  det 
»te  kan  man  nok  gaa  ud  fra,  at  /  først  naar  Brudgrænsen, 
ir  Momentet  er  voxet  til  mindst  det  dobbelte  —  t  voxer  jo 
e  proportionalt  med  Momentet  — ;  og  dernæst  er  Bjælken 
Inu  stabil,  naar  Betonen  er  revnet,  idet  Jærnet  da  optager 
ekspændingerne. 

Ved  den  sidste  Betragtning  faar  man  et  Middel  til  at  be- 
nme  Dimensionerne  af  Jærnnettet.  Hvis  man  nemlig  an- 
er, at  Betonen  er  revnet  paa  Træksiden,  og  for  Simpelheds 
f^ld,  at  den  er  revnet  helt  op  til  den  neutrale  Axe,  saa  har 
n  en  Bjælke,  i  hvilken  Trykspændingerne  optages  af  Be- 
en  over  den  neutrale  Axe,  Trækspændingerne  alene  af 
met;  selvfølgelig  ligger  den  neutrale  Axe  ikke  paa  samme 
d  nu  som  ovenfor,  hvor  Betonen  regnedes  med  til  at  optage 
ekspændingerne.  Jærntværsnittets  Størrelse  bør  nu  be- 
tnmes  saaledes,  at  Tryk-Brudgrænsen  for  Betonen  og  Træk- 
idgrænsen  for  Jærnet  naas  samtidig. 
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Kaldes  største  Trykspænding  i  Betonen  s",  Tnekspi 
dingen  i  Jæmet  r'  og  den  neutrale  Axes  Afstand  fra  Bjælb 
Overkant  x',  har  man  nu  til  Bestemmelse  af  x',  at  Sumi 
af  Normalkræfterne  i  Tværsnittet  skal  være  Nul    altsaa; 


'  =  F .  r'  =  (ph  .  r', 


hvor 


EcX'  Ei(b  —  x'~a)'  ■  a 

ved  Indsættelse  af  r"s  Værdi  faas : 

x"  -i-  ley/ix-  —  16y/r"  {!—«)  =  O, 


'•W 


1  + 


-1 


Naar  man  vil  have,  at  s'  og  r'  skulle  forholde  sig  til 
anden  ligesom  de  respektive  Brudgrænser,  for  hvilket  For 

der  foreløbig  indføres  Betegnelsen  — ,    har  man: 
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ånding  faar  Jærnet,  des  mere  Nytte  gør  det  altsaa;  man 
.ger  altsaa  a  saa  lille  som  muligt.  Endvidere  maa  det 
:i.dres,  at  Ligning  (16)  kun  gaar  ud  paa  at  skaffe  samme 
Tierhed  for  Beton  og  Jærn,  men  at  man  intet  faar  at  vide 
5  hvor  stor  Sikkerheden  er.  Vil  man  finde  de  absolute 
xrelser  af  Spændingerne  s'  og  r',  maa  man  benytte  Moment- 
:i-ingen,  som,  naar  Betonen  er  revnet  paa  Træksiden,  kommer 
at  lyde: 

M  =  -^  s' .  x'«  +  F.  r'  (/i  —  X'  —  a);  (17). 

:~af  kan  t*  elimineres  ved  (13),  og  naar  dernæst  x*  beregnes 
(14)  og  indsættes,  kan  s'  findes. 

Dimensionsbestemmelsen  af  en  Monierbjælke  udføres  nu  saa- 
es:  man  vælger  a,  finder  ep  af  (16  a)  og  endelig  h  af  (10  c) 
sr  (10  d).  Inden  man  slaar  en  Værdi  af  a  fast,  maa  man 
turligvis  danne  sig  et  foreløbigt  Skøn  over  baade  Bjælkens 
kkelse  og  Jærnstængernes  Diameter. 

Exempel    En  Monierplade  understøttes  langs  sine  to  Sider 

skal  bære  en  Belastning  af  1000  kg.  pr.  m.^,  incl.  Egen- 
igten;  Afstanden  mellem  Understøtningerne  er  2,0"-;  bestem 
mensionerne. 

Største  Moment  er  pr.  1°»-  Bredde  \  .  1000 . 2«  =-  500  kg.  m., 
:saa  pr.  I*'"-  Bredde  M  =  500  kg.  cm. 

Af  (10  d)  fmdes  med  s  =  30: 


1/6M        l/M 

s  5 

Naar  man  vil  have  ca.  1«™  Beton  udenfor  Jærnet,  kan 
an  sætte  a  =  ca.  1,5°"**,  altsaa  a  =  0,15,  hvorefter  (16  a) 
^er 

V-^-§  -  0,0106, 

saa  F  =  0,106  °°»".  Et  Stk.  lO«^™  Rundjærn  har  et  Areal  paa 
r35cm.2.  juan  j^an  følgelig  give  Bærestængerne  10°*  "*•  Diameter 
ar  man  lægger  dem  i  ca.  7,5°™  Afstand. 

Man  kan  nu,  efterat  a  og  (p  ere  bestemte,  gennemføre  en 
jagtigere  Beregning  af  h  ved  (10  c).  For  (p  =  0,0106  findes 
Tabellen  ved  Interpolation  n  =  0,478,  hvorved: 


og  altsaa 


0,155 .  30 


i)*  =  0,025. 
10,4'—. 


Af  (11)    findes    endvidere    /  =    14.6   kg.  cm,',   og 
r  —  187  kgjcm.*. 

For  at  finde,    hvilken  Sikkerhed  man  har,   nas 
paa  Træksiden  er  revnel,  benytles  (14),  der  giver 

:,!  -  8.0.0106    10.4.  [V  l+^-l]  _  3. 
dernæst  findes  nf  (13): 

10,4  —  3,17—1.5         

f  =  8  .  s- .  -^~- — 5-V^= ~  =  14,5  .  s'. 


arp 


og  endelig  af  (17): 

M  =  \s' .  3,17'  +  0.0106  .  10.4  .  14,.ts'  .  5,73  =   12,5 


Der  haves  altsaa  en  Sikkerhed  af  ca.  5,  selv  eflerat  \ 
paa  Tryksiden  er  revnet. 
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;erne  altid  indeholder  langt  mere  Fugtighed  (lufttørret  Træ 
12 — 15  ®/o),  og  endelig  at  Genoptagelse  af  Fugtighed  svækker 
urat  lige  saa  meget  som  den  oprindelig  i  Træet  værende 
t,  medens  dog  længere  Tids  Nedsænkning  i  Vand  ikke 
irker  nogen  yderligere  Forringelse  af  StjTken  *).  Sommer- 
net Træ  er  svagere  end  vinterfældet;  ved  Lagring  i  længere 
.  voxer  St}T"ken,  og  Tilvæxten  er  stærkest  for  sommerfældet 
e,  saa  der  efter  nogen  Tids  Forløb  ikke  er  stor  Forskel; 
rkens  Tiltagen  ved  Lagringen  udstrækker  sig  sandsynlig\is 
e  over  længere  Tid  end  et  Aar**).  —  Stj'rken  voxer  end- 
ere med  Vægtfylden;  baade  Bauschinger  og  Johnson  finde 
lineær  Relation  som  Udtryk  herfor,  Bauschinger  angiver 
udgrænsen  for  Tryk  =  Bc,  Vægtfylden  ved  15®/o  Fugtig- 
1  =  5)  for  Naalelræ: 

Bc  =  10005  —  100  kg./cmA 

Efter  disse  mere  "almindelige  Bemærkninger  skulle  vi  i  det 
gende  indskrænke  os  til  saadanne  Angivelser,  der  gælde  for 
Hørret  Træ,   som  det  anvendes  til   Bygningskonstruktioner. 

1.    Elasticitetsforhold.    Blivende  Formforandringer  indtræde 

irede  for  temmelig  smaa  Paavirkninger,  dog  i  mindre  Grad 

Tryk  end  for  Træk***);  Elasticitetsgrænsen  ligger  altsaa  tem- 

lig  lavt,  maaske  ved  Nul,  men  der  foreligger  forøvrigt  meget 

Undersøgelser  herover. 

Elasticitetsmaalinger  ere  udførte  af  forskellige  Experimen- 
Drer.  I  Fig.  145,  PI.  16,  er  vist  én  Arbejdslinie  for  Træk 
Tryk  parallelt  med  Fibrene  for  Lærketræ,  som  den  er 
alt  af  Tetmajerf);  Maalingen  er  ikke  fortsat  længere  end 
omtrent  den  halve  Brudgrænse.  I  Hovedsagen  ses  Arbejds- 
ien  at  være  omtrent  retlinet;  naar  man  har  de  enkelte  Af- 


)  Resultater  af  meget  udstrakte  Undersøgelser  af  Tømmer  i  Nordamerika 
(U.  S.  timiber  investigations ,  se  Johnson:  Materials  of  constniction, 
S.  672—77).  Den  sidste  Slutning  er  dog  kun  støttet  paa  Forsøg  med 
Træ,  der  har  ligget  højst  6  Maaneder  i  Vand. 

)  Bauschinger :  Mittheilungen,  Heft  16.  Se  ogsaa  Wijkander:  Untersuchung 
der  Festigkeitseigenschaften  schwedischer  Holzarten,  Gdteborg  1897,  S.  175. 

)  Smlgn.  de  af  Bauschinger,  Mittheilungen,  Heft  9,  S.  3—4,.  7  og  8—9, 
anførte  Maalinger.  Ogsaa  Wijkander:  Untersuchung  der  Festigkeilseigen- 
schaflen  schwedischer  Holzarten,  Gøteborg,  1897,  S.  6—7. 

)  Mittheilungen,  Heft  2,  S.  21  og  24. 


læsninger  af  Forlængelserne  forelagt,  findes  der  dog  sodi  M,   ^ 
en  mere  eller   mindre  skarpt  markeret  ProporlionaUMsgrnoi   |b 
men    Angivelserne    af   dens    Beliggenhed   variere    stærkL  Fd   m 
Træk    finder  Wijkander*)    den    i    .\lmindelighed   mellem  |i|   it 
J    af  Brudgrænsen,    hvorimod  Baaschinger*'*)  angiver,  atda   la 
falder  meget  nær  sammen  med  Bnidgrænsen;  efter  Telmaiet'"\   ii  ■ 
er  den   højst   variahel,    snart  omtrent    lig  Brudgrænsen,  snHl  i\i 
omtrent   Nul,   meget   sjældent   tydelig  fremtrædende;  gennrø 
snillig    angiver    Tetmajer   0,52    af  Brudgrænsen.     En   ligneut    =: 
Uenighed    hersker    overfor   Proportional  itetsgrænsen  for  Tijt   _ 
—  Grunden   til    disse    forskellige  Angivelser    maa    søges  i,  i 
Træ  overhovedet  ikke  kan  siges  al  følge  Hookes  Lov  nøjaglijl 
lige  saa  lidt  som  det  følger  nogen  anden  bestemt  Lov;  åertt 
langt   flere   Uregelmæssigheder  i    Differenserne   mellem  de  &     , 
læste  Form  forandringer  end  f  Ex.  for  smedeligt  Jærn,  ogdS 
bliver  derfor  i  højere  Grad  en  Smagssag,  hvor  man  vil  piacea 
Proportionalitetsgrænsen;  Resultaterne   af  Forsøgene  paavirLei 
stærkt   af  tilfældige    smaa    Knasler,    vexlende   Bredde   af  .\m- 
ringene   og  deraf  følgende    Uhomogenitet    o,  s.  v.     I   Pig.  Us 
ses  i  Træk-Arbejdslinien  en   paafaldende  Uregelmæssighed  ved 
det   første   observerede    Punkt:    dette   er   meget   ofle  TilfaEliW 
ved  de  smaa  Belastninger.     I  Fig.   14(>,  PI.  ly,  ses  tre  Arbpjiii- 
linier  for  Bøjning,   saaledes   som    Telmajerf)   har    maa]t 
for  Lærketræ.     Noget    af   den    samme  Uregelbundenhed  >isH 
sig  her;   den   ene   Arbejdslinie   (Kæmetræ)   er   omtrent  retlinel 
lige  np  til  Brudgrænsen,  —  Maalingerne   ere   fortsatte  helt  (? 
til  denne  — ,  de  to  andre,  som  begge  gælde  for  det  tætte  Sidfr 
træ,  krumme  sig  i   forskellig   Grad.      Men   ikke   desto  mindR 
træder   Proportionalitetsgrænsen   almindeligt    let   bestemt  fre" 
ved  Bøjning;  som  Middeltal  af  en  lang  Række  Forsøg  angiv«   ^ 
Wijkanderff),  at  den  udgør  O, ,58  af  Brudgrænsen  for  LøvtnMip 
0,64  for  Naaletræer;   efter  Baascbinger  og    Tetmajer'fff]  ligg« 

•)  Unleniichung  der  FettigkeilseigeiiscliafUn  etc,  S.  8. 
")  Mitlheilungen,  Heft  i),  S.  6. 
•••)  Mitlheilungen,  HeR  2,  S.  10. 

t)  Miltbeiliingsn,  Heft  2,  S.  28—33. 

tt)  VnlersuchiinR  der  FettigkeiUeigemchaften  etc,  S.  174. 

ttt)  Smlgn.   Winkler:   Die  hoUernen  Balkenbriicken,    2le  Aufl..    Wien,  IMI, 

.S.  17.     Winkler  giver  en  meget  udtbi-lig  Oversigt,  ogSHa  over  de  af  » 

skellige  ExpeiimeDtatorer  nindne  Ve^rdler  af  ElBsUcltetskoefScient, 

gricDse  etc. 
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n  mellem  0,36  og  0,53,  gennemsnitligt  ved  0,44  af  Brud- 
ensen (Brudmodulus  for  Bøjning).  Ogsaa  Elasticitetskoeffi- 
witen  synes  temmelig  variabel,  naar  man  gennemser  en  Række 
Uelte  Forsøgsresultater;  de  Middeltal,  der  angives,  ligge  dog 
a  faa  Undtagelser  nær  mellem  100000  og  130000  kg./cm.«. 
skulle  anføre  de  af  Wijkander*)  og  Tetmajer**)  angivne 
ddelværdier;  Tallene  er  tons  pr.  cm.^: 


Wijkander 

Tetmajer 

Et 

Ec 

^t 

Et 

Ec 

E, 

Træk 

Tryk 

Bøjning 

Træk 

Tryk 

Bøjning 

Bøg 

134 

129 

121 

180 

169 

Eg 

115 

104 

101 

108 

103 

99 

Ask 

93 

Elm 

77 

Birk 

116 

113 

114 

El 

110 

105 

104 

Lind 

61 

Fyr 

129 

121 

112 

120 

119 

86 

Lærk 

67 

131 

114 

105 

Rødgran 

117 

111 

106 

129 

111 

86 

Ædelgran 

113 

100 

86 

Som  man  ser,  afvige  Elasticitetskoefficienterne  for  de  for- 
LcUige  Slags  Paavirkninger  ikke  meget  fra  hinanden;  en 
ndtagelse  herfra  danne  dog  Tetmajers  Værdier  af  £5,  der 
*e  betydelig  lavere  end  Ec  og  Et.  For  de  Træsorter,  der  an- 
mdes  mest  —  Eg  og  Fyr,  —  kan  man  altid  regne  E  =  110000 
jjcm,^, 

2.  Styrkeforhold.  Alle  Erfaringer  vise,  at  Tryk-  og  Bøj- 
ingsforsøg  ere  bedst  egnede  til  at  give  et  Begreb  om  Styrken 
:  Træ,  og  det  er  tillige  de  Arter  af  Paavirkning,  som  Træ 
edvanlig  udsættes  for  i  Konstruktionerne.  Trykforsøgene  have 
firet  udførte  med  kvadratiske  Prismer  af  forskellig  Højde, 
ærninger  eller  Cylindre,  og  Resultaterne  kunne  ikke  umiddel- 
irt  sammenlignes,  idet  Formen  af  Prøvestykket,  som  sæd- 


♦)  Untersuchung  der  Festigkeitseigenschaften  etc,  S.  176. 
►♦)  Mittheilungen,  Heft  2,  Tab.  I  (S.  48). 

A.  Ostenfeld:   Teknisk  Elasticitetslære. 


^\ 


vanligt,  har  nogen  Indflydelse.     Wijkander*)  har  sanim 
kyadratiske  Prismer  af  forskelUg  Højde  og  angiver  som  dni- 
nemsnit,  naar  Styrken  for  ft  =  l,5ft  sættes  ^=  1; 


Naaletnper: 
Løvtræer : 


0,95 


0,96 

0,98 


1,0 


l,fl7 

i,(ia. 


Endvidere  fmder  han,  at  Grundfladens  ahsolute  Større« 
ikke  har  nogen  kendelig  Indflydelse;  der  sammenlignedes  dtj 
kun  to  Størrelser  af  Grundfladen  (b  =  8 — lO""-  og  6  ^  6—"") 
—  Bruddets  Udseende   er  naturlig\is   afhængigt  af  Prøvestyk 
kets  Form.     Fig.  147,   l'l.  17,  viser  (efter  Tetmajer)  to  tj-pisl* 
Maader  for  Tarninger;  de  enkelte  Fibre  ses  at  være  stukkde 
og  bøjede,  saa  der  dnnner  sig  en  Vulst,  men  de  to  Brudst)'kka 
kunne  saa  forøvrigt  beholde   deres   indbyrdes  Stilling,  eilKrde 
kunne  gUde  paa  hinanden  (Fig.  147  b);  naar  h^  b,  er  detaidiK   ^ 
det   almindeligste.     Hvor   der   findes   Knaster,   udgaar  Bniåilt   ^ 
som  oftest  fra  dem;   undertiden   kan   der   presses  Kiler  ud  li   f| 
Siden,  ligesom  vi  have  set  for  Sien  (Fig.  129,  130).  ~  Stjriai  ^ 
overfor  Træk   er  langt   større   end   ovenfor  Tryk,   2 — 3  Gai^   ^ 
saa  stor.     Ved  Bøjning  skulde  man  derfor  antage,   at  Bniddef   , 
altid   maatte  foregaa    paa    den  Maade,    at    der    forst   dannede  „ 
sig  en  Vulst,  som  ovenfor  beskrevet,   paa   den    trykkede  Side,   ^ 
hvorefter  det   endelige   Brud   maatte  indtræde   paa  Træksida   g 
Efter  Wijkander  kan  denne  Stukning  paa  Tryksiden  dog  lanst 
fra  altid  observeres,  saa  det  meget  ofte  ser  ud,  som  om  Brud- 
det  virkelig   indtraadte    forst   paa   Træksiden;    dette   maa  for- 
modentlig   forklares    ved,    at   Form  for  andringerne    for  Tryk  i 
Nærheden   af  Brudgrænsen  kunne  voxe   hurtigt,   hvor\*ed  den 
neutrale  Axe  flytter  sig  bort  fra  Midten. 

Vi  skulle  nu  anføre  nogle  Besultater  angaaende  Styrken 
overfor  Tryk.  Tetmajer**)  og  WyArunder***)  angive  som  Middel- 
tal for  Brudgrænsen  fi„  for  Tryk  parallell  med  Fibrent  |i 
kg./cm.*) : 


•)  Unlersachung  der  Festigkeilteigemchaften  etc.  S.  172- 
")  Mittheihingen,  Heft  2,  Tab.  1.  S.  48. 
••■)  Untersuchnng  der  Fesligkeitseigenschaftcn  etc.  S.   176. 
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Wijkander 

Tetmajer 

Bøg 

482 

320 

Eg 

419 

343 

Ask 

418 

Elm 

431 

Birk 

431 

El 

378 

Lind 

322 

Fyr 

414 

246 

Lærk 

357 

321 

Rødgran 

369 

276 

Ædelgran 

283 

Wijkanders  Tal  ere  fundne  for  kvadratiske  Prismer  med 
b  =  1,5,  Tetmajers  for  Tærninger,  saa  de  skulle  egentlig 
iuceres  efter  ovenstaaende  Forhold  for  umiddelbart  at  kunne 
mmenlignes.  Denne  Reduktion  har  dog  aabenbart  ingen 
itydning  i  Sammenligning  med  den  store  Forskel,  der  findes 
sllem  de  to  Rækker  Tal;  Forskellen  vilde  forøvrigt  derved 
Lve  større.  Ved  de  svenske  Forsøg  varierede  Fugtigheds- 
aden  mellem  10  og  14  ®/o,  ved  Tetmajers  var  Træet  fugtigere, 
r  Eg  24—25%,  for  Fyr  21—22%,  kun  for  Gran  14—16%; 
irved  forklares  tildels  den  mindre  Styrke,  som  Tetmajer  har 
ndet.  Bauschingers  Resultater*)  ere  langt  højere  end  Tet- 
ajers;  som  Middeltal  af  en  længere  Forsøgsrække  fandt  han: 


for  Lærk    .    . 

-  Fyr  .    .    . 

-  Rødgran  . 


485  kg./cm.« 
407       — 
398      — ; 


jgtighedsgraden  var  her  ca.  15  ^/o,  Prøvestykkerne  vare 
rismer  med  h  =  1,5  b,  —  For  Eg  angiver  »Hutte«  endog 
10  kg./cm.'^. 

For  dansk  Naaletræ  kan  anføres  følgende  Resultater**), 
;r  ere  fundne  ved  cylindriske  Prøvestykker  af  10®°*-  Højde, 
''^   Diameter: 


♦)  Mittheilungen,  Heft  16,  Tab.  II,  »Scheibe«  g. 

'♦)  C.  V.  Meldahl:    Nogle  Undersøgelser  over  dansk  og  fremmed  Naaletræs 
Styrke,  Kjøbenhavn,  1893,  Tab.  3,  14,  15,  17. 


§57. 

324 

Rødgran  (Splint)  ...   371  kg./cm.*                      "^ 

(Kærne).    .    .   301        —                          '^ 

Ædelgran 366        —                          ^ 

Bjergfyr 323       —                        '^ 

Vi  skulle  dernæst  se  paa  Styrken  overfor  andre  Paavi* 
ninger.     Af  saadanne  ere    foruden  Træk    og   Bøjning  nain^ 
Forskydning    paalangs    ad     Fibrene    og    Tryk    vinkelret  pa 

Fibrene  af  praktisk  Betydning.     Idet  Hmdgrænserne  betegnes; 

for  Træk  B„  for  Tryk  B,  (begge  paalangs  ad  Fibrene),  for  Bojnin} 

Bijberegnet  efter  Formlen   -~1,   for  Forskydning  paalangs  B/, 

angives  af  Wijkander  og  Tetmajer: 

f 

WljkHuder 

Tetm^er            1 

Bi-B, 

Bft-  fl« 

«/:«. 

Bl  :  B^ 

flj  ;  B^ 

',■■', 

B8g 

2,88 

1.93 

0,3t 

4,19 

2,01 

MI 

Eg 

2.e4 

1.7B 

0.2B 

2,81 

1,75 

tf 

Ask 

1,75 

0,29 

Elm 

1,42 

0,31 

Birk 

2,80 

1,77 

0,25 

El 

2.33 

1.70 

0,27 

Lind 

■M« 

2,mi 

[L2J 1 ■>m 

,rr 

^^r. 

WM 
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Lger.  Derimod  spiller  det  en  betydelig  Rolle,  om  Kraften 
ker  parallelt  med  Fibrene  eller  vinkelret  paa  disse  (Brud- 
den i  begge  Tilfælde  paalangs).  De  anførte  Tal  gælde,  naar 
aften,  som  sædvanligt  i  de  praktiske  Anvendelser,  virker 
rallelt  med  Fibrene;  naar  den  derimod  er  rettet  vinkelret 
a  disse,  angiver  Wijkander*)y  at  Brudgrænsen  gennemsnit- 
kun  bliver: 

for  Løvtræer  ....  0,47 
r    Naaletræer    .    .    .  0,32 

Tallene  i  Tabellen  ovenfor. 

Hvad  Styrken  mod  Tryk  vinkelret  paa  Fibrene  angaar, 
a  foreligger  der  ikke  ret  mange  Undersøgelser  heraf.  Efter- 
m  Trykket  virker  vinkelret  paa  Aarringene  eller  tangentielt 

dem,  finder  Wijkander**),  at  Brudgrænsen  gennemsnitlig  er: 


for  Fyr  . 

-  Gran 

-  Lærk 


0,097  eller,  0,093 

0,19       -      0,21  (Min.:  0,09—0,10) 

0,12        -      0,16 


Brudgrænsen  for  Tryk   paalangs.   —  Af  de  af  Johnson  ***) 
iførte  Resultater  udledes  følgende  Forhold: 


for  Fyr 
-    Eg  . 


0,097 
0,13. 


For  de  almindeligst  anvendte  Træsorter  —  Fyr  og  Eg  — 
n  man  herefter  gennemsnitlig  regne  Brudgrænsen  til: 


Eg 

Fyr 

For  Tryk  parallelt  med  Fibrene 

450 

400 

•     Træk         •            >           .» 

1200 

1000 

»     Bøjning 

750 

660 

•     Forskydning  parallelt  med  Fibrene 

a.  Kraften  -/^  Fibrene 

100 

60 

&.         >         X         > 

50 

20 

>     Tryk  vinkelret  paa  Fibrene 

58 

40 

)  Untersuchung  der  Festigkeitseigenschaften  etc,  S.  169. 

)  ibid.,  S.  166. 

)  Materials  of  construction,  S.  670. 
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3.  Tidens  In/lydelse.  Der  tænkes  her  ikke  paa  ForatiJrinj« 
i  Træels  Kvalitet  i  Tidens  Løb,  nioii  paa  Virkningen  af  en  Innj- 
varig  Paavirkning.  Efter  nogle  amerikanske  Forsøg  at  (iøram 
synes  ilet  nemlig,  som  om  Træ  ikke  i  Længden  kan  modslai 
stort  mere  end  Halvdelen  af  den  Brudbelastning,  man  findo 
ved  de  sædvanlige  Forsøg.  Dette  paavistes  allerede  i  IMUil 
Haupl,  og  i  1880  bekræftedes  det  ved  Forsøg  af  Tbnrstoi\'\ 
Ved  disse  sidste  anvendtes  der  sinaa  Bjælker  af  Fyr  mal 
kvadratisk  Tværsnit  (Sidelinie  2,i»'"")  og  ca.  I"  Længite. 
Efterat  Brudmodulus  for  Bøjning  var  bestemt  paa  sædvan^  '''' 
Maade,  belastedes  3  Bjælker  med  95  d/^,  3  med  80  "lo  og  emlfr  ° 
lig  3  med  fiO  %  heraf.  De  3  første  brødes  i  Løbet  af  to  Dage, 
de  3  næste  efter  3^  Dage,  5  Dage  og  Udi  over  en  Maaned,  o( 
de  3  sidste  efter  8',  12  og  l'i  Maaneders  Forløb.  Nertbi^ 
ningerne  maaltes  fra  Tid  til  anden  og  fandtes  at  voxe  helt 
Tiden.  Materialet  af  de  brækkede  Stænger  undersøgtes  senen 
og  fandtes  at  være  ubeskadiget. 

Fæ-nonienel  er  ganske  analogt  med  det  i  §  44,  Slutningen, 
meddelte  om  smcdeligt  Jærn  {Vicat's,  Thurston's  og  Considéw 
Forsøg).  De  her  refererede  Forsøg  ere  temmelig  faa  til  't 
tillade  nogen  bestemt  Slutning  angaaende  Beliggenheden  af 
den  »virkelige"  Brudgrænse  —  den  Belastning,  som  kan  taal« 
i  det  uendelige  —  men  det  maa  dog  antages,  at  den  /■\'irkeligf' 
Brudgrænse  tigger  betydelig  lavere  end  den  sædvanlig  bestemte. 

4.  Den  tiUaiieiUfe  Paavirkning  sættes  lig  —  af  Brudbclasl- 

ningen,  hvor  Sikkerhedskoeflk'ienten  n  i  Almindelighed  tsgi's 
lig  fi— 10,  den  mindste  Værdi  for  interimistiske  Konstnik- 
tioner  eller  ved  absolut  rolig  (stødfri)  Belastning. 

Til  at  modstaa  direkte  Træk  anvendes  Træ  sjældent:  ilet 
er  nemlig  vanskeligt  at  faa  Trækket  overført  dertil  paa  Gruiwl 
af  den  ringe  Modstandsevne  mod  Forskydning  paalangs.  Over- 
for Trj'k  og  Bøjning  anvendes  Træ  derimod  særdeles  ofle. 
man  kan  regne  som  tilladeligt: 


for  Tryk  .    . 
-     Bøjning. 


40- 


■  70  kg./cm.'  =  650—950  ff/D" 
-KKl        —        =  800—1350  - 


inls    of   englneering,     Pait   I 


k   18«^^ 
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for  Forskydning  paalangs,  Eg:    10  kg./cm.^  =  130  *^/n" 
—  —  Fyr:    6        —        =     80     — 

De  laveste  Værdier  ere  de  hyppigst  anvendte. 

Ved  den  angivne  Paavirkning  til  Tryk  er  det  forudsat,  at 

ikke  er  Tale  om  stor  Længde  i  Forhold  til  Tværsnits- 
lensionerne  —  Søjler  — ;  dette  Tilfælde  komme  vi  senere 
age  til.  Hvor  et  trykket  Stykke  Tømmer  støtter  mod  Siden 
et  andet  Stykke  Tømmer,  maa  man  tage  Hensyn  til  den 
ge  Modstandsevne  overfor  Tryk  vinkelret  paa  Fibrene;  dog 
1  man  her  meget  godt  regne  med  en  mindre  Sikkerheds- 
jfficient  end  ovenfor  angivet,  fordi  Trykket  sædvanligvis 
1  træffer  paa  en  lille  Flade  af  et  længere  Stykke  Tømmer, 
i  saa  Fald  indtræder  Brud   naturligvis   ikke    saa   let   som 

et  kort  Stykke,  der  trykkes  paa  hele  sin  Sideflade.  Der 
sligger  ingen  Forsøg,  som  direkte  tage  Sigte  paa  dette 
rhold. 

Foruden  til  den  angivne  Paavirkning  til  Træk  og  Tryk 
øjede  Legemer  maa  man  ved  Dimensionsbestemmelse  af 
jlker  ogsaa  tage  Hensyn  til  Forskydningsspændingen  paa- 
gs.  I  §  38,  Slutningen,  er  vist  et  Exempel  herpaa.  Vi 
lUe  her  udlede  et  almindeligt  Kendetegn  paa,  om  Forskyd- 
gen  er  farligst. 

For  en  Bjælke  med  rektangulært  Tværsnit,  Bredde  b  og 
ide  h,  Længde  Z,  bestemmes  Dimensionerne  ved 

r  -  ^  eller   f  =«   3  _Q_ 

•r  r  betegner  den  tilladelige  Paavirkning  til  Træk  eller  Tryk 
Bøjning,    f  den    tilladelige    Forskydningspaavirkning,    M 
mentet,   Q  Transversalkraften.     Naar   b  forudsættes  given, 
»re  de  to  Formler  samme  Værdi  af  /i,  hvis 


6M 
bhr 

30 
2b f 

h 
1 

f 
r 

4M 

•  Qr 

aa  naar  —  =  -L  .  -^^  ^  (18) 

hvis  -j-  er  større  end   denne  Værdi,  skal   man  regne  med 


Forskydimigen.     For  Fjt  kan  man  sætte  —  ^  ,%  —  ^  !h 

F-e  f  -  i -I-s 

For  en  Bjælke,  der  er  simpelt  understøttet  i  begge  Eait 
og  ensformig  belastet   med   p  pr.  Længdeenbed ,   haves  li  ° 

I  pi',  Q  -=  \pl,  yrf  =  1.    En  saadan  Bjælke  af  Fjt  skal  alt 

Naa  beregnes  for  Forskydning,  naar -j- >  x'i  —  ^,  hvilket  fop 

ø\Tigt  sjældent  indtrælTer. 

Ved  en  Træbjælkes  rnderstøfninger  virke  ResktioMfd 
«om  Trj'k  vinkelret  paa  Fibrene;  man  maa  da  sor^e  for  il 
Trykket  pr.  Arealenhed  ikke  bliver  for  stort 


FJERDE  AFSNIT. 
Sammensatte  Paavirkninger  af  lige  Bjælker. 


§  58.  Naar  en  Bjælke  er  paavirket  af  ganske  vilkaarlige 
efter,  skulle  Spændingerne  i  de  forskellige  Snit  bestemmes 

det  samme  almindelige  Princip,  som  er  anvendt  i  de  tid- 
re  undersøgte  specielle  Tilfælde:  de  indre  Kræfter  i  Snittet 
Ile  holde  Ligevægt  mod  de  ydre  Kræfter  paa  den  ene  Side 
Snittet.  Inden  vi  give  os  til  at  opskrive  Ligevægtsbetin- 
ierne,  vil  det  være  bekvemmest  at  se  lidt  nærmere  paa  de 
e  Kræfter  og  erstatte  dem  med  resulterende  Enkeltkræfter 
Kraftpar. 

Alle  de  ydre  Kræfter  kunne  tænkes  forskudte  i  deres  Ret- 
gslinier  hen  til  Skæringspunkterne  med  det  betragtede  Nor- 
Isnit  i  Bjælken  og  dér  opløste  i  en  Komposant  i  Normal- 
itet og  en  vinkelret  derpaa;  alle  Komposanterne  i  Snittet 
ine  dernæst  sammensættes  til  en  Enkeltkraft  T,  ligeledes 
;  Komposanter  vinkelrette  paa  Snittet  til  en  Enkeltkraft  N. 
iften  N  flyttes  hen  til  Snittets  Tyngdepunkt,  hvorved  man 
r  en  central  Normalkraft  N,  der  virker  til  direkte  Strækning 
ir  Sammentrykning,  og  et  Kraftpar  M,  hvis  Plan  er  vinkel- 

paa  Snittet,  og  som  bevirker  en  Bøjning.  Kraften  T 
ttes  ligeledes  til  Tyngdepunktet,  hvorved  faas  en  central 
aft  T,  der  bevirker  en  ren  Forskydning,  og  et  Kraftpar  My^ 
•  fremkalder  Vridning.  —  Reduktionen  af  Kræfterne  kan 
lurligvis  udføres    paa  forskellige  andre  Maader,    men  Slut- 


330 


ningsresiiltatet  bliver  det  samme.  Man  kan  f.  Ex.  flytte  all 
Kræfterne  parallelt  med  sig  selv,  til  de  skære  Bjælkens  Aie 
i  det  Punkt,  hvor  den  korteste  Afstand  mellem  Kraft  o 
træffer  denne.  Dened  indkommer  der  en  Række  Kraftpar, 
som  kunne  oploses  i  Komposanter  vinkelret  paa  NormaisnillH 
og  i  dette;  de  sidstes  Resultant  er  det  vridende  Moment M,; 
dette  er  altsaa  lig  Summen  af  Kræfternes  Momenter  [ 
Hensyn  lil  Bjælkens  Ase.  Alle  Kræfterne,  der  nu  skære  km  ■ 
kunne  opløses  i  to  Komposanter,  i  og  vinkelret  [laa  Axeo; 
Summen  af  Komposanteriie  i  Axen  er  lig  den  centrale  Normal' 
kraft  iV,  og  Kræfterne  vinkelret  paa  Axen  give  som  licJIigffl 
et  højende  Moment  M  og  en  forskydende  Kraft   T. 

Ganske    i    Almindelighed    er  et  vilkaarligt  Snit  i  BjæliM 
altsaa  paavirket  baade  til  Træk  eller  Tryk,  Forskydning,  Vriit 
ning    og   Bøjning.     Tidligere    have  vi  undersøgt   hver  af  disse    ' 
Paavirkninger  for  sig,  her  skulle  vi  nu  se,  hvorledes  man  kui    ' 
sammensætte    de    enkelte   Virkninger.     I    mange  praktisk  fore- 
kommende  Tilfælde    ere   Forholdene   dog  ikke  slet  saa  kniB' 
plicerede  som  ovenfor  beskrevet;   saaledes  falder  ved  de  Ilfsl! 
Bygningskonstruktioner    —    men    ikke    ved     Maskinkonstrnli- 
tioneme    —    det   vridende  Moment  M„  bort.     Vi  skulle  dfrf« 
begynde    med    at    betragte   liere   simplere   Tilfælde,    som  li 
stor  praktisk  Betydning,  og  først  Paavirkning  ved  Normalspæn- 1 
dinger  alene,  altsaa  Kombinationer  af  Træk  eller  Tryk  og  B^  I 
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r  naar  vi  benytte  Fællesbetegnelsen  e  for  Afstandene  ei  og 
uden  at  de  derfor  behøve  at  være  lige  store: 

,   Me  ,    M 

~-  I       -w 

Naar  der  desuden  virker  en  central  Normalkraft  N  og 
elkens  Tværsnit  er  F,  faas  herfra  en  Spænding  i  alle 
nkter: 

N 


a  = 


F' 


>r  a  har  samme  Fortegn  som  N,  og  N  regnes  positiv  for 
ik,  negativ  for  Tryk.  De  angivne  Spændinger  virke  i 
ime  Retning  og  kunne  derfor  uden  videre  adderes;  naar 
)g  N  virke  samtidigt,  faas  derfor  den  største  Spænding  i 
y^derste  Fibre: 

N.M  .,. 

o  =  ^-±^,.  (!)• 

Dette   Tilfælde   er   altsaa  simpelt  nok.     Men   nu  hænder 

ikke  sjældent,  at  Kraftplanen  ikke  er  en  Symmetriplan  for 
Iken;  vi  skulle  se,  hvorledes  man  saa  maa  bære  sig  ad. 

Vi  betragte  en  Bjælke  med  vilkaarligt  Tværsnit,  paavirket 
en  excentrisk  Normalkraft  N  med  Angrebspunkt  K  (Fig. 
,  PI.  17),  eller  hvad  der  er  det  samme,  af  en  central  Nor- 
kraft N  og  et  bøjende  Moment  M  =  N ,  f,  idet  f  er  K*s 
:and  fra  Tyngdepunktet  O.  Tværsnittet  forudsættes  at 
e  plant  ogsaa  efter  Bøjningen.  Ved  Bøjningen  drejes  Tvær- 
tets  Plan  en  vis  Vinkel  og  skærer  da  den  Plan,  hvori  det 
indelig  laa,  i  en  ret  Linie  nn,  den  neutrale  Axe  (kaldes 
aa  NuUinien);  Fibrene  i  denne  beholde  deres  Længde  ufor- 
ret. Spændingen  er  altsaa  ogsaa  Nul  her.  I  hvilke  som 
it  andre  Punkter  af  Tværsnittet  foregaar  der  en  Forlængelse 
r  Forkortelse  af  Fibrene  og  fremkaldes  altsaa  Træk-  eller 
kspændinger;   da  Formforandringen  er  forudsat  proportio- 

med  Afstanden  fra  den  neutrale  Axe,  maa  dette  ogsaa 
de  Spændingen,  idet  vi  gaa  ud  fra  Hooke's  Lov.  Vi  lægge 
i  Tværsnittet  et  skævvinklet  Koordinatsystem  med  Tyngde- 
ktet  O  som  Begyndelsespunkt,  y'-Axen  gennem  Kraftan- 
)spunktet   K   og  u'-Axen  9^  nn  og  opskrive   Ligevægtsbe- 


tingeiserne.     De  elenientæi-e  indre  Kræfter  ere  a  .  dF,  hvor  mia 
kan  sætte  a  =  Oo  +  fr .  «',   idet  Oa   betegner  Spændingen  i  if- 

Axen.     Man  faar,  idet  \  v'dF  ^  O  og  \  u'dF  =  0: 

A'  =  ^  0(//--  =  ^  a^dF  +  b  \  D-dF  =  a^.F.  12), 


N.f  - 


M 


=  'j  o  .  odF  =  o„  {  V'dF  +  h  \  p"dF  =  b .  h-  i 

0=^0.  U'dF  =  ff„  \  a'dP  +b\^a'.  v'dF  =  b  .  -Z„v.    (*)■ 

F  betegner  Tværsnittets   Areal,   /„■  og  Z^-f  dets  Inertimo- 
ment  om    u'-Axen   og  Centrifugalmoment  med   Hensyn  lil  if- 
og  u'-Axerne  i  siiævvinklede  Koordinater. 
Af  (2)  findes; 

M 
"   lu- 


=  -^ogaf(3):6     =  j- , 
Mv' 


Bltsaa :  o  =■  -p  +  -j 

Spændingen  Oo  i  Tyngdepunktet  er  uafhængig  af  Momenfct  I 
Af  {4)  faas  u'-Axens  Retning  bestemt;  Betingelsen /gv""  1 
udtrykker  nemlig,  at  Koordinataxerne  ere  konjugerede  Diamelt 
i  Tyngdepunktets  Inertiellipse.  Endelig  kan  Beliggenheden  al  I 
den  neutrale  Axe  nn  lindes  ved  (5),  idet  i»'  =  v'o  skal  ffve 
9  >»  I);  altsaa  er: 

"'-   -  F'rM=~F:f'=-J'  '^' 

hvor  i'u-  er  Inertiradius  om  ii'-Axen  i  skævvinklede  Koordinatet. 
Inden  vi  gaa  videre  i  den  almindelige  Udvikling,  ville 
vi  betragte  et  specielt  simpelt  Tilfælde,  nemlig  at  w'-Axen, 
Kraftlinien,  falder  i  den  ene  af  Tværsnitteis  Hovedaxer;  a'- 
Axen  er  da  ifølge  (4)  den  anden  Hovedaxe,  og  /„.  bliver  (U 
Inertimomentet  /  om  denne  (i  retvinklede  Koordinater).  Hris 
endvidere  /'  ^  x,  d.  v.  s.  at  Tværsnittet  kun  er  paavirket  af 
et  bøjende  Moment  Af,  faas  w'„  -=  O,  saa  den  neutrale  Axe 
falder  i  u'-Axen,  og  Spændingen  i  det  vilkaarlige  Punkt  er: 

"  ~    I   ' 
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;e  er  ganske  den  samme  Formel,  som  gælder,  naar  Kraft- 
en  er  en  Symmetriplan   for  Bjælken,   hvoraf  ses,   at  den 

iigere  udviklede  Bøjningstheori  gælder  uafhængigt  af  Forud- 
ss  sætningen  om  Symmetri,  naar  blot  Kraftplanen  indeholder  den 
^rxe  Hovedaxe  for  Tværsnittene.  Af  (5)  faas  ogsaa,  naar  der 
fc>:ruden  Momentet  virker  en  Normalkraft  N: 


:S^J^ske  analogt  med  (1),  saa  man  ogsaa  her  ligefrem  kan  ad- 
tre  den  ensformig  fordelte  Spænding  fra   Normalkraften   til 
cfjningsspændingen. 

Da  Normalspændingerne  saaledes  uden  videre  kunne 
^cideres,  kan  man  ogsaa  behandle  Virkningen  af  flere  sam^ 
'tidigt  optrædende  bøjende  Momenter  paa  den  Maade,  og  da 
iCraftpar  kunne  opløses  og  sammensættes  ligesom  Kræfter,  kan 
^ttian  alene  herved  finde  Spændingerne  fra  et  ikke  i  en  Hoved- 
^^e  virkende  Moment  M,  I  Fig.  149,  PL  17,  virker  der  et 
^^loment  M  i  Kraftlinien  OK;  M  opløses  i  Komposanterne 
-ftfi  =  Af  sin /8  efter  Axen  2  og  M«  =  Mcos/S  efter  Axen  1,  og 
^or  et  vilkaarligt  Punkt  i  Afstandene  x  og  y  fra  Axerne  bliver 
Spændingen : 

Miy        MiX 

Det,  der  i  Praxis  interesserer  mest,  er  den  største  Spænding; 
livis  den  optræder  i  Punktet  Xi,  z/i,  haves: 

Miyi      M2X1  .  . 

Omaz.     "^^  f  I f        •  \i ). 

Virker  der  ogsaa  en  Normalkraft,  har  matt  blot  at  tilføje 
Leddet  -=r . 

r 

Denne  Formel  er  ret  bekvem  til  Dimensionsbestemmelse, 
naar  Tværsnitsformen  er  en  saadan,  at  man  strax  kan  se,  i 
hvilket  Punkt  største  Spænding  vil  optræde;  men  dette  er  ikke 
altid  saa  let.  Ved  mange  almindelig  forekommende  Tværsnit, 
f.  Ex.  Vinkeljærn,  |  -Profiler,  naa  x  og  y  altid  deres  Maximums- 
værdier  i  forskellige  Punkter;  Ved  andre,  som  Z-Profiler,  kan 
man  undertiden  angive  det   farligste  Punkt,   undertiden  ikke. 
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Ved  Benyttelsen  af  (7)  maa  man  nemlig  erindre  ogsaa  al  lage 
Hensyn  til  Fortegnet  for  de  Spændinger,  der  adderes,  åf 
Tv  ærs  nits  form  er,  for  hvilke  (7)  er  bekvem  at  anvende,  blivH" 
der  egentlig  kun  tilbage  Rektangler  eller  saadanne,  der  kunne 
indskrives  i  Rektangler,  f  Ex.  J-  og  ^-Profiler;  for  disse 
Omn.  altid  i  en  af  Vinkel  spidserne  af  det  omskrevne  Rektnngel, 
idet  X  og  y  her  samtidig  antage  deres  største  Værdier;  nasr 
Modstandsmomenterne  for  de  to  Hovedaxer  kaldes  W^  og  % 
kan  (7)  i  saa  Fald  skrives: 


W^ 


(7  Bl 


Til  Dimensionsbestemmclse  anvendes  (7  a)  paa  den  Maaile, 
at  man  efter  bedste  Skøn  vælger  et  Profil  og  beregner  slarst! 
Spænding  for  dette;  hvis  den  fundne  Spænding  har  en  passendf 
Størrelse,  kan  Profilet  bruges,  ellers  maa  man  forsøge  el  nTl 

Exempel.  Man  skal  bestemme  et  J- Profil  (tysk  Normal- 
Profil),  der  kan  taale  et  bøjende  Moment  paa  1200  kgm,. 
virkende  under  en  Vinkel  paa  30"  med  Kroppens  Midtlinit; 
tilladelig  Paa\irkning  =  800  kg./cm.'. 

Man  finder: 

M,  =   1200.0)830"  =  1040  kg.  m., 
M,  =  1200.  sin 30"  =     BOO  kg.  ra. 


Wi 


Der  forsøges  med  Profd  Nr.  26,  for  hvilket  W, 

■=  (»O"'"-'';     altsaa   bliver  Oc 


44(J 


00 


=  1233, 


hvilket  er  for  meget.  Efter  muligvis  endnu  et  Par  Forssj 
prøves  Nr.  32  med  W,  =  789,  W^  =  100,  altsaa  o  —  132  +  6M 
■=  732,  hvorimod  Nr.  30  giver  o  =-  864.  Der  skal  allsffl 
bruges  Profil  Nr.  32. 

Betydelig  hurtigere  kommer  man  til  et  Resultat  ^ 
følgende  af  Land*)  angivne  Omskrivning  af  (7  o).  f(lrt 
Wr.W^  =  c,  faas: 

_  Af,  +  cM, 
"-"»-  —         H', 


P* 


For  de  tyske   Normal-  I-Profiler  varierer  c   for  Nr.  8— M 
meUem  5,6  og  8,9,   for  C-ProSlerne   Nr.  3—30   mellem  ca.  1,5 
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[  6,7.    For  I-Jærn  kan  imidlertid  nøjagtigt  nok  ved  det  første 
jrsøg  sættes  c  =  7,  for  F-Jærn  c  =*  5, 

For  Exemplet  ovenfor  faar  man  paa  den  Maade,  at  det 
ødvendige  Modstandsmoment  Wi  skal  være: 

_  (1040  +  7  .  600)  100  _ 

Dette  vilde  føre  til  Nr.  30,  for  hvilket  W,  =  659;  men 
r  Nr.  30  er  nøjagtigt:  c  =  7,8,  og  ved  Benyttelse  af  denne 
serdi  i  (7  b)  findes  Wi  =  715,  saa  man  maa  tage  det  næste 
•ofil,  Nr.  32,  for  hvilket  Wj  —  789.  Nogen  ny  Gennem- 
gning  for  dette  Profil  behøves  ikke,  da  c  varierer  langsomt. 

Opg.  30.  Et  d-Jærn  af  2,5™-  Længde  er  simpelt  understøttet  i  begge 
der  og  bærer  en  ensformig  Belastning  paa  400  kg.  pr.  m.,  virkende  under 

Vinkel  paa  45°  med  Kroppen.  Bestem  Profilnummeret  (tilladelig  Paa- 
kning  =  700  kg./cm.^). 

Opg.  31.  Hvilket  Profil  skal  anvendes,  naar  der  foruden  Bøjningen 
forrige  Opg.)  virker  et  centralt  Træk  paa  8^«? 

Vi  gaa  nu  videre  i  den  almindelige  Undersøgelse.  Ved 
gning  (5)  er  Spændingen  i  et  vilkaarligt  Punkt  givet,  og  ved 

og  (6)  er  Retningen  og  Beliggenheden  af  den  neutrale  Axe 
stemt.  Vi  saa  ovenfor,  at  u'-Axen  og  Kraftlinien  OK  (Fig.  150, 
.  17)  ere  konjugerede  Diametre  i  Tyngdepunktets  Inertiellipse, 
;  fra  §  12  vides,  at  i«'  er  Længden  af  Halvdiametren  paa  OK, 

Ligning  (6) :  Vo'  .f*  =  —^  iu'^  følger  da,  at  den  neutrale  Axe 
I  er  Kraftangrebspunktet  Ks  Antipolar,  d.  v.  s.  den  med  jfiT's 
>lar  med  Hensyn  til  Centrum  symmetriske  Linie.  Naar  man 
inder  Inertiellipsen,  kan  man  altsaa  konstruere  den  neutrale 
^e.    Imidlertid  kan  der  angives  simplere  Konstruktioner,  saa 

skulle  kun  endnu  benytte  Inertiellipsen  til  at  udlede  en 
ilation,  hvorved  man  kan  beregne  den  neutrale  Axes  Retning. 
Inertiellipsens  Halvaxer  ere  12  (paa  1ste  Hovedaxe)  og  Zi  (paa 
len  Hovedaxe).  Naar  Kraftliniens  og  u'-Axens  Vinkler  med 
te  Hovedaxe  kaldes  9  og  ip,  haves,  da  disse  Linier  ere 
>njugerede  Diametre,  Relationen: 

•   2  T 

igtf.igip  =  -^  =  -^.  (8)- 

Ved  virkelige  Konstruktioner  af  den  neutrale  Axe  og 
pændingerne    er   det    ligesom    i    §   12    ved    Behandlingen    af 
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1 11  ei-ti momenterne   simplest   at  benytte  retvinklede  Koordioadif 
(u  (»K  )').     u-Axen  laiie  vi  falde  sammen  med  u'-Asen  uvenlup 
meu    w-Axen    lægges   vinkelret  derpaa  (Fig.    151 ,    PI.  U);  ii    u 
vinkelret  maalte  Afstande  betegnes  f,  Vt, . . . ,   de  skæ^'t  maalt^    k 
som  ovenfor,  f,  Vn' ■ . .     Man  har  da: 

'li'  =  h  ■  cosec'yS. 
tV  =  L  -cosec/?, 
P    —  /"eosecjS,  o.  s.  v. 

og  ved  Indsættelse  heraf  i  (5)  og  (6)  faas: 

N     ,  Mo  N    ,   Mb  ,.  » 

"-    F   +7:^^^^=    F  +  T^  '=^ 

idel  der  er   iiuifurl   den    kortere    Betegnelse    /'    =    /„cosfci 
^  er  Vinklen  mellem  Kmfllinien  og  den  neutrale  Axe. 

N'nnr  man  nu  kender  Tværsnittets  Inerti  momenter  ii( 
Centrifugal  moment  med  Hensyn  til  et  Par  viikaarlige  nV 
vinklede  Aser  {x.  g)  gennem  Tyngdepunktet,  Tindes  alle  n«i 
^'endige  Størrelser  til  Beregning  af  Spændingerne  ved  følgeaili 
simple  Konslmklion  *)  (Fig.  132,  PI.  17).  Man  tegner  Jen 
tf  12  omtalte  Hjælpecirkel  til  Konstruktion  af  I nertimo menter« 
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følgelig  let  angives  en  grafisk  Konstruktion  af  selve  den 
:r-ale  Axe  (ved  6  a)  og  af  Spændingerne,  men  den  Slags 
struktioner  virke  snarere  som  en  Bebyrdelse  af  Hukom- 
sen end  som  en  Lettelse  i  de  enkelte  Tilfælde,   hvor  man 

Brug  derfor. 

Hvis  man  kender  Tværsnittets  Hovedaxer,  gaar  man  ved 
Lstruktionen  ud  fra  dem  (Fig.  153,  PI.  17).  Punktet  T 
er  paa  Axen  2,  da  Centrifugalmomentet  er  Nul,  men  for- 
-gt  gaar  man  frem  som  ovenfor.  Imidlertid  kan  der  ved 
ilp  af  (8)  angives  en  simplere  Konstruktion  *)  for  dette 
iielle  Tilfælde  (Fig.  154,  PL  17).  Paa  Axen  1  afsættes 
==  OS,  paa  Axen  2:  Ii  =  OT;  en  vinkelret  i  S  paa  Axen 
k.ærer  Kraftlinien  OK  i  fi,  og  Stykket  SB  =  a  afsættes  ud 
en  vinkelret  paa  Axen  2  i  T,  altsaa  TC  =  a;  OC  er  da 
xen.     Thi : 

tg'/'=-^,  tgy cotroc 4' 

aa:  tgy.tg^  =« p. 

Naar  man  paa  den  Maade  har  fundet  u-Axen,  konstruerer 
n  Størrelsen  /'  i  (5  a)  ved  at  afsætte  TA  =  h  og  nedfælde 
i  vinkelrette  AN  paa  ii-Axen;  da  er  /'  «»  TN,  Rigtigheden 
af  indses  ved  Sammenligning  med  Fig.  153.  —  Da  Kraft- 
e  og  u-Axe  ere  konjugerede  Diametre  i  Inertiellipsen,  kunne 

ombyttes,  hvilket  ogsaa  fremgaar  af  Konstruktionerne  i 
;.  152  og  153;  det  samme  gælder  derfor  i  Fig.  154,  saa  man 
1  ligesaa  godt  begynde  med  at  oprejse  en  vinkelret  paa  OT 
^  og  afsætte  det  her  af  Kraftlinien  afskaame  Stykke  paa  en 
kelret  paa  OS  i  S,  Man  maa  kun  erindre  at  trække  disse 
kelrette  ud  fra  S  og  T  i  samme  Omløbsretning. 

Exempel  I  Fig.  155,  PI.  17,  er  undersøgt  et  Z-Profil, 
inet  af  en  Kropplade,  300.  lO"*™-,  og  af  to  Vinkeljærn, 
)  .80 .  lO"*""-.     Ved    Deling   i    Rektangler  findes  for  Axerne 

h  =  8900°°»\     ly  =  1320*^"-*,     Z^y  «=  2410<^°»*. 
Paa  {/-Axen  er  fra  Tyngdepunktet  O  afsat: 


')  Muller- Breslau :    Die   graphische   Statik   der   Baukonstruktionen ,   Bd.  I, 

Leipzig  1887,  S.  59. 
A.  Ostenfeld:   Teknisk  Eiasticitetslære.  7,^ 
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OH  =  4,     HY  =  1^,     HT  =  Z^, 

efter  Maalestokken  1™-  .^i  2000""',  og  Hjælpecirkleii  ertegMlli 

Man  skal  nu  finde  største  Fiberpaavirkning  fra  etMom(iil|' 

paa  2800  kg.  in.,  virkende  i   KrattUnien  OK.     Den  neutrale  Ase  f 

er  GN;  man  niaaler: 

TA'  =  i'  =  444()'""-', 
og  Afstanden  e  ud  til  de  yderste  Fibre  bliver  13' 
tegnet  op  i  Maalestokken  1 
ifølge  (ad),  idet  N  =  0: 

280000 .  13 


:5). 


(Profildet 
Fiberpaavirkningen  er 


:  820  kg./cm.'. 


4440 

Hvis  ON  var  Kraftlinien,  vilde  den  neutrale  Axe  blive 

og   man   vilde  have   /'  =  TK  =■  1400"""',   e  =  (i,o'"°;  idel  de 

yderste   Fibre  nu  -vi\de  finiies  ved  B.     Hvis   største  Spændinj 

ikke  niaatte  overskride  820  kg.ycm.',  kunde  der  da  kun  taals 

et  Moment  paa 

820.  1400         ,,,,„„,., 

fi--^-  =  nbOOOkg.  cm. 

Hvis  endelig  den  neutrale  Axe  drejede  sig  fra  OK  hen 
mod  r,  vilde  de  stærkest  paavirkede  Fibre  snart  findes  p>i 
Rundingen  ved  C.  Man  ser,  at  det  ved  et  Z-Profil  er  tenimelig 
vanskeligt  paa  Forhaand  at  afgøre,  hvor  de  stærkest  paavirkdle 
Fibre    lindes.    —    Fur    alle    Normalproliler    ere   Hovedaxernes 
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De  i  Fig.  15^  og  154  angivne  Konstruktioner  og  de  dertil 
r-ende  Beregninger  kunne  kun  bruges  til  at  undersøge,  hvor 
^xe  Spændingerne  i  et  forelagt  Profil  blive.  Hvis  Opgaven 
timod  er  en  Dimensionsbestemmelse ,  er  der  ikke  andet  at 
re  end  at  prøve  sig  frem,  —  altsaa  vælge  et  Profil  efter 
dste  Skøn,  og  hvis  Spændingen  bliver  for  stor,  gøre  Bereg- 
ugen  om.  En  mere  direkte  Løsning  af  Opgaver,  der  gaa  ud  paa 
mensionsbestemmelse ,  kan  faas  ved  Hjælp  af  Kærnen  eller 
-Fladen,  som  vi  skulle  se  i  næste  Paragraf,  men  der  er  rigtig- 
k  kun  vundet  noget  herved,  hvis  Kærne  eller  W-Flade  fore- 
:ge  tegnede  for  de  Profiler,  der  kan  være  Tale  om  at  benytte. 
>r  de  tyske  Normalprofiler  er  dette  i  det  mindste  endnu  ikke 
Ifældet,  saa  foreløbig  er  man  henvist  til  at  prøve  sig  frem. 

Den  her  udviklede  Beregning  gælder  selvfølgelig  kun  under 
>rudsætning  af  Hooke's  Lov.  Selv  om  man  imidlertid  har 
ed  et  Materiale,  f.  Ex.  Støbejærn,  at  gøre,  der  ikke  følger 
nne  Lov,  regner  man  i  Almindelighed  alligevel,  som  om  den 
aldt,  og  korrigerer  saa  blot  Resultatet  ved  en  Erfarings- 
^efficient.  For  Støbejærn  have  vi  saaledes  i  §  53  set,  at  man 
gner  den  tilladelige  Paavirkning  til  Bøjning,  r^,  betydelig 
arre  end  til  direkte  Træk,  r^  Naar  vi  nu  her  have  baade 
L  Normalkraft  og  et  bøjende  Moment,  kunne  vi  derfor  ikke 
rekte  addere  de  fra   hver  af  disse    hidrørende  Spændinger, 

en  vi  maa  (med  Betegnelsen  —  =  a)  sætte: 

N    .Me 

n  =  « .  ^  ±  -y- , 

ler  ,,  =  _  +  __._. 

Hvis  Normalkraften  er  et  Træk,  maa  man  altid  bruge 
sse  Formler;  er  N  et  Tryk,  maa  man  ogsaa  undersøge  største 
rykspænding. 

§  60.  Kærne,  W- Flade.  Naar  Nullinien  skærer  Tvær- 
littet,  have  Fibrene  paa  dens  to  Sider  Spændinger  med  mod- 
t  Fortegn;  paa  den  Side,  hvor  Kraftangrebspunktet  ligger, 
ive  Spændingerne  samme  Fortegn  som  Normalkraften  N. 
a  Angrebspunkt  og  Nullinie  svare  til  hinanden  som  Pol  og 

TI* 
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Antipolar,  vil  man  indse  følgende:  naar  Aiigrebspunktel  liggei 
uendelig  fjernt,  gaar  Nullinien  gennem  Tyngdepunktet  (ren 
Bøjning);  efterhaanden  som  Angrebspunktet  rj'kker  nærmere, 
flytter  Nullinien  længere  og  længere  bort.  og  naar  Angrebs- 
punktet fakler  i  Tyngdepunktet,  ligger  Nullinien  uendelig  Qeral 
(ren  Strækning  eller  Sammentrykning), 

Naar  Nullinien  ligger  helt  udenfor  Tværsnittet, 
Spændingerne  i  alle  Punkter  have  samme  Fortegn,  og  iletic 
vil  endnu  netop  være  Tilfældet,  naar  Nullinien  tangerer  Tv3?r- 
snittel.  Lader  man  Nullinien  rulle  paa  Tværsnittets  Omkreds, 
vil  Angrebspunktet  beskrive  en  lukket  Kurve;  det  af  denne 
indesluttede  Areal  kaldes  Tværsnittets  Kærne.  Saa  længe 
Angrebspunktet  befnider  sig  indenfor  Kærneomridset,  ville 
Spændingerne  i  alle  Fibre  have  samme  Fortegn. 

Bestemmelsen  af  Kærnen  for  et  givet  Tværsnit  adCeRl 
ifølge  den  givne  Definition  ved  at  konstniere  Angrebspunktenie 
svarende  til  en  Række  Tangenter  til  Tværsnittets  Kontur 
Nullinier;  ingen  af  de  anvendte  Tangenter  maa  skære  Tvæ^ 
snittet,  hvilket  maa  erindres,  naar  Konturen  har  en  Form  soæ 
i  Fig.  156,  PI.  17.  Ifølge  bekendte  Sætninger  oin  Pol  og  Polar 
kan  man  ogsaa  lade  Angrebspunktet  gennemløbe  T\'ærsnittels 
Omkreds  og  bestemme  de  tilsvarende  Nullinier,  som  da  ville 
indhylle  Kærnen. 

For  et  af  rette  Linier  begrænset  Profil  faas  Kærnen  ved 
at  bestemme  Angrebspunktet  for  hver  Side  i  Omkredsen  som 
Nullinie  —  hvorved  indadgaaende  Vinkler  springes  over 
forbinde  de  saaledes  fundne  Punkter  ved  rette  Linier;  thi  naar 
Nullinien  drejer  sig  fra  Stillingen  AB  til  BC  (Fig.  157,  PI.  171 
vil  Angrebspunktet  gennemløbe  den  til  B  svarende  Nullinie  i 
(Antipolar).  Eller  man  kan  bestemme  de  til  Omkredsens 
Vinkelspidser  A,  B . ..  som  Angrebspunkter  svarende  Nul- 
linier  a,  b  .  .  . 

Angaaende  Konstruktionen  af  Kærneomridset  er  der  ne 
intet  principielt  nyt  at  tilføje,  eftcrat  ^i  i  forrige  Paragraf  have 
vist  Konstruktionen  af  Nullinien.  Ved  den  praktiske  Udførelse 
af  Konstruktionen,  hvor  man  i  én  Figur  skal  finde  ea  hel 
Række  Nullinier  eller  Angrebspunkter,  gaar  man  bedsl  frem 
som  Aist  i  Fig.  158,  PI.  17,  hvor  Nullinien  aa  svarende  dl 
Angrebspunktet  A  er  konstrueret.  Man  begynder  med  at  kon- 
struere Tværsnittets  Hovedaxer   01    og   02   og   tegner  demiesl 
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ælpecirklen  med  Centrum  paa  02  og  bestemmer  T  ved 
r  =  II,  Kraftlinien  OA  trækkes,  og  ved  Korden  TN 
stemmes  Retningen  ON  af  Nullinien.  Man  mangler  nu  kun 
Punkt  af  aa,  og  det  bestemmes  saaledes:  Linien  AA'^01 
tragtet  som  Nullinie  har  ifølge  Sætningerne  om  Pol  og  Polar 
tilsvarende  Angrebspunkt  a  liggende  paa  02,  og  ifølge 
gning  (6  a)  i  forrige  Paragraf  haves : 

OA^  .Oa  «  — /i«; 

i  konstrueres  ved  en  retvinklet  Trekant,  hvori  Højden  er  U, 
Vi  skulle  nu  undersøge  Kærnen  for  nogle  specielle  Tvær- 

itsformer. 

Rektangel    (Fig.    159,    PL    18).      Hovedaxerne    ere    de   to 

mmetriaxer;      Kærnen    er    en    Rhombe.      Kærneradius    Oa 

stemmes  ved: 

OA.Oa  =  iV  =  ^^  =  tV^S 
:saa  Oa  =  ^  h,     Oai  =  J  b. 

Hvis   b  er  uendelig  stor,    bliver  Kærnen   en   rektangulær 

rimmel  af  Højde  ^  h  (vandret  Snit  i  en  Mur). 

Cirkel    Da  der  er  Symmetri  i  alle  Retninger,  bliver  Kærnen 

Cirkel.      Kaldes    den    forelagte    Cirkels    Radius   r,    bliver 

I* 
erneradius  =  —  =  i  r. 

l'formet  Tværsnit  (Fig.  160,  PI.  18).  Da  Kærnen  bestemmes 
d  at  finde  Kraftangrebspunkterne  for  det  omskrevne  Rekt- 
gels  Sider  som  Nullinier,  bliver  Kærnens  Form  den  samme 
m  for  et  Rektangel.  Kærneradiens  Størrelse  er  derimod 
turligvis  ikke  den  samme  som  for  Rektanglet;  den  bestemmes 
m  sædvanligt  ved: 

OA.Oa  «-  iiK 

Opg.  32.  Bestem  Kærnen  for  en  Trekant  (det  bliver  en  Trekant,  lige- 
anet  med  den  givne). 

Opg.  33.     Undersøg  Kærnens  Form  for  et  Vinkeljærn,  et  |~-  eller  Z-Jærn. 

Naar  et  vilkaarligt  Tværsnit  (Fig.  161,  PI.  18)  er  paavirket 
en  excentrisk  Normalkraft  N  med  Angrebspunkt  K,  haves 


1 


Spændingerne   bestemte  ved   Relationen   (5)  i  romge  Parajd    »* 
Specielt  ere  de  sterste  og  mindste  Spændinger; 

Disse  Udtn'k  kunne  skrives  simplere  ved  Anvenddsei 
Kærnen,  —  uden  at  det  dog  dermed  er  sagt,  ai  del  aWN  '^' 
være  simplere  at  anvende  denne  Oniskriviiing.  Idet  Krafflinia  "'■^ 
og  o'-Asen  ere  koiijugerede  Diametre  i  Tyngdepunktets  lieft 
ellipse,  vil  en  Tangent  til  Tværsnittets  Kontur  parallel  lufi 
n'-Axen  have  sin  Antipol  liggende  paa  Kraftlinien ;  altsaa  fu 
man  Kærnepunkterne  paa  OK  bestemte  som  Angrebspantø 
svarende  til  de  i  Fig.  161  punkterede  Tangenter  (:?t;  n 
som  Nullinier.     Ifølge  Ligning  (li)  i  forrige  Paragrar  haws  t 

hvor    /■'    betegner    Tværsnittets    Areal.      Naar    man    indfo« 
Betegnelserne 

A^  =  W,'    og    ^  —  Wt-, 

altsaa    taler   om     Modstandsmomenter    ogsaa    i    skævvinkle« 
Koordinater,  har  man  følgelig: 
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nalkraft  og  Moment  udtrykte  paa  samme  simple  Form 
Spændingen  fra  en  ren  Bøjning.  Da  man,  naar  Talen 
TI  en  Dimensionsbestemmelse,  ikke  kender  Kærnepunkterne 
t  begynde  med,  har  Formlen  ikke  stor  praktisk  Betydning 
:agen  i  ganske  specielle  Tilfælde  (Buekonstruktioner). 
Større  Betydning  har  den  i  (9)  udtrykte  Sætning,  navnlig 
det  Tilfælde,  at  Normalkraften  er  Nul.  I  saa  Fald  er 
ite  og  mindste  Spænding: 

Hvis  man  skal  bestemme  Dimensioner  af  en  Bjælke  af 
deligt  Jærn,  for  hvilket  den  tilladelige  Paavirkning  til  Træk 
Tryk  er  den  samme,  har  man  kun  at  sørge  for,  at  den 
lerisk  største  Spænding  ikke  overskrider  det  tilladelige,  r. 
les  den  mindste  Kærneradius  i  Kraftlinien  k(k  -=  ki<i  k^ 
k  =  kz  <.  ki)y  haves  altsaa: 


ken  Formel  kan  anvendes  til  Dimensionsbestemmelse,  hvis 
nen  for  de  Tværsnit,  som  der  kan  være  Tale  om  at  bruge, 
ligger  tegnet.  Naar  Kraftliniens  Retning  er  given,  kan  man 
igt  afgøre,  om  et  bestemt  Profil-Nummer  kan  bruges,  idet 
med  det  for  Profilet  gældende  F  beregner  det  nødvendige 
g  med  Passeren  undersøger,  om  k  har  den  nødvendige 
relse. 

Den  her  omtalte  Benyttelse  af  Kærnen  er  navnlig  iordel- 
;,  naar  man  har  at  gøre  med  en  variabel  Kraftlinieretning, 
3des  som  ved  Tagaase,  der  paavirkes  til  Bøjning  af  Tag- 
ædningens  Egenvægt  og  muligvis  tillige  af  Sne-  og  Vindtryk. 
Exempel.  For  et  Profil,  der  skal  anvendes  som  Aas  i  et 
^ærk,  skal  man  bestemme  den  gunstigste  Stilling*).  (Det 
dsættes  altsaa,  at  man  vil  anbringe  Profilet  i  denne  gunstigste 
ing  uden  Hensyn  til  Tagfladens  givne  Heldning).  Aasen 
3rsøges  for  Bøjning  af  følgende  Belastninger: 


Den    meddelte    Løsning    er   tilligemed    flere    andre    angivet    af  Lang    i 
Zeitschr.  d,  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  zu  Hannover,  1895.  S.  159. 
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Egenvægt  +  Soebyk ^  Pi- 

Egenvægt  +  Vindtiyk    —  ft, 

Egenvægt  +  Snelryk  +  Vindtryk    —  Pj. 

Hvis  største  Spændinger  i  alle  tre  Tilfælde  skulle 
lige  store,  maa  mindste  Kæmeradier  i  de  tre  Kraftlinieretn 
kl,  kt,  ks,  opfylde  Betingelsen: 

P,        ^  _  ^ 

k,^h~^   ki 

Dette  kan  i  Almindelighed  ikke  opnaas;  man  maa 
med  at  skaffe  to  af  Forholdene,  som  oftest  de  to  først< 
store  og  sørge  for,  at  det  tredie  bliver  mindre.  I  Fig. 
PI.  18,  er  O  Profilets  Tyngdepunkt,  Linierne  med  Skrå 
angive  den  Del  af  Kæmeomridset,  som  der  er  Bn: 
(Formen  af  Kærnen  er  sædvanlig\'is  saadan  for  de  almi 
anvendte  Profiler,  Z,  £,  J-Jærn  o.  1.).  Paa  et  Stykk 
kerpapir  afsættes  som  i  Fig.  162  b  P,,  P,  og  P^  i  de 
Retninger,  og  man  forskyder  Kalkerpapiret  med  denne 
ning  hen  over  Fig.  162a,  indtil  Pmikteme  P,  1  og  2  1 
Kæmeradius  OA  og  i  de  to  Kæme-Omridslinier;  hvis  Pi 
3  da  falder  indenfor  Kærnen  er  Opgaven  løst.  Naai 
nemlig  gennem  O  trækker  Paralleler  med  PI,  P2  og  P3 
man   Kæmeradieme  ki  -«  01',    kt  =  02'     k. 
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t  tilsvarende  Modstandsmoment.  Dette  er  ifølge  (9)  ligefrem 
oportionalt  med  Kærneradius  k  (lig  F .  /:),  saa  W-Fladen  er 
»edannet  med  Kærnen.  Hvis  denne  W-Flade  foreligger  ind- 
gnet  paa  de  Profiler,  der  kan  være  Tale  om  at  bruge,  faar 
an  derved  en  ganske  direkte  Dimensionsbestemmelse,  idet 
lan  med  Passeren  kan  finde  det  Profil,  for  hvilket  W  har 
3n  netop  nødvendige  Størrelse. 

§61.  Excentrisk  Tryk  uden  Trækmodstand.  Idet 
i  denne  §  altid  tænke  os,  at  Normalkraften  er  et  Tryk, 
Ile  vi  for  Nemheds  Skyld  regne  Trykspændinger  positive, 
tidersøgelserne  her  angaa  kun  saadanne  Materialer,  navnlig 
urværk,  som  man  slet  ikke  tør  byde  Trækspændinger.  Vi 
Lve  i  §  55  set,  at  Mørtels  Modstandsevne  mod  Træk  kun  er 
ige;  for  god  Cementmørtel  kan  man  dog  regne  1 — 3  kg. /cm.* 
m  tilladeligt  overfor  Træk,  naar  det  kun  kommer  an  paa 
ørtlen  selv,  men  i  Murværk  sætter  Adhæsionen  mellem  Sten 
;  Mørtel  en  endnu  lavere  Grænse,  saaledes  at  man  ofte  selv 
ed  Cementmørtel  ikke  tør  regne  med  Træk;  for  almindelig 
iftmørtel  gælder  dette  endnu  mere.  Hvis  nu  Spændingen  i 
.  eller  anden  Fuge,  beregnet  efter  de  ovenfor  udviklede 
)rmler,  bliver  Træk  i  den  ene  Side,  og  der  slet  ikke  er 
)gen  Modstandsevne  herimod,  vil  Følgen  blive,  at  Fugen 
iner  sig,  og  Kraften  virker  da  ikke  mere  paa  hele  Snittet, 
dette  Tilfælde  gælde  de  fundne  Formler  aabenbart  ikke  mere. 
Vi  begynde  med  at  betragte  et  Rektangel  (Fig.  163,  PI.  18), 
;r  er  paavirket  af  et  excentrisk  Tryk  N  i  Punktet  K  paa  en 
rmmetrilinie.  Ifølge  Formel  (1)  i  §  59  have  vi  da,  idet  Rekt- 
iglets  Modstandsmoment  er  J  &/i*,  de  største  Spændinger: 

^erste  Fortegn  gælder  for  Fibrene  AA,  nederste  for  BB. 
)ændingen  i  B  bliver  herefter  negativ  (d.  v.  s.  Træk),  hvis 
>  i  hy  hvilket  stemmer  med,  slI  K  i  saa  Fald  ligger  udenfor 
ternen.  (12)  kan  altsaa  for  de  her  undersøgte  Materialer  kun 
uges,  saalænge  /^  J  ft,  eller  med  andre  Ord  naar  Trykkets 
igrebspunkt  falder  indenfor  den  midterste  Trediedel  af  Rekt- 
Lglets    Højde.     For  />  -J  h    maa  der  udledes  en  ny  Formel. 
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Vi  forudsætte  lier  som  sædvanligt,  at  Tværsnittet  vedblitet 
at  være  plant,  og  at  Hoolte's  Lov  gælder;  Spændingerne  m 
da  fremstillede  som  Ordinater  til  en  ret  Linie,  men  nu  er 
den  Del  af  Tværsnittet,  der  ligger  mellem  den  foreløbig  ni* 
kendte  neutrale  Axe,  nn,  og  BB  upaavirket,  idet  Fugen  tænk« 
at  have  aabnet  sig  helt  ind  til  nn,  og  det  er  da  alene  Trjii- 
spændingerne  mellem  AA  og  nn,  der  skulle  holde  Ligeiijl 
mod  den  ydre  Kraft  N.  Hertil  fordres,  at  Summen  af  de  indrt 
Kræfter  adF  skal  være  lig  N,  og  at  Momentet  af  Kra'fterw 
GdF  skal  være  lig  N's  Moment,  hvilket  sidste  ogsaa  kan  uit 
trykkes  saaledes,  at  N  maa  gaa  gennem  Tyngdepunktet  i« 
den  i  Fig.  163  skraverede  Trekant,  der  fremstiller  Spsi- 
dingeme.  Heraf  følger,  at  nn  maa  hgge  i  Afstanden  3m 
AA,  naar  m  betegner- A"s  Afstand  fra  AA,  og  endvidere  al 


N  - 


eller 


:  3ni .  h.  ^a,, 


m  k 


hvorved  største  Spænding  a,  er  bestemt. 

Ligning  (13)  fremstiller  med  m  og  a,  som  variable  en  H; 
perbel    med    Asymptoten    ni   =  0.     (12)    og    (13)    give 
Spænding  for  m  =  J  h.     Naar  Angrebspunktet  begynder  med 
at   Ugge   i   Centrum   og  eflerhaanden  vandrer  udad,   faar  num 
følgende  sammenhørende  Værdier: 


bh 


'27;7;-*-/,7r-8 


hh 


bh  ' 


hh  ' 


Naar  m  er  lille,  vil  altsaa  en  ubetydelig  Variatioii 
grebspunktets  Beliggenhed  kunne  bevirke  en  stor  Tilvæxt  til 
Spændingen;  dette  er  Grunden  til,  at  det  ved  Dimensionering 
af  Murpiller  o,  1.  ikke  altid  er  tilstrækkeligt  at  sørge  for,  a* 
Ol  ikke  overskrider  den  tilladelige  Paavirkning,  men  at  man 
ofte  desuden  forlanger  en  vis  Sikkerhed  mod  Væltning  af 
Muren  som  et  Hele. 

Endvidere  er  der  her  igen  ligesom  i  §  33  en  Lejlighed  til 
at  se,  at  det  kan  være  ikke  blot  unyttigt,  men  endog  ligefrem 
skadeligt   at   forøge   Dimensionerne,   naar  Tilvæxten   anbringes 
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£1  urette  Sted.     For  et  centralt  paavirket  Rektangel  er  Fiber- 

N 
^virkningen    ^;   hvis  Angrebspunktet  bliver  liggende  i  Af- 

i.nden  ^ft.fra  Kanten  AA  (Fig.  163),  medens  h  faar  en  Til- 
^ni  X  (ReKlanglets  Højde  bliver  altsaa  ft  +  ^j  Excentriciteten 
=  \x\  faas  efter  (12)  Fiberpaavirkningen : 


N 

Ox   = 


b[h  +  x)\     '   ft-fx 

nu  bliver  Maximum  for  x  =  \h,  altsaa  netop  i  det  Øjeblik 
1-  Excentriciteten  er  bleven  \  af  det  nye  Rektangels  Højde, 
enne  største  Værdi  af  o    bliver: 

max.  (Ti  =  4  Y7-  . 

bti 

Lader  man  x  voxé  yderligere,  hører  (12)  op  at  gælde,  og 
a  man  saa  skal  beregne  Spændingen  efter  (13),  hvor  m  er 
onstant,  beholder  Oi  den  fundne  Maximumsstørrelse. 

Ligger  Trykkets  Angrebspunkt  ikke  i  en  Symmetrilinie 
>r  Rektanglet,  eller  er  det  en  anden  Tværsnitsform,  man  vil 
ehandle,  bliver  Opgaven  at  danne  en  Formel  analog  med  (13) 
lindre  let.  Vanskeligheden  ligger  navnlig  i,  at  Nulliniens 
.etning  ikke  er  bekendt,  og  Følgen  heraf  er,  at  man  som 
Rest  er  henvist  til  at  prøve  sig  frem.  Man  kan  da  gaa  den 
lodsatte  Vej,  forudsætte  Nullinien,  eller  dog  dens  Retning, 
ekendt  og  bestemme  det  tilsvarende  Angrebspunkt;  denne 
Opgave,  der  altid  kan  løses,  er  ganske  den  samme  som  den 
t  bestemme  Tiykcentret  for  en  i  Vand  nedsænket  plan  Flade, 
[vis  det  fundne  Angrebspunkt  falder  sammen  med  det  givne, 
'  Opgaven  løst,  ellers  maa  man  gøre  et  nyt  Forsøg.  Opgaver 
r  denne  Art  ere  behandlede  ad  Beregningens  Vej  af  Keck^ 
arkhausen  o.  a.  Her  skal  kun  anføres  nogle  Resultater  for 
1  Cirkel,  som  man  kan  faa  Brug  for  ved  Undersøgelse  af 
rkulære  Bropiller  o.  1.  Hvis  Angrebspunktet  ligger  indenfor 
ærnen,  haves  ligefrem  efter  Formel  (1),  §  59: 


Oi 


-M^iH)'  (") 


vis    Angrebspunktet  falder  udenfor  Kærnen,    i  Afstanden   m 


fra  Periferien,   og   man   ser   bort  fra  Trækspændinger,  ! 
A'ecA*)  følgende  Tilnærniefsesfomiel : 


o,  =  0,58 


tV2ri 


ved    hvilken    man    i    Almindelighed    finder  en    noget  forrf 
Spænding  (højst  ca.  9  "/o  for  stor). 

For   Cir/fe/rj'n^-Tværsnif  har  Keck  beregnet  Tabeller. 
Sammenligning  med  disse  linder  Huppner**).  at  man  kanbr 
følgende  Tilnærmelsesformler: 


,  iV    «- 


e  =  2/?. 


R  —  k'  J 


hvor  Ol  er  største  Trykspænding,  naar  der  ingen  Trækspml' 
dinger  forekommer,  e  er  Afstanden  fra  de  stærkest  trj'kkedfl 
Fibre  til  den  neutrale  Axe,  F  hele  Cirkelringeiis  Areal,  /( ydtti 
Radius,  k  Kærneraditis,  [  Excentriciteten.  Formlerne  f 
Virkeligheden  dem,  der  gælde  for  et  Rektangel  (13]  wd  I 
h  =  2R;  de  stemme  godt  med  Virkeligheden,  saalænge  e>il.l 
ellers  ikke.  Disse  Formler  kunne  iinde  Anvendelse  ved  Bf  | 
regning  af  Fabriksskorstene  o.  1.  og  kunne  ogsaa  godt  anvei 
for  ottekantet  j'dre  Begrænsning. 
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5t,  der  ligger  paa  samme  Side  af  nn  som  K.  Den  tredie 
^ægtsbetingelse  —  Momentligningen  med  Hensyn  til  en 
n  Axe  —  er  opfyldt  af  sig  selv,  hvis  den  antagne  Ret- 
af  Nullinien  er  rigtig,  (sammenlign  Ligning  (4)  i  §  59),  og 
forudsætte  vi  foreløbig.  Idet  Spændingen  er  proportional 
Afstanden  fra  den  neutrale  Axe,  kan  man  sætte  o  -^  C  ,x^ 
ved  Ligevægtsbetingelserne  blive: 


c\xdF  «  JV  og  C^x'dF  =  Nf, 


De  to  Integraler  betegne  det  statiske  Moment  og  Inerti- 
lentet  af  den  nyttige  Del  af  Tværsnittet  med  Hensyn  til 
inien,  og  med  Betegnelserne: 


man  da : 


S  =  [xdF,   I  =  [x^dF 


^         Nx        ^         I 

CiT   =  -^  og  /•  =  ^ 


Man   tegner   nu    en   Tovpolygon  til  Arealelementerne  dF, 

igtede    som    Kræfter,    parallele   med    nn.      For   at   udføre 

I  maa  man   som   sædvanligt  inddele  i  Strimler  af  endelig 

bedst   konstant)  Bredde;    Strimlernes   Højder  eller  en  vis 

:del  deraf  benyttes  som  Kraftstørrelser,  Poldistancen  er  h. 

Nulliniens  Beliggenhed  var  bekendt  {nn  i  Fig.  164),  vilde 

med  Figurens  Betegnelser  have   (a  er  den  Konstant,   der 

»mmer  Arealmaalestokken,  altsaa  den  konstante  Grundlinie 

Rektangler,  hvis  Højder  ere  benyttede  som  Kraftstørrelser) : 

S  =  a  .  ft  .  s,      /  =  2a  .  ft  .  F, 

F'    er   Arealet  mellem  Tovpolygonen,    Nullinien  og   den 
ingede  yderste  Side,  DB,     Ved  Indførelse  heraf  i  Udtrykket 
/ :  S  faas : 

C  er  det  Punkt  paa  Tovpolygonsiden  DB,  hvori  Trykkets 

ebspunkt  K  projiceres  ved  en  Linie  parallel  med  nn. 

Seh  om  man  nu  ikke  kender  Nulliniens  Beliggenhed,  kan 

dog  udføre  alle  de  beskrevne  Konstruktioner,  saa  snart 

har   valgt   dens  Retning;    Tovpolygonen,    Siden   DB   og 
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Punktet  C  ere  altsaa  bekendU",  og  man  kan  derfor  beslea« 
Punktet  A  af  Nullinien  ved  at  trække  en  Linie  CA  saaledo, 
at  der  dannes  en  Trekant  ABC,  hvis  Areal  er  lig  P,  Dg 
er  det  samme,  som  at  de  to  i  Fig.  164  skraverede  Areab 
skulle  være  lige  store.  —  Linien  CA  kan  saa  godt  som  M 
strax  trækkes  nøjagtigt  nok  paa  Øjemaal,  men  hvis  åt\  'Ait 
lykkes  at  faa  Arealerne  lige  store  ved  første  Forsøg,  kan  nia 
gaa  frem,  som  følger:  naar  CA'  er  den  først  trukne  Linie,  !*■ 
stemmes  Punktet  A  derved,  at 

/\CAA'  =  Ar.A-AE-  —  Ar.E'CD; 

omformes  dette  nemlig  til: 

Ar.A'AE-  —  ^CAA'  —  Ar.E'CD, 

og  adderes  paa  begge  Sider  ^  ECE',   vi!  Ligningen  nelop  ud- 
trykke, at  de  skraverede  Arealer  ere  Uge  store. 

Har  man  paa  denne  Maade  faaet  den  neutrale  A\e  bf- 
stemt,  findes  Spa;ndingerne  ved  Formlen  ovenfor;  stønit 
Spænding  bhver: 
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igelse,  som  ikke  blev  benyttet  ovenfor,  undersøge,  om  den 
:e    Retning    er   rigtig.     For   at   dette    skal   være  Tilfældet^ 

Resultanten  af  Kræfterne  odF  gaa  gennem  /f,  og  det 
Tsøges  ved  at  lade  Kræfterne  adF  =  CxdF  virke  i  en  vil- 
lig Retning  i  Tværsnittets  Plan,  blot  ikke  parallelt  med 
inien,  tegne  en  Tovpolygon  til  dem  og  derved  bestemme 
j  Resultant.  Som  Kraftstørrelser  kan  man  herved  benytte 
tykker,  som  den  først  tegnede  Tovpolygons  Sider  afskære 

Linien  AB  (Fig.  164),  da  disse  Stykker  ere   proportionale 

x.dF.  Denne  2den  Tovpolygon  er  ikke  tegnet  i  Fig.  164. 
Man  kan  dog  paa  Forhaand  sikre  sig,  at  den  antagne 
inieretning  ikke  er  ganske  umulig.  Tegner  man  nemlig 
^olygon,  der  omslutter  alle  Strimlerne  dFs  Tyngdepunkter^ 
a  er  bestemt  ved  de  yderste  af  disse,  saa  vil  Angrebs- 
itet  for  Resultanten  af  Spændingerne  adF  ligge  indenfor 
le  Polygon,  selv  om  nogle  af  Strimlerne  vise  sig  at  blive 
idingsløse,  og  K  skal  derfor  ogsaa  falde  indenfor  Polygonen. 
Da  Hooke's  Lov  ifølge  §  54  og  55  egentlig  ikke  kan  siges  ' 
elde  for  et  eneste  af  de  Materialer,  for  hvilke  Undersøgelsen 
har  Betydning,  skulle  vi  til  Slut,  navnlig  for  at  faa  et 
eb  om  den  begaaede  Fejls  Størrelse,  gennemføre  nogle 
gninger   med    den    parabolske   Arbejdslinie  a  =  ae  —  Bs^ 

Udgangspunkt. 

Tværsnittet  er  et  Rektangel,  Trykkets  Angrebspunkt  ligger 
en  Symmetrilinie;  der  bruges  de  samme  Betegnelser  som 
y.  163,  PI.  18,  kun  kaldes  her  Afstanden  fra  den  neutrale 
til  de  yderste  Fibre  e  (den  er  i  Fig.  163  lig  3m).  Idet 
nforandringerne  ogsaa  her  antages  proportionale  med  Af- 
lene  fra  den  »neutrale  Axe,  altsaa  €  =  cg,  har  man: 

ligevægtsbetingelserne  mellem  N  og  de  indre  Kræfter  blive: 
V  =  \odF  =  acbyydy  —  ficmydy  =  cbe^  (^a  —  l^cé), 

N(e  —  m)  =  [y.adF  =  acbXydy—  ^c^byy^dy 

=  cbe^  {^a  —  \pce). 


\) 
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Ved  Eliminatioii  af  N  findes: 

e 
og  ved  Indsættelse  heraf  i  den  første  Ligning: 

^  C.^(1-4C)  -  C,, 

idet  man  har  sat: 


bm '  a' 


1- 


,  C.  -  —C,  C,  =  —  C  (1  — 3C). 


Størrelserne  Ci  og  Ci  ere  rene  Tal,  uafhængige  af  Ma 
konstanterne  a  og  ^,  saa  der  kan  beregnes  en  Tabel  son 
staaende,  en  Gang  for  alle. 


T 

Cl 

C. 

0,333 
0,334 

0,000 

0.004 

0.000 
0,016 

■ 
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1         a*  1 

max  a  =  ace  —  /Sc'c*  =  —  Ci  -tt  (e Cie\ 

m         8  ^        m        ' 

F.  Ex.  for  den  af  Foppl  undersøgte  Granit  haves  (se  §  52) 

=  10^4,6,  /8  =  10«. 4,5,  altsaa  ^  =  470.     For  et   vandret 

p 

Lit  i  en  Mur  antages: 

iV  =  120*» ,    h  =  1"-,  m  =  0,4"  . 

JV     8 
Med  Enhederne  kg  og  cm  findes  da  t —    —==  0,064,  hvor- 

°  om    a* 

ifølge    Tabellen   svarer  —  =  0,3359,    e  =  119,1°°>-;    —  Ci 

0,00037,  max.  tf  =-  0,00037  .  470  .  113,86  =  19,8  kg./cm.^. 
?ter  Formel  (13)  ovenfor  —  under  Forudsætning  af  Hooke's 
DV  —  findes  max.  a  =  20  kg./cm.^. 

Paa  samme  Maade  findes  med  N  og  b  uforandrede: 

for  m  —  80    ««»• ,  13,33  <'°^- 
med  parabolsk  Arbejdslinie,     max.  a  =  10,2,       58,4, 
efter  (13)  max.  a  =  10,0,       60,0. 

Afvigelserne  mellem  de  her  fundne  Resultater  og  de  af 
3)  følgende  ere  altsaa  højst  ubetydelige,  hvilket  ogsaa  er 
Leget  naturligt,  da  Arbejdslinien  for  Tryk  er  en  meget  flad 
arabel.  Man  kan  følgelig  altid  regne  med  de  ved  Hooke's 
ov  udledede  Resultater. 

Opg.  34.  Undersøg  Fiberpaavirkniugen  (baade  under  Forudsætning  af 
"ækspændinger  og  uden  saadanne)  i  det  nederste,  Cirkelring-formede  Tvær- 
lit  af  en  SO«-  høj  Skorsten  med  indvendig  Diameter  0,8 "•  foroven, 
46"'  forneden  og  med  Murtykkelse  0,15™  foroven,  0,42™-  forneden.  Skor- 
enen indeholder  ialt  38  Cbm.  Murværk  (af  Vægtiylde  1,9).  Vindtrykket  er 
»O  kg./m.'^ ;  der  regnes  med  -^  af  Diametralsnittets  Areal  som  Vindflade, 
enyt  først  Tilnærmelsesformlerne,  og  undersøg  dernæst  Resultatets  Nøjagtig- 
3d  ved  den  grafiske  Konstruktion. 

§  62.  Monierkonstruktioner,  paavirkede  af  Mo- 
lent  og  Normalkraft.  Ligesom  i  §  56  tænke  vi  her  kun 
aa  Anvendelse  af  ét  Jærnnet.  Hvis  man  vilde  regne  med  en 
ontinuerlig  krum  Arbejdslinie  for  Betonen,  vilde  man,  som 
lan  let  overbeviser  sig  om,  ikke  kunne  bestemme  de 
jsulterende  Spændinger  ved  at  addere  de  fra  Momentet  for 
g  og  fra  Normalkraften  for  sig  hidrørende.     Naar  man  deri- 

A.  Ostenfeld:   Teknisk  Elasticitetslære.  ^"^ 
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mod  anvender  den  i  §  56  angivne  Tilnsermetsesmethode,  altai 
lader  Arbejdslinien  bestaa  at  to  rette  Linier,  kan  dette  lade 
sig  gøre,  saaledes  som  vist  i  Fig.  165,  PI.  18;  den  punkterak 
Linie  med  Ordinaterne  s  og  (  fremstiller  de  fra  Momentet  i 
alene  hidrørende  Spændinger,  Ordinaterne  mellem  den  paak- 
terede  og  den  fuldt  optrukne  Linie  de  fra  Normalkraftens 
(pr.  1'^"  Bredde]  alene  hidrørende.  Idet  s,  betegner  Tilvrilo 
til  Trykspændingen  s,  I,  og  r,  Formindskelserne  af  Trækspici- 
dingerne  /  og  r  i  Beton  og  Ja*rn,  og  idet  der  forevrigtid« 
falgende  bruges  de  samme  Betegneli^er  som  i  §  56.   har  mii: 


N  ^ 


s,. /i -(s, -/,){/. - 


kb]  +  F.r,. 


1    Stedet   herfor  kan   man    imidlertid    altid    nøjagtigt  nol 


antages   f.  Ex.  s  =  2( 

passe,  og  endvidere  (smlgn.  §  56): 


-  si.h;  (17) 

10,    hvilke    Værdier   ofle  villf 


Æ)  =  i/l  ('  —  7)  =  tl,3 
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Betontykkelsen  h  bestemmes  saaledes,  at  5  +  Si  =  30  kg./ 
1.*.  Hvorledes  man  bærer  sig  ad  hermed,  skulle  vi  senere 
►mme  tilbage  til. 

Jærntværsnittet  skal  bestemmes  paa  lignende  Maade  som 
§  56  for  Bjælker;  man  ser  altsaa  bort  fra  Trækspændinger 
Betonen  —  tænker  sig  en  Revne,  der  naar  helt  op  til  den 
jutrale  Axe  —  og  sørger  for,  at  Forholdet  mellem  den  totale 
ykspænding  i  Betonen  og  den  totale  Trækspænding  i  Jærnet 

iver  lig  Forholdet  mellem  Brudbelastningeme  1  —  I.     Naar 

ændingerne,  efterat  Revnen  paa  Træksiden  er  indtraadt,  he- 
gnes ved  mærkede  Bogstaver,  skal  man  altsaa  have: 

s'  +  Si'  1 


r  —  ri'  m  ' 

i  er  ri'  =  85i'  og  ifølge  Ligning  (13)  i  §  56 

irved : 

8(1— a)ft 


X*  = 


(8  +  /n)(l  +  ^)   ' 


Naar  dette  Udtryk  endelig  sættes  lig  den  ved  Ligning  (14) 
56  bestemte  Værdi  af  x\  faas: 


sa- 
ls+m) 


0  +  v)  ^ 


9  =   f ^^^~")    .-,, ^ .  (19). 

[m(7n  +  8)  +  (7n  +  8)«-^J(l4-^) 

Sætter  man  ligesom  i  §  56  m  =  ca.  14,3,  findes: 

80  (1 +  1,5  i,)  (1  +  ^) 
Heri  indgaa  Spændingerne    s/   og  s'  fra  N  og  M,   efterat 


Revnen    paa    Træksiden    er    indtraadt      s'    lindes    ved  (li) 
§  56,  s,'  af: 


N  - 


s,-  (.T' 


'{b']+F.r,- 


-  5i'x'(i  +  -|.^',')  +  aftiv:a 


hvor  6'  ^=  -^ .  x'  betegner  en  Størrelse  ganske  analog  meil  t 
i  Fig.  165.  Ved  den  førsle  Genneinregning  maa  man  skflniK 
Forholdet  —-;  man  kan  antage 


Si 


1,3.-^- 


og  man   maa   naturligvis   helst   benytte  den    laveste  Vn-rdi  fa 
ikke  at  finde  (p  for  lille. 

Til  Di  mension  »bestemmelsen  har  man  nu  Ligningerne  |1T|| 
{18),  (19a}  og  (20)  samt  fra  §  5«  Ligning  (10b)  med  tilhoradr 
Tabel,  (13),  (14)  og  (17);  disse  Ligninger  fra  §  5(i  gentages  her 

(106)  i  §  50:  M  =  slAs  +  «-^(l  -  n  — a)'V 
[13}  i  §5«:  r  =  8s'  .*" 
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Naar  vi  i  (19  a)  sætte  ^  =  1,3  .  —  =  0,55  og  a  =  1,5 «°»-, 

1  r;  n  anri 

=  j^  =  0,125,  findes  <p  =  ^^^  =  0,0039,  F  =  0,0468. 


om. 


Vi  vælge  herefter  som  Jærnindlæg  8°*"'  Rundjærn  i   10 
tand,  hvorved  F  =  0,05,  (p  =  0,0042,  og  kunne  saa  skride 
den  nøjagtigere  Gennemregning. 

Vi  begynde  med  at  finde  s  af  (106)  i  §  56;  idet  s  omtrent 
lig  20  og  9)  =  0,0042,  faas  af  den  til  (106)  hørende  Tabel 
I  Interpolation:  n  =  0,472,  S  =  0,141,  hvorefter  (106)  giver: 

450  =  s .  12*  (0,141  +  0,012),  s  =  20,5. 

Af  (17)  findes  nøjagtigt:  Si  =  ^^^  =  8,4,  altsaa  er  s-^-Si 
28,9  kg./cm.2;  Betontykkelsen  12  *'™-  kan  følgelig  fastslaas. 
For  dernæst  at  undersøge,  om  Jærnindlæget  er  tilstrække- 
,  maa  vi  beregne  s'  og  Si.    Af  (14)  i  §  56  findes: 


-  -  0-*  (V' + ^  -  o = ^-^ 


cm. 


Af  (13)  i  §56: 

r'  =  8s'  ^^~ot~^'^  =  25,2  .  s', 

2,5 

orefter  (17)  i  §  56  giver: 

450  =  2,08  s' +  0,05  .  25,2  .  8  .  s'  =  12,16«', 

s'  =  37,  r'  =  932. 

Endelig  giver  (20): 


100 


«  2,5s,'  (l  ^l%)  +  0M% 


oraf  man  ved  at  prøve  sig  frem  finder  Si    =  26. 

s '         26 
Nu  har  man  "V  =  o^  =  0,7,    medens    der   ovenfor   reg- 

s  ol 

des  0,55;  (19  a)  maa  derfor  nu  give  et  mindre  ep  end  før, 
i  man  kan  bruge  de  valgte  Jærndimensioner.  Der  er  neppe 
gen   Grund  til  at  prøve,  om   man  kan   nøjes  med  mindre. 


II.    Paavirkning  ved  Normalspændinger  alene  under 
Hensyn  til  Nedbøjningerne. 

{5  6;i  Ideale  Søjler.  Har  man  en  Søjle,  d.  v 
prismatisk  Legeme,  hvis  Længde  er  betydelig  i  Forhnld  lil 
Tværsnitsdinieiisionerne,  og  som  paavirkes  til  Tryk 
Længderetning,  saa  ville  de  tidligere  udviklede  Formler  (of 
direkte  Sammentrykning  ikke  va're  tilstrækkelige  til  Dimffl- 
sioneringen,  idel  der  nemlig  optrseder  el  nyt  Moment,  Tilbajf- 
lighed  lil  Udbøjning  til  Siden.  Det  indses  let,  at  en  saadan 
Bøjning,  hvis  den  indtræder,  kan  blive  langt  farligere  fnJ 
Sammentrykningen.  Vi  ville  foreløbig  betragte  en  ideal  Sa/fc 
af  en  saadan  kræves,  af  Axen  er  fuldstændig  retlinet,  at  Trvt 
ket  virker  fuldkommen  ceniralt  og  i  Axens  Retning,  og  'I 
dens  Materiale  er  fuldkommen  homogent.  Endvidere  lilleii 
forudsætte  Søjlen  sinipell  understøllet  i  begge  Ender;  Endf 
punkterne  ere  da  bundne  til  at  blive  i  den  rette  Linie,  da 
forbinder  dem,  men  Tangenterne  til  Axen  i  disse  Puntttf 
kunne  dreje  sig  frit. 

Idet  den  sammentrykkende  Kraft  er  P,  Søjlens  Tvsrsnils- 
areal  /■',  har  man,  naar  ingen  Bøjning  indtræder,  SpæniUi^ 
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rdinaterne    y   er   imidlertid  saa  ringe,    at  vi  kunne  se  bort 
jrfra.     I  saa  Fald  er  den  elastiske  Linies  Differentialligning: 

cPy  _  _Py, 
dx^  El ' 

3t  negative  Fortegn  hidrører  fra,   at  Konkaviteten,  hyis  y  er 
)sitiv,  vender  mod  de  negative  i/'er. 

Denne   homogene    og   lineære    Differentialligning  af  2den 
rden  integreres  ved  Substitutionen  y  =  c"^,  hvorved  findes 

efter  Omskrivning  til  trigonometriske  Funktioner  bliver  den 
imitive  Ligning: 


y  =  Csin  f^^.x  +  ^cos  \  ^^r'^' 

hl  hl 

mstanterne  C  og  D  skulle  bestemmes  ved,  åt  x  =  O  giver 
=  O,  hvorved  D  =  O,  og  ved  at  a:  «s  /  ligeledes  giver 
s=  O  (der  er  herved  set  bort  fra  Længdeforskellen  mellem 
le  og  Korde);  dette  giver: 

C  sin  V^-  .  /  =  O, 
hl 

tn  tilfredsstilles  ved  C  =  O,  hvorved  den  elastiske  Linies 
gning  bliver  y  =  0;  den  ideale  Søjle  kan  altsaa  holde  sig 
*ejet  for  en  hvilken  som  helst  Kraft.  Hermed  er  der  imid- 
"tid  ikke  sagt  noget  om,  at  der  ikke  kan  existere  nogen  Lige- 
^gtsstilling  i  bøjet  Tilstand,  hvis  en  Bøjning  muligvis  paa 
•und  af  en  eller  anden  ydre  Paavirkning  er  indtraadt;  selv 
n  Søjlen  kan  blive  ved  at  holde  sig  retlinet,  er  det  derfor 
ke  givet,  at  den  af  sig  selv  vil  gaa  tilbage  til  den  retlinede 
illing,  hvis  den  en  Gang  er  ført  noget  bort  fra  den.  Vi  maa 
irfor  undersøge,  om  P  ikke  kan  have  en  saadan  Værdi,  at 
in  kan  forhindre  Søjlen  i  at  rette  sig  tid  igen,  naar  en  Bøj- 
ng  er  indtraadt. 

-p-j .  I  lade  vi  P  voxe  jævnt  fra 
ul;   hvis    vi    forudsætte    C   forskellig  fra  Nul,    altsaa  Søjlen 
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bøjet  ud,   kan  K  ikke  blive  Nul  for  mindre  Vicrdier  af  P  rad 

der  kan  altsaa,  naar  P  <  Ps,  ikke  være  Ligevægt  paa  ank 
Maade,  end  ved  at  C  =  O,  d.  v.  s.  naar  P<zPs,  vil  Søjte/isf 
sig  selD  rette  sig  ud.  Hvis  derimod  P  =  Pe,  vil  Belingelsæ 
K  =  O  være  opfyldt,  og  den  elastiske  Linies  Ligning  bliver: 


y  ■- 


I  ' 


Ligningen  indeholder  endnu  den  arbitrære  Konstant  C 
og  man  ser,  al  C  angiver  Størrelsen  af  Bøjnings  pil  en  pas 
Midten;  man  kommer  her\ed  til  det  mærkelige  Resultat,  al 
der  kan  være  Ligevægt  i  en  hvilken  som  helsl  Slilling,  for  fn 
hvilken  som  helst  Røjningspil,  naar  P ^- P^.  Man  niaa  nuvel 
erindre,  at  hele  den  foregaaentie  Udvikling  kun  gælder,  saa- 
længe  Proportionalifetsgra?nsen  ikke  er  overskredet,  saa  man 
kun  direkte  kan  slutte,  at  P  ^  Pt:  kan  liolde  Ligevægt  mod 
en  h\'ilken  som  helst  Nedbejning  indenfor  Proportionalilels- 
grænsen;  naar  P=  Pe,  inaa  man  altsaa  være  forberedt  pal 
Muligheden  af  en  Nedbøjning,  hvorved  i  alt  Fald  Proportio- 
nal itelsgnensen  naas.     Hvis  denne  overskrides,  er  E  kun  kon- 
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S70r  n  betegner  et  vilkaarligt  helt  Tal.  Den  elastiske  Linies 
igning  bliver  herved: 

1/  ==  Csm  -Y  .  x^ 

er   fremstiller   en    Sinusoide    med  n  Bugter.     Imidlertid  kan 

i.an  ikke  gaa  ud  fra,  at  Søjlen  skal  kunne  modstaa  en  større 

Ixaft  end  Pe,  hvis  der  ikke  foreligger  nogen  ydre  Anledning 

1        2 
1,  at  Punkterne  re  =  —  /,  —  /  .  .  .   af  Søjlens  Midtlinie  blive 

ggende  paa  y-Axen,  og  da  vi  her  kun  have  forudsat  en 
Lmpel  Understøtning  ved  hver  Ende,  men  ingen  Mellemunder- 
tøtninger,  maa  vi  blive  staaende  ved -Grænseværdien  P^. 

De  nu  fundne  Resultater  for  den  ideale  Søjle  kunne 
ammenfattes  saaledes:  saalænge  P<CPej  er  der  stabil  Lige- 
tjegt  i  den  retlinede  Stilling;  naar  P  =  Pe,  er  der  ligegyldig 
dgevægt  med  enhver  Udbøjning,  og  naar  P  >  P^,  er  der  ustadig 
dgevægt  i  den  retlinede  Stilling,  og  en  tilfældig  opstaaet  Ned- 
øjning  vil  vedblive  at  voxe,  indtil  Brud  indtræder. 

Formlen  for  Grænseværdien  P^  er  allerede  angivet  i  Aaret 
757  af  Euler  og  benævnes  almindeligt  efter  ham.  Skønt  den 
laledes  er  en  af  de  ældste  af  alle  vore  Formler  i  Elasticitets- 
eren,  er  der  næppe  nogen  anden,  der  har  været  Genstand 
)r  saa  megen  Tvivl  og  Modsigelse  i  Tidens  Løb,  og  det  er 
jentlig  først  i  den  sidste  halve  Snes  Aar,  at  den  navnlig  ved 
auschingers  og  Tetmajers  Experimenter,  som  vi  nedenfor 
tulle  omtale  nærmere,  er  kommen  rigtig  til  Ære  og  Værdig- 
ed. Grunden  til  den  ringe  Tiltro,  den  tidligere  har  nydt,  er 
els  den  rent  praktiske,  at  Formlen  ikke  giver  nogen  som 
elst  Oplysning  om,  hvilken  Fiberpaavirkning  Materialet  er 
dsat  for,  og  man  var  nu  en  Gang  vant  til  at  bedømme  en 
"onstruktions  Sikkerhed  efter  Spændingens  Størrelse;  dels 
fuies  det  heller  ikke  bekræftet  af  Erfaringen,  at  der  for 
'  =  Pe  virkelig  var  ligegyldig  Ligevægt,  som  ovenfor  udviklet, 
g  selve  dette  Resultat  er  ganske  vist  saa  mærkeligt,  at  Tvivl 
m  Rigtigheden  er  naturlig  nok.  En  direkte  Eftervisning  af 
en  ligegyldige  Ligevægts  Existens  ved  Forsøg  vilde  naturlig- 
is  være  meget  vanskelig,  fordi  det  næsten  er  umuligt  at 
Dmnie  til  at  experimentere  med  en  fuldtud  »ideal«  Søjle,  og 
srtil  kommer  saa  den  uheldige  Omstændighed,  at  Formlen 


ikke  er  slet  saa  ideal  som  den  Søjle,  for  hvilken  den  sH 
gælde.  Ved  Udledelsen  ovenfor  have  \i  gjort  Brug  af&f 
skellige  Tilnærmelser,  og  Formlen  selv  kan  saa  selvfølgelij 
ogsaa  kun  blive  en  Tilnærmelse:  nu,  men  ogsaa  først  nu  ide 
sidste  Aar,  er  det  ved  Forsøg  bleven  paavist,  at  den  virkelij 
er  en  ligesaa  god  Tilnærmelse  som  de  Heste  af  vore  anik  s 
Formler,  der  ogsaa  ere  bundne  til  forskellige  indskra'nkendl  U 
Forudsætninger.  Men  man  har  ikke  altid  erindret  devedUJ 
ledelsen  indførte  Tilnærmelser  og  den  deraf  betingede  fiy% 
hedsgrænse  for  Formlen,  og  man  er  derved  kommen 
bedømme  den  forkert. 

De  Tilnærmelser,  vi  ovenfor  have  tilladt  os,  ere  følgenik; 

')  Der  er  set  bort  -fra  Forkortelsen,  der  hidrører  fra  itn 
direkte  Sammentiykning;  dette  er  mindre  væsentligt. 

')  Der  er  gjort  alle  de  samme  Forudsætninger  som  itJ 
Behandlingen  af  Bøjning  i  §  24  o.  f.  (opregnede  i  §  35}.  o( 
den  vigtigste  af  dem  er,  at  Nerihøjningerne  ere  betragtede  som 

dh 

saa  smaa  Størrelser,  at  man  har  kunnet  sætte  p  =  I:,-. 

'  "^  ar 

')  Ved  Konstantbestemmelsen  ere  Buelængde  og  KQ^1^ 
længde  regnede  lige  store. 

Af  disse  Forudsætninger  følger  tydeligt  nok,  at  Eulen 
Formel  kun  kan  gælde,  saa  længe  Nedbøj iiingerne  ere  sraaUi 
men  hvis  dette  er  Tilfældet,  og  navnlig  hvis  Buelæiigdf  Oj 
Korde  kunne  sættes  lige  store,  er  Resultatet  angaaende  d«" 
ligegyldige  Ligeva'gt  ogsaa  let  forstaaeligt.  Nedbøjningen  *' 
en  Bjælke  er  nemlig,  som  bekendt,  proportional  med  Momenl- 
fladens  Moment,  og  da  Momentet  her  er  lig  P.g,  isiåix 
Momentkurven  og  den  elastiske  Linie  sammen.    De  forskellige 

elastiske  Linier  have  ifølge  Ligningen  y  ^  C  sin  -=-  .  x  propot- 1 

tionale  Ordinater,  og  hvis  Nedbøjni ugerne  alle  blive  multipli- 1 
cerede  med  /.-.  ville  ogsaa  Momenterne  Pg  og  Momentfladens  j 
Moment  blive  nmltipticerede  med  k\  var  der  Ligevægt  fer,  \il  I 
der  da  ogsaa   være   det  i   den   nye   Stilling.     Vi    have  ogsaa  i 

7,  Slutningen,  set,  at  naar  Belastningskurven  er  en  Sinusoide,  I 
falder  den   tilsvarende  Tovpolygon   sammen   med    Belastnings- 
I    kurven;  lierved  er  ganske  det  samme  udtiykt. 

Vi  ville  nu  vise,   hvorledes  Beregningen   kan  genneiuliBW| 
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den  alle  disse  Tilnærmelser.    Den  nøjagtige  Differentialligning 
►r  Søjlens  elastiske  Linie  er: 

—  -  -Pu  -  EI^ 

3t  (f  betegner  Tangentvinklen  i  det  vilkaarlige  Punkt  (x,  g), 
d  Differentiation  heraf  og  Indførelse  af  den  kortere  Betegnelse 

=  — ^  faas: 

dy  .  d^(p 

Yed  Multiplikation  med  2d(p  og  Integration: 

2  cos  9  =  a«  (5)  V  c. 

I  Punktet  A  (Fig.  167,  PI.  18)  er  9  =  9)0  og  endvidere 
==    O,     altsaa    ifølge    den     oprindelige    Differentialligning: 

-  =  -/^  =  O,  hvorved  C  bestemmes;  man  faar: 
ds 

2  (cos  9  —  cos  90)  =  a^  y^-j  ,  (a). 

,  .              '    ^n       da>               P  u 

ved  Igen  at  indføre  -p   =   —  pf  -  U  =" 2  • 

y*  =  2a^(cos9p — cosyo), 


y  =  1/2  .  a  j/cos  9  —  cos  90.  ^fe^. 

Største  Nedbøjning  f  svarer  til  9  =  O  og  er  derfor: 

f  =  V2  .a  Vi  —  cos  9o  =  2a  sin  |^  90.  (c). 

Heri  er  90  endnu  ubekendt;    den  skal  bestemmes  derved, 

Længden  af  Buen  AB  (Fig.  167)  skal  være  lig  Søjlens  op- 

Pl 
delige  Længde  /  -r-  Forkortelsen    -=rp,    paa    Grund    af    den 

ekte  Sammentrykning.     Vi  indføre  Betegnelsen: 

^'  -  '      EF- 


Til  Bestemmelse  af  Biielængden  haves  Differentialligningen 
(a)^  der  giver: 


dtf 


1/2   Vcos  y  —  cos  9)0 

idel  der  er  sat  negativt  Fortegn,  fordi  (Fig.  167)  t 
voxende  s.     Dette  førtr  til: 


aRager  rad 


— L 


n  Y' 


cos  tp  —  cos  <pi, 


-C 


V2.  Jo    Vcosy— COSfi 

Integralet  her  er  del  samme  elliptiske  Integral,  som  om 
f.  Ex.  træller  paa  ved  Undersøgelsen  af  det  mathematiske  Pendul 
det  behandles  sædvanlig\'is  ved  en  Omskrivning  og  R!ekk6 
udvikling*),  hvorved  man  omsider  linder; 


/, 


TT.n    1  + 


■  I  ' 


For  at   faa   et   simplere  Udtryk   at  regne  videre  med  vill( 
vi   for  sin  ~  indføre  Rækkeudviklingen 


naar  4de  og  højere  Poteni 
er  altsaa  langt  nøjagligere 


d 
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For  P  =  er  /■  =  O,  og  for  mindre  Værdier  af  P  er 

laginær;  dette  stemmer  altsaa  med  Udviklingen  ovenfor,  hvor- 

fandtes,   at  der  ingen  Bøjning  indtræder  for  P  <  Pe\    her 

ilot  li  traadt  i  Stedet  for  Z.     Derimod  er  der  ikke  ligegyldig 

ivægt  for  P  =  P^;   Nedbøjningen  er  i  dette  Øjeblik  endnu 

.    For  P>  Pe  svarer  der  endelig  ifølge  (e)  til  hver  Værdi  af  P 

P       Pfe 
bestemt  Værdi  af  f,  og  altsaa  ifølge  Formlen  o  =  -=r-\ — jr 

bestemt  Fiber paavirkning.  Imidlertid  voxer  o  i  den  Grad 
tigt  med  P,  at  der  kun  skal  en  højst  ubetydelig  Overskridelse 
Pe  til  for  at  frembringe  Brud,  og  heri  ligger  Grunden  til,  at 

maa  betegnes  som  en  tilstrækkelig  god  Tilnærmelse  at 
agte  Pe  som  en  Grænseværdi  for  Søjlens  Bæreevne, 

Tages  f.  Ex.  en  massiv,  cirkulær  Smedejærnssøjle  med 
meter  5»,  F  =  19,635«"',  /  =  30,68<»°»*,  I  =  200°",  saa  er: 

3,1416« .  2000000  .  30,68         , , ,  ,^ , 
^^  =  40000 =  ^^^^^^8- 

liver  lig  199,92°"-,  saa  det  indses,  at  man  meget  godt  kan 
te  /i  =  Z,   hvilket  gøres  ved  den  følgende  Beregning  efter 
mel  (e). 
Vi  sætte  nu  P  =  Pe-\-  5  kg.  =  15145  kg.  og  finde  hermed: 

§  =  405(1,5021,    —   V5  =  4052,1627, 

P  7t  P 


cro 


•aa :  /"  =  4  .  V'0,6606  ==  3,24 

Fiberpaavirkningen  bliver: 

0  =  ^  +  ^  =  770  +  4000  =  4770  kg./cmA 

Naturligvis  gælde  Formlerne  kun  til  Proportionalitets- 
msen,  saa  den  fundne  Værdi  af  a  er  ikke  rigtig,  undtagen 
aske  hvis  Materialet  er  meget  haardt  Staal.  Men  Exemplet 
ir  tydeligt  nok:  for  P  «.  P^  er  Søjlen  retlinet  og  <y  =-=  770, 
n  ved  en  Tilvæxt  af  kun  5  kg.  til  Kraften  bøjer  Søjlen  sig 
rkt  ud  til  Siden,  og  hvis  vi  forudsætte  almindeligt  blødt 
al,  bliver  Proportionalitetsgrænsen  langt  overskredet  og 
aske  endog  Brudgrænsen  naaet. 


Ved  den  gennemførte  nøjagtigere  Undersøgelse*) 
kuu  brugt  følgende  Tilnærmelser:  der  er  set  bort  fra  ?ix- 
skydningsspændingeme,  som  dog  kun  hlive  højst  ubetj*il% 
og  4de  og  højere  Potenser  af  Tangent\inklen  ere  bortkaslelt; 
og  Resuhatet  er,  at  Enlers  Formel  i  all  oæsentligt  er  riijSj, 
knn  ikke  med  Hensyn  til  den  ligegyldige  Ligeuægt  for  P  =  h 

Efter  det  nu  viste  kan  Bæreevnen   —   d.  v.  s,  BmdbelMt 
ningen;    der  tales   her  ikke   nm   den  tilladeUge   Belastning 
for  en  ideal  Søjle  bestemmes  ved  Eulers  Formel: 


["El 


samt  ved: 


(!?    m 

lini 


*i 


P  s  Pu  —  ■ 

''-"J'. 

hvor  Og  betegner    Brudbelastningen    for   direkte  Trj'k,  entm 
man  nu  derved  vil  forstaa  Flydegrænsen  eller  en  noget  højw 
Værdi.     Ved  Sejler  er  der  forøvrigt,   naar  vi  et  Øjeblik  lads 
paa  virkelige   (ikke   ideale)  Søjler,   særlig  Grnnd  til  at  betragte 
Flydegrænsen  som  Brudgrænse;     thi  man  kan  gaa  utl  fra,  at  1 1 
Materialet  ikke  er  saa  homogent,  at  Flydegrænsen  naas  i  sammiil 
Øjeblik  for  alle  Punkter  af  Tværsnittet;  og  naar  FI ydcgræiLseJ |i^ 
overskrides  først  for  nogle  enkelte  Fibre,  vil  den  stærke  Fonti-  L( 
forandring  her  bevirke,   at  Søjlen   strax   bøjer  sig  ud  og  ff^H 
efter.  —   De  to   Formler  (21)  og  (22)   maa   anvendes  sainlidij; 
ved  (21)  sikrer  man  sig,  at  der  ikke  finder  nogen  Bøjning  Stci 
ved  (22),  at  Materialet  ikke  knuses. 

•)  Denne  Undersøgelse  er  allerede  geunemrørt  af  Lagrangc  i  1770— "Sil'' 
TodhanUr:  A  hislory  of  ctatlicilg  elc,  from  Galilei  lo  the  prarBlSo'- 
1893)  og  lindes  i  de  fleste  lidt  mere  omfattende  Larebogc 
de  noget  ældre  (Clehsch:  Thearie  der  Elatlicitål  fester  KOrper,  Leip* 
1862,  Grashnf:  Faligkeilslehre,  Berlin.  186fi,  Hrcsse:  Colin  de  mfowij« 
appliqaée,  Paris,  1859 — 60,  Flfimant:  Réaislance  dei  matériaiix,  iw* 
1880,  o.  fl,).  Udviklingen  er  i  Tidens  Leb  bleven  simplificeret  b^ 
ligt  (ved  FremstUlingen  her  er  navnlig  heuyttet  en  Artikkei  af  Cal%i»' 
i  Ann.  des  ponit  et  ehaiissées,  1889,  I,  S.  98  og  Flainanl's  ovemuw'' 
Værk),  men  at  Resultaterne  endnu  langt  fra  ere  gaaedi 
almindelige  Bevidsthed  ses  hedst  af  de  ikke  faa  i  den  Reluing  pegn'' 
theoretiske  Betragtninger,  der  fremkomme  i  Tidsskritlcrue  (f.  Ei  fri* 
senere  Aar  af  fl.  Bredt  i  Zeilschr.  des  Vcreins  dealscber  Jng.,  iWi 
Zichetzsche,  ibld.  1395);  for  nylig  er  den  nøjagtigere  Beregning 
fremkommen  i  amerlltanske  Tidsskrifter,  og  som  det  synes,  joi 
ganske  original  OpHndelse  (Wm.  Cain  i  Trant.  A.  S.  C.  E.  1897,  S,  <*_ 
Henri/   S,  Prichard  i  Eng.  News,  May  6,  1897). 
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Naar  man  skriver  (21)  saaledes: 

Pe  Tt'E 

Oe c^  =  7-TT2 '  (21  «)• 


(i)' 


>r  i  er  mindste  Inertiradius  for  Søjlens  Tværsnit,  har  man 
Bestemmelse  af  Bæreevnen,  at  Piberpaavirkningen  i  Søjlen 
irken  maa  overskride  Ce  eller  Ob-     Størrelsen  af  Oe  er  af- 

ngig  af  -r- ;  i  Fig.  168,  PI.  18,  er  vist  en  grafisk  Fremstilling 

den  ideale  Søjles  Bæreevne,  idet  Spændingerne  ere  afsatte 

n  Ordinater,  — ^  som  Abscisser,  hvorved  den  fuldt  optrukne 

ile  ABCD  er  fremkommen.  Paa  Stykket  AB  er  det  den 
ekte  Sammentrykning,  der  er  farligst,  paa  Stykket  ED  er 
"imod  Oe  bestemmende.  BCD  er  en  hyperbolsk  Kurve  med 
5ge   Axer    som    Asymptoter;     den    nærmer    sig   stærkest  til 

-Axen.     Kurven  BCD  gælder,   som  ovenfor  bemærket,   kun 

ienfof  Proportionalitetsgrænsen  Op;  Stykket  BC  skulde  derfor 
intlig  erstattes  med  en  anden  Kurve. 

§  64.  Praktiske  Søjler.  En  Søjle  i  praktisk  Forstand 
r  ikke  de  hidtil  forudsatte  Egenskaber.  Det  er  i  Alminde- 
hed temmelig  umuligt  at  sørge  for,  at  Kraften  virker  ganske 
ntralt  og  parallelt  med  Axen,  og  at  Axen  er  fuldstændig 
:linet,  men  selv  om  man  ved  overordentlig  Omhyggelighed 
r  opnaaet  dett«,  vil  Materialet  saa  godt  som  aldrig  være 
Idstændig  homogent*). 

De  forskellige  opregnede  Mangler  føre  til  de  samme  Slut- 
ngsresultater,  saa  man  kan  nøjes  med  nærmere  at  undersøge 
flgerne  af  en  enkelt  af  dem  og  dog  betragte  en  saadan  Under- 
gelse  som  almengyldig  for  en  praktisk  Søjle,  Hvis  saaledes 
forskellige  Elementer  af  en  Søjles  Tværsnit  have  forskellig 
asticitetskoefficient  og  Forkortelsen  dog  er  lige  stor  i  alle 
mkter,  saa  vil  den  Kraft,  der  optages  af  de  forskellige  Ele- 
enter,  ifølge   Ligningen:   o  =  Es,    hvor  €  er  konstant,    ikke 


♦)  Sammenlign    Angivelserne    for   Jærn   i    §  43    angaaende    de   forskellige 
elastiske  Egenskabers  Variation. 


være  deo  samme,  og  Resultanten  af  alle  de  indre  Kn 
kommer  derfor  ikke  til  al  virke  i  Tyngdepunktet;  Mangel 
Homogenitet  og  excentrisk  Paavirkning  ere  altsaa  ensbetydi 
og  paa  samme  Maade  gaar  det  med  en  oprindelig  Mi 
linethed. 
r""^  ~  Vi  betragte  en  praktisk  Søjle  med  en  oprindel^  N( 
I  ning  fa  og  antage,  at  den  under  Paavirkning  af  Kraften : 
.  en  elastisk  Nedbøjning  f  (Fig.  169a,  PI.  18);  ligesom  it 
§  forudsættes  Søjlen  foreløbig  simpelt  understøttet  i 
Ender.  Den  elastiske  Nedbøjning  er  proportional  me 
mentfladens  Moment,  men  nu  falde  Nedbøj  ningslinie  (d( 
stiske)  og  Momentkurve  ikke  mere  sammen  saaledes  so 
den  ideale  Søjle;  de  elastiske  Nedbøjninger  maales  i 
Kurverne  AEB  og  ADB,  Momenterne  ere  lig  Ordin 
mellem  Axen  ACB  og  Kurven  ADB,  multiplicerede  r 
Naar  det  Moment  af  Momentfladen  (for  P  =  1},  der  gi 
Nedbøjningen  paa  Midten,  kaldes  Mi,  haves  for  den  pri 
Søjle: 

f  =  C.P.Mi. 


Denne  Søjle  sammenlignes  nu  med  en  ideal  Søjl 
169b),  der  har  antaget  den  samme  totale  Nedbøjning 
og  som  altsaa  maa  være  paavirket  af  Kraften  Pe  for  a 
i  Ligevægt.     Momentfladen  er  ganske  den  samme  som  I 


369  §  64. 

killingerne  ovenfor  kunne  vi  betragte  Resultatet  som  almen- 
igt  for  praktiske  Søjler  og  skrive  derfor  hellere 

f  C  nu  betegner  en  af  de  forskellige  Mangler  ved  Søjlen 
Bengig  Konstant.  Afsættes  Kraften  P  eller  Spændingen  a 
t  Abscisse,  den  tilsvarende  Nedbøjning  som  Ordinat,  faas 
ge  (22  a)  en  Hyperbel  med  Asymptoten  P=  P^.  Da  C  kun 
rykker  de  uundgaaelige  Afvigelser  fra  det  ideale,  kan  man 

ud  fra,  at  den  i  alt  Fald  er  en  nogenlunde  lille  Størrelse, 
/  begynder  da  først  at  voxe  stærkt,  naar  P  nærmer  sig  til 

Pe  angiver  altsaa  ogsaa  her  den  farlige  Grænseværdi  for 
-ften. 

Et  Bevis  for  Rigtigheden  af  Ligningerne  (22)  og  (22  a)  har 
a.  Foppl*)  leveret  ved  en  Række  Forsøg  med  Vinkeljæm 
i  smaa  oprindelige  Nedbøjninger  (1 — 3"").  Der  maaltes 
til  forskellige  Værdier  af  Kraften  svarende  Størrelser  af 
»g  der  fandtes  i  det  hele  god  Overensstemmelse  med  Form- 
ie ovenfor.  En  af  Maalingerne  er  fremstillet  i  Fig.  192, 
21 ;  Vinkeljærnet  her  havde  Dimensionerne  80  .  80  .  10"*-" , 
=  3m.ni.^  /  =  2,1345"*-,  Pe  ==  17<«;  Brudbelastning  (stærk  Ud- 
ning  til  Siden)  15,7'«. 

Opg.  35.  Find  ved  Beregning  de  elastiske  Nedbøjninger  y  af  en  Søjle, 
har  en  oprindelig  Krumning  y*  =  /q  sin  TT— ,  naar  den  er  simpelt  under- 
:et  i  begge  Ender  og  paavirket  af  en  central  Kraft  P. 

Naar  man  nu  ved  (22  a)  kender  den^tl  hver  Værdi  af 
iften  P  svarende  største  Nedbøjning  /,  kan  man  beregne 
i  totale  største  Fiberpaavirkning.  Søjlens  Bæreevne  er  fuldt 
lyttet,  naar  største  Spænding  har  naaet  Brudgrænsen  Ob, 
,  som  ovenfor  udviklet,  her  maa  betragtes  som  faldende 
imen  med  Flydegrænsen,  hvis  en  saadan  findes.  Formlen 
Beregning  af  Spændingen  gælder  naturligvis  egentlig  kun  op 
Proportionalitetsgrænsen ,  men  Fejlen  ved  at  anvende  den 
til  Flydegrænsen  ajs  vil  ikke  blive  særlig  stor,  da  det  jo 
;t  er  udenfor  denne  Grænse,  at  Formforandringerne  begynde 
/oxe  meget  stærkt;  for  sprøde  Materialer  findes  ingen  Flyde- 


Mittheilungen  aus  dem  mech.-techn.  Laboratorium,  MQnchen,  Heft  25. 

Ostenfeld:  Teknisk  ElaaticitetBlære.  %l^ 
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grænse,    oa   betyder   da   Brudgrænsen ,    men   Arbejdslimra 
saadaiine  Materialer  krummer  i   det   hele  mindre,  saa  FqlfBi 
ved  Anvendelse  af  Formlen   bliver  lieller  ikise  her  særlig  slor. 
En   praktisk   Søjles   Bæreevne   er  derfor   tilnærmelsesris  ^vrt 
ved  Ligningen: 

P        Pfe  ae  o 


1 


V  I'      Oe  —  o/ 


Claxliin  Fidler*),   efter   hvem   ovenstaaende    Udvikling  tw 

pi'aktiske   Søjler   nærmest  er  taget,   viser,   at  Størrelsen  C 

for    alle    almindelig    anvendte   Tværsnitsformer    nøjagtigt  doI 
kan   sættes   lig  0,4  (rent  Talj.     Ved   Indsættelse   heraf  og  Of.   j 
løsning  med  Hensyn  til  o  faas: 


-    °E  +  "g  —  Vj^E  +  gg)'  —  2,4gsff£ 


(31] 


der  angiver  den   Belastning  pr.  Arealenhed   (o  =^  P:F]. 
kan  byde  Søjlen  til  direkte  Tryk,  naar  den  resulterende  størst* 
Fiberpaavirkning     ikke     skal     overskride    0«    (FlydegrienseaL 
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inse  for  Bæreevnen,  ligesom  Kurven  for  den  ideale  Søjle 
ner  en  højere  Grænse;  imellem  disse  to  burde  da  alle 
søgsresultater  gruppere  sig. 

I  (23)  og  (24)  er  der  kun  taget  Hensyn  til  Trj'^kspæn- 
^erne,  men  for  et  Materiale  som  Støbejærn,  hvor  Brud- 
nsen  for  Træk  er  langt  lavere  end  for  Tryk,  maa  man  ogsaa 
'é  sig,    at  Trækspændingen  ikke  overskrider  Brudgrænsen. 

Ti  dog  ikke  ville  benytte  (24)  til  virkelige  Beregninger, 
1.  hertil  bruge  de  empiriske  Formler  nedenfor,  gøres  der 
1   i  Forbigaaende  opmærksom  paa  dette  Forhold. 

Ved  foranstaaende  Betragtninger  er  der  givet  et  Begreb 
»  hvorledes  man  maa  forklare  sig  en  praktisk  Søjles  Virke- 
ade,  og  man  forstaar,  at  Bæreevnen  nødvendigvis  maa  vise 
at  være  noget  mindre  end  for  den  ideale  Søjle  paa  Grund 
de  uundgaaelige  Unøjagtigheder.  En  hvilken  som  helst 
•mel,  der  opstilles  for  praktiske  Søjler,  maa  derfor  indeholde 

eller  flere  Konstanter,  der  skulle  være  et  Udtryk  for 
rrelsen  af  Afvigelsen  fra  det  ideale,  og  som  maa  bestemmes 

Sammenligning  med  Forsøgsresultater;  Ligning  (24)  inde- 
der  saaledes  Konstanten  C.  Den  korrekte  Fremgangsmaade 
le  derfor  være  af  de  foreliggende  Experimenter  at  udlede 
bedste  Værdier  af  disse  Konstanter  og  saa  ved  forefaldende 
•egninger  at  benytte  (24)  eller  andre  paa  lignende  Maade  ud- 
ede,  theoretisk  begrundede  Formler.  Alle  saadanne  lide 
idlertid  af  den  for  Anvendelserne  ubehagelige  Mangel  at 
re  altfor  komplicerede,  hvorfor  man  for  længe  siden  er 
umen  ipd  paa  at  benytte  rent  empiriske  Formler. 

En  Overgang  til  disse  danner  Rankine's  Formel*): 

^=  "^xl^  (25). 


1 


+«(4) 


i)r  Betydningen  af  a  og  Ob,  I  og  i  er  den  samme  som  bven- 
,  medens  a  er  en  Konstant.  Formlen  er  oprindelig  opstillet 
i  Grundlag  af  lignende  theoretiske  Betragtninger,  som  oven- 
førte  til  (24),  men  da  Udledelsen  aldeles  ikke  kan  gøre 
rdring  paa  at  kaldes  exact,    gør    man   bedst  i  at  betragte 


)  Kaldes  i  Tyskland  almindeligt  den  Schwartz- Rankine'ske,  da  den  skal 
være  opstillet  samtidigt  af  disse  to.  Den  (eller  en  i  høj  Grad  lignende 
Formel)  benævnes  ogsaa   undertiden  Grordons  Formel. 
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den  som  empirisk;  for  at  faa  den  til  al  passe  bedre  med 
Forsøgsresultaterne  har  man  oRe  behandlet  Ob  som  en  Konstant 
der  ligesom  a  skulde  bestemmes  ved  Forsøgene.  Forralen  ir 
i  lang  Tid  spillet  en  stor  Rolle,  men  synes  nu,  som  \i  nfdes- 
for  skulle  se,  helst  at  maatte  forlades. 

Inden   \-i    kunne    komme    ind   paa    de    anstillede  Forsef   »n 
skulle  vi  endnu  se   paa  de   forskellige  mulige  Understøtning    ^ 
maader.        De     sædvanlig     betragtede     Tilfielde    ere    ^sle 
Fig.  170—72,   PI.  19.     I   Fig.   170  er  Søjlen   indspa-ndt  i  i 
ene   Ende   (d.  v.  s.   Tangenten   her  kan   ikke   dreje  sigj,  [iiM 
stændjg  fri  i  den  anden;   i  Fig.  171  er  den  indspæudt 
Ender,  og  i  Fig.  172  er  den  indspirndt  i  den  ene  Ende,  simpd    ^ 
understøttet  i   den    anden    (Tangenten   her  kan   frit  dreje  % 
men  Endepunktet  er  bundet  til  at  blive  i  den  oprindelige  Ai^    al 
Alle   disse  Tilfælde  behandles  ved  at   føre  dem  lill 
i  begge  Ender  simpelt  understøttede   Søjle.     Søjlerne  bøje  ^ 
i  alle  Tilfælde  efter  Sinusoider,  og  de  ville  aabenbart  forhdi 
sig  ganske  som  simpelt  understøttede  Søjler,  h\is  I 
er  lig  Afstanden   mellem    Sinuitoidernes  Vendepunkter: 
Afetande  ere  angivne  i  Figurerne.      Man   benytter  derfor  (l> 
samme    Formler    som   for    simpelt  understøttede    Søjler, 
man  blot  indfører  den  for  hver  llnderstøtningsmaade  gældmw 


»frie  Længde'.. 
Belastningen: 


F.  Ex,  bhver  den    Eulerske   Grænseværdi  f» 


i  Fig.  170, 


i  Fig,  172, 


Opg.  36.     Find  Ligningen  for  den   elastislie  Link  for  en  Ideal  Sujl«  » 
J  Fig.  171  og  Fig    172. 

Man  gaar  frera  som   1   §  63;   D  i  fferen  ti  all  ign  lugerne   blive 

d'o  d'ii 

for   Fig.  171:    EI^  =  —(jtf^^  +  i^),  for  Fig.  172:  EI^  —   -py  +  Si, 

idet  Afg  og  S  betegne  et  forelebtg  ubeliendt  Kraftpar  og  en  forelobfg  ubetei 
Kraft,  der  virke  1  de  øverste  Understøtningspuu)<ter  i  Figurerne,  og  w 
bestemmes  ved  de  fi'a  Understottii ugernes    Iteskaffenticd   lientede  Betingdsiri 

Vi   have  her  stadig   tænkt  os  Kraften  virkende  i  den  en* 
Ende  af  Søjlen;  forskellige  andre  Tilfælde  kunne  forekomme,*! 


•)  Jaiintki  (Ann.   d.  ponls  et  chaiissées,  ' 
Del  rorskcliige  Paavi rk n i ngs maader. 


,   S.  233)  har  nndenBet  b> 
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Kraften  ensformig  fordelt  over  Søjlens  Længde  o.  1.  —  men 

de  kun  have  Betydning  for  specielle  Undersøgelser  af  Bro- 
-gere,  skulle  vi  ikke  opholde  os  derved  her. 

De  anførte  Understøtningsmaader  forekomme  sjældent 
Lske  nøjagtigt  i  Praxis.  Den  frie  Drejelighed  kan  man 
■::~me  sig  til  ved  at  anvende  et  Kugleled  eller  en  cylindrisk 
arnierbolt,  men  der  vil  altid  optræde  en  betydelig  Friktion, 
n  virker  til  Gunst  for  Søjlen;  en  fuldstændig  Indspænding 
ekommer  naturligvis  heller  ikke,  men  man  nærmer  sig  der- 

"ved  at  anvende  en  stiv,  nittet  Forbindelse.  Et  i  Praxis 
ppigt  forekommende  Tilfælde  er,  at  Søjlen  med  plane  Ende- 
ier  støtter  mod  faste  Plader;  i  Begyndelsen,  saalænge  der 
Lc  foregaar  nogen  væsentlig  Bøjning,  virker  denne  Under- 
tning  som  en  Indspænding,  men  man  er  ikke  sikker  paa, 
dette  bliver  ved  at  gælde;  ved  en  noget  stærkere  Udbøjning 
n  der  let  finde  en  Drejning  Sted,  saaledes  at  Trykket  nu 
^rføres  ude  ved  Kanten,  og  Søjlens  Bæreevne  er  da  langt 
ndre  end  før. 

De  første  omfattende  Forsøg  med  Søjler  ere  anstillede  af 
*dgkinson  (1840).  Han  anvendte  plane  Endeflader  eller  af- 
udede  Ender  og  udtrykte  Resultaterne  ved  empiriske  Formler 

Formen 


P  =  C 


In  ' 


or  d  er  Diametren  eller  (Kvadrat-)  Siden  i  Tværsnittet, 
►rmlen  gjaldt  kun  for  /  >  15rf  for  afrundede  Ender,  Z  >  30d 
•  plane  Endeflader,  m  nærmede  sig  i  Almindelighed  til  4, 
til  2,  saa  Forsøgene  i  det  hele  og  store  viste  Rigtigheden  af 
liers  Formel,  naar  Længden  var  stor  i  Forhold  til  Diametren. 
Efter  Hodgkinson  genoptoges  Forsøgene  egentlig  først  om 
d  1880,  men  siden  den  Tid  er  der  ogsaa  udført  adskillige. 
mschinger  *)  anvendte  først  koniske  Staalspidser  til  Over- 
:else  af  Trykket  og  nærmede  sig  herved  stærkt  til  at  realisere 
»simpel  Understøtning«;  desuden  experimenterede  han  og- 
a  med  plane  Endeflader;  Materialet  var  Svejsjærn.  Resul- 
erne  af  hans  Forsøg  ere  i  Hovedtrækkene  følgende:  for 
[dse  Ender  leverer  Eulers   Formel   rigtige  Værdier  af  Brud- 


►)  Mittheilungen,  Heft  15. 
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belastningen,  naar  blot  Spændingen  o(=  P:  F}  ikke  overskrido 
en    ^ns  Va;rdi,    niaaske    Proportionalitetsgrænsen.     BanloDfl    "'i' 
Formel  passer  derimod   mindre  godt;     af  22  Forsøg  berep« 
de  heldigste  Værdier  af  Konstanterne  i  (2.'i)  til: 

Ob  =  2270  kg./cm.^     a  =  0,(W0058- 
For   plane    Endeflader    passer     Eulers    Formel    derimwl  iib 
videre  godt,  Rankine's  noget  bedre;  Konstanterne  i  den 
beregnes  af  12  Forsøg  til: 

Ob  =  310(1  kg./cm.',     a  =  0,000029. 

Considére*)  overførte  Trj'kket  ved  Hja'lp  af  to  paa  hinaoda 
vinkelrette  Knivsegge  og  prøvede  sig  frem,  indtil  det  komf 
at  virke  ganske  centralt,  saa  lians  Forsøg  nærme  sig 
af  alle  til  at  opfylde  de  theoretiske  Forudsætninger,  man  gi 
ved  Beregningen  af  ideale  Søjler.  Han  fandt  derfor  ogsaa,! 
Bruddet  indtraadte  for  en  Belastning,  der  kun  var  lidt 
end  den,  der  frembragte  den  første  kendelige  Udbøjning,  oj  Ed 
det  hele  vise  lians  Resultater  fuldstændig  Overensstemmeii 
med  Eulers  Formel,  naar  Spa-ndingen  ikke  naar  op  til  Propof 
tionalitetsgrænsen.  Forøvrigt  experiraenterede  Considére 
saa  forskelligartet  Materiale  (Svejsjærn  og  Staal  af  højst 
skellig  Haardhed  og  i  højst  forskellig  Tilstand  —  udgl 
eller  ikke  udglødet),  at  man  ikke  kan  uddrage  særlig  paalidetø 
Regler  fur  Praxis  af  hans  Resultater. 

I  Nordamerika  er  der  udført  en  hel  Del  Forsøg, 
gaaende  hvilke  vi  ligeledes  skulle  indsknenke  os  til  eoMI 
Hovedresultater.  Der  er  i  Almindelighed  experimenteret  ente 
med  plane  Endeflader  eller  med  Understøtning  paa  en  cylindiS 
Bolt,  og  det  angives  gerne  paa  Grundlag  af  disse  ForsSj 
at  man   kan   regne  den  »frie  Længde«  til; 

for  plane  Endeflader  .  .  .    0,62  /, 
-    Bolteforbindelser    .  .  .     0,78/.  | 


•)  Se  Rapport  XXFX  dr  la   connnissioii   tiei   mélhodes   d'essai,   T.  III. 
Ann.  d.  ponls  et  cbuussées,  1894,  II.  S.  2)11. 
••)  For  sraedellgt  Jiern:    Boiismren,   Trans,  A.  S.  C.  E.    Det.  ISM,  CInitiT 
Reelles  o.  fl,,  Trans.  A.  S.  C.  E.    Jan.  1882.     Christie,  Trans. 
April    og    Maj,   1884.      Marihal,  Trana.  A.  S.  C.  E    Aug.  1887.     SfroW. 
refereret  i  Zeitschr.  d.  Ver.  deutseli.  Ing.  188S,  S.  1121.     For  StelKJltrC 
Report    of   tests   at    Walertomn    Arsenal    1887   og  88,   Eng.  Ntmi,  1'"' 
Nr.  2  og  3,  o.  ti. 


* 
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Af  Forsøgene  er  der  udledet  en  Mængde  empiriske  Formler, 
rm  sædvanligvis  have  faaet  Formen: 

o  ^  OB  —  pi,  (26) 

or  (Sb  og  /?  ere  Konstanter;  Betydningen  af  Ob  er  ana- 
5  med  Betydningen  af  samme  Bogstav  i  (24)  og  (25). 
gningen  (26)  er  den  simpleste  Form,  man  overhovedet  kan 
uge;  a  er  grafisk  fremstillet  ved  Ordinaterne  til  en  ret  Linie, 
i- ar  man  sammenligner  med  Formen  af  den  C/.  Fidler' ske 
irve  i   Fig.  168,  PI.  18,  vil  det  være  klart,  at  (26)  kun  kan 

i^ere  rigtige  Resultater  for  Værdier  af  — ,  der  ligge  indenfor 

►genlunde  snævre  Grænser.     Derved  forklares  det,  at  der  er 

Lgivet  en   Mængde  forskellige  Værdier  af  Konstanterne.     Nu 

det  jo  ovenfor  nævnt,  at  Eulers  Kurve  stemmer  godt  med 

rfaringen  for  store  Værdier  af  — ,  og  det  er  da  ogsaa  kun 

r  de  mindre  Værdier  heraf,  som  ere  de  i  Praxis  hyppigst 
rekommende,  at  (26)  skal  bruges.  Men  det  maa  da  anses 
r  det   naturligste,    at   der   findes    en  kontinuerlig  Overgang 

ellem  Euler-Kurs^en  for  de  større  Værdier  af—    oe    den    an- 

i      ^ 

indte  empiriske  Formel  for  de  lavere  Værdier;  Naturen  gør 
Beldent  pludselige  Spring.  Derfor  har  T,  H,  Johnson  fore- 
aaet,  at  man  kun  skulde  anvende  saadanne  Former  af  (26), ' 
vorved  der  bestemmes  Tangenter  til  Euler-Kurven.  Og  af 
imme  Grund,  men  tillige  for  at  opnaa  større  Nøjagtighed, 
ar  J.  B.  Johnson*)  foreslaaet  følgende  empiriske  Formel: 


o  =  Ob 


.  {j)\  (27). 


vor    y    er    en   Konstant,    der   bestemmes    saaledes,    at    den 
id    Ligningen    fremstillede    Parabel   tangerer   Euler  -  Kurven 


^2 

herved    faas:    y  =  -. — 77^  (27  a) 


♦)  /.  B,  Johnson:  Modem  framed  structures,  New- York,  1894,  S.  148. 


og  Røringspunktet: 


i  _  y  2n^ 


Ob 


Vi    skuHe    om   et  Øjeblik  se,    at  (27)  virkelig  } 
maade  godt  med  Forsøgsresultaterne,   i  alt  Fald  for  s 
Jærn,    og    Anvendelsen   af  denne   Form  medfører  den  Pd 
at  Røringspunktet  med  Euler-Kurven,  altsaa  Gyldighedsg 


for  (27),  svaj 


:  til  ( 


1  stor  en  Værdi  af— 


at 


!  Form 


aldrig  if 


sjældent    faar    Anvendelse    for    mere    end    denne   ene  1 
Endvidere    besidder  (27)   det  Fortrin,    at  der  kun  forekonn 
den  ene  Konstant  Og,  og  den  vil  for  smedeligt  Jærn  ald 
vige  synderligt  fra  Flydegrænsen. 

Endelig  komme  vi  til  Telmajers*)  Forsøg,  de  mest  o 
fattende,  der  ere  anstillede.  Vi  begynde  med  dem,  der  a 
Svejsjærn  og  h!ødl  Staal.  Søjlerne  dannedes  af  enkelte  VinkeKl 
_i_-)  C'  f^l'cr  J-Ja'rn  eller  af  to  eller  fire  samme miitlede  Pro-« 
filer  eller  endelig  af  Rundjærn;  ved  nogle  enkelte  af  tie  korleskl 
anvendtes  plane  Endeflader,  men  i  de  allerfleste  Tilfa'ldc  over-f 
førtes  Trykket  gennem  koniske  Staalspidser,  saa  Søjler 

simpelt  understøttede.     Forholdet—    varierede    mellem  ca,  Ml 

og  ca.  250,  enkelte  Gange  op  til  350.     Materialet  karakteriseml 
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?-#•—>  105  (for  Staal)  passer  Eulers  Formel  godt;  for  mindre 

^jdier  af  —  kan  bruges  følgende  empiriske  Formler  af  Formen 
^J:   for  Svejsjærn: 

o  =  3030  —  12,9.  —  kg./cmA 

•  blødt  Staal  (Brudgrænse  <4000  kgjcm.^): 

o  =  3100— 11,4. -t  kg./cm.« 

•  haardere  Staal  (Brudgrænse  >  4000  kgJcm^): 

o  =  3210—11,6.-!   kg./cm.« 

Rankine*s  Formel  passer  slet  ikke<i^  *);  hvis  man  endelig  vil 
xige  denne  Formel,  kan  man  dog  for  —  <C  120  regne: 

r  Svejsjærn: 

2790  ,      /        «     • 

a  = ^TYT  kg./cm.% 


1  +  0,000060  (-ty 


r  blødt  Staal: 


2970  ,      .       . 

o  =  j-p-^  kg./cm.^ 

1  +  0,000069  ( -V  j 

»Svækkelsen  af  Tværsnittet  ved  Nittehullerne  har,  naar 
ullerne  ere  godt  udfyldte,  ingen  kendelig  Indflydelse  paa  Bære- 
men,  saalænge  Tværsnitsformindskelsen  ikke  udgør  mere  end 
I.   12  Vo.^ 

Til  disse  Resultater  skal  nu  gøres  et  Par  Bemærkninger, 
et  vi  gaa  ud  fra  den  grafiske  Fremstilling  i  Fig.  173,  PI.  19, 
70T   alle    Tetmajers   Forsøg  med  Staal  ere  afsatte;   Fremstil- 


•)  Dette  Resultat  er  ganske  vist  rigtigt,  som  vi  skulle  se  ved  Hjælp  af  en 
grafisk  Fremstilling  (Fig  173,  PI.  19),  men  ved  en  mindre  logisk  Bevis- 
førelse overdrives  Uoverensstemmelsen  i  høj  Grad.  De  anførte  Konstanter 
i  Rankines  Formel  findes  i  Tetmajer*s  Mitth.,  Heft  4,  men  Formlen  er 
ganske  banlyst  i  Heft  8. 


Ungen  for  Svejsjæni  ligner  ganske  den  i  Fig.  173.  Ved  alle 
Forseigene  paa  7  nær  vare  Søjlerne  simpelt  understøttede;  de 
7    med   plane   Endeflader  ere  specielt  mærkede  i  Figuren  vd 

DobLeltcirkler;  -  er  for  dem  alle  syv  <  30.     De  sorte  Prikter 

betegne   »Gruppetyngdepunkter- ;   det  er  ved  dem,   man  bedS 
ser,  om  Resultaterne  stemme  med  Formlerne. 
I  Figuren  er  indlagt  Eaier-Karven 

9.87  .  2150000 


og  itian  ser,  at  den  passer  udmærket,  i  alt  Fald  naar  -  >ca.  I!<l 
Endvidere  er  der  indlagt  Telmajers  retle  Linie: 


10,1.     o     =    19« 

kg.  cm.-,  hvilken  Værdi  snarest  Ugger  lidt  under  Proportionali- 
tetsgra-nsen.  Den  passer  meget  godt  undtagen  i  Nærheden  if 
Skæringspunktet  med  Euler-Kurven,  hvor  de  sorte  PrikkH, 
der  betegne  Middelværdierne,  afgjort   ligge   lavere.   —  Demæd 
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Endelig  er  der  i  Fig.  173  indlagt  en  Johnson-Parabel 
f  Formen  (27).  Man  faar  ved  den  en  meget  smuk  Bekræf- 
Jse  paa,  at  der  virkelig  bør  være  en  tangentiel  Overgang 
lellem  Euler-Kurven  og  den  empiriske  Kurv^e,  man  benytter 

ir  mindre  Værdier  af  — .     Bestemmer    man    nemlig    ved    de 

lindste  Kvadraters  Methode  de  to  Konstanter  Ob  og  y  i  Fa- 
blens  Ligning  (27),  idet  man  benytter  alle    Tetmajers  Resul- 

ter  med  -  <  120  undtagen  de  7  med  plane  Endeflader,  som 

ke  direkte  kunne  sammenlignes  med  de  andre,  *)  finder  man : 

Ob  =  2783,  7  =  0,0911, 

5    naar  man  dernæst   efter  (27  a)   bestemmer   y   saaledes,    at 
arablen  med  det  fundne  (Jb  tangerer  Euler-Kurven,  findes: 

y  =  0,0912. 

Johnson-Parablen  med  de  nævnte  Værdier  af  Konstanterne 
isser  betydelig  bedre  med  Forsøgene  end  Tetmajers  egen 
tte  Linie,  hvilket  baade  ses  i  Fig.  173  og  endnu  tydeligere 
id  at  sammenligne  det  beregnede  a  med  det  observerede  for 
le  de  enkelte  Forsøg.     Tangeringspunktet  mellem  Parablen 

;  Euler-Kurven  findes    or  —  =  123. 

i 

Resultatet  af  disse  Undersøgelser  er  altsaa,  at  det  bedste  Ud- 

jk  for  simpelt  understøttede  Staal-Søjlers  Brudbelastning  leveres  af: 


l  l 

Tiden  for  lavt;  for—  =  50  haves  O  =  2300,  for—  =  100,  <?  =    1415. 

Bestemmes   derimod    Konstanterne   saaledes,    at   Kurven   gaar   gennem 

I  I 

Punkterne  y  =  80,  <?  =  2180  og  j  =  173,  O  —   700  (to  af  de   sorte 

Prikker  i  Fig.  173),  findes  Ob  =^  ^l^^*  a  =  0,000212 ;  men  Kurven  passer 

I 
saa  slet  ikke  udenfor  Intervallet -r  =  80  — 173  og  kun  daarligt  inden- 
for det. 

*)  A  priori  ved   man  ikke  noget  om,    hvorledes  Resultaterne  for  disse   7 
skulle  sammenlignes  med  de  andre.     Tetmajer  indfører  for  dem   uden 

videre  den  »frie  Længde«  lig  ^l  og  finder  saa  bagefter  en  Bekræftelse 
paa  Rigtigheden  heraf  deri,  at  hans  rette  Linie  passer  lige  saa  godt  for 
dem  som  for  de  andre  Forsøg.  Denne  Konklusion  er  dog  ikke  særli'^ 
overbevisende. 


Johnson-Parablen : 
Ealer-Kurven : 


=  2783- 


^G)"' 


For  Suejsjærns'Søjler  findes  ganske  det  samme  Resulti' 
Konsfanteme  i  Johnson-Parablen  ere  her,  naar  de  bestemme 
efter  de  mindste  Kvadraters  Methode: 

Ob  =  2579,  y  =  0,0867, 

medens  Betingelsen  for  Tangering  med  Eiiler-Kurven  er  [me 
Ob  —  2579): 

y  ■=  0,0844. 

Røringspunktet  findes  for  -   =   124,    omtrent   samme  Væi 
som  for  Staal.     For  SvejsjtErn  kan  man  derfor  benytte: 


Johnson-Parablen:  c  —  2579 
Euler-Kurven : 


& 


Med  Støbejærns-Søjler  har  Tetmajer  gjort  ikke  mindre  t 
296  Forsøg.     Tværsnittet  var  enten  kvadratisk,  3. S""-,  e 
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Som  Hovedresultat  af  Forsøgene  angiver  Tetmajer:  for  — 

80  passer  Eulers  Formel  godt,  for  mindre  Værdier  af  —  an- 
ales Formlen: 

o  =  7760  —  120  4  +  0,53  (lY  kg./cm.«, 

orved  fremstilles  en  Parabel,  der  hele  Tiden  vender  Konkavi- 

m    opad.     For  —  =  80  give  de  to  Formler  samme  Resultat. 

nkine's  Formel  passer  ikke  videre  godt;  sættes  Ob  =  7760,  og 
egnes  a  saaledes,  at  Formlen  giver  samme  Resultat,  som 
ler-Kurven  og  Tetmajer  s  Parabel,  faas  følgende  Værdier  j 

for  4  =  10,  a  =  0,00175,  for  -i  =  90,  a  =  0,00066, 

-  »  =  20,  a  =  0,00098,  -  »   =100,  a  —  0,00068, 

-  ),  =  30,  a  =  0,00075,  -  »   =110,  a  =  0,00070, 

-  »  =  40,  a  =  0,00065,  -  »   =120,  a  =  0,00071, 

-  »  -     50,  a  =  0,00061,  -  »  =  130,  a  =  0,00073, 

-  »  ==  60,  a  =  0,00060,  -  »  =  140,  a  =  0,00074, 

-  »  =  70,  a  =-  0,00060,  -  »  =  150,  a  —  0,00074. 


» 


=  80,  a  =  0,00063, 


Heraf  slutter  Tetmajer ^  at  Rankine's  Formel  er  ubrugelig; 
dlertid  synes  a's  Variation   dog   ikke   at   være   saa   særlig 

rk,  naar  man  undtager  de  ganske  smaa  Værdier  af  — ,  som 

n  aldrig  faar  Brug  for,  saa  man  kan  meget  godt  betragte 
ilx.  Formlen: 


f  7760  1       qit-TMT- 

1  +  0,00065  (-iV       j-h  V  hrv  J-fi 


1  tilnærmelsesvis  rigtig. 

Endelig  har  Tetmajer  anstillet  ialt  305  Forsøg  med  Træ- 
er, næsten  alle  af  forskellige  Sorter  Naaletræ,  kun  16  af  Eg. 
jtighedsindholdetl  var  for  Naaletræ  ca.  13  — 17%,  hvad 
trent  svarer  til  almindelig  lufttørret  Træ.  Brudgrænsen 
rfor  Tryk  (bestemt  ved  kvadratiske  Prismer  med  h  =  ca. 


^fc)  var  som    Middelværdi   300  kg./cni 
portionalitetsgrænsen   ca.  120  kg.  cm.' 


'    Tor    Naaletræet;  Pw- 
E  =  10 '»000  kj 

4  varierede  lige  fra  !,8  til  200.  Ved  J7]  af  Forsøgene  al- 
vendtes  der  simple  Understøtninger,  ved  134  plane  Endeflader; 
Forsøgene  med  de  sidste  ere  ved  Opslillingen  af  Forailfmf 
nedenfor  medtagne  sammen  med  de  andre,  idel  der  som  *tri 
Længde«  er  indført  y,  hvilket  siges  at  stemme.-  Tetmajer  m- 
befaler  dog  selv  veti  praktiske  Beregninger  at  sætte  den  ifrie 


1 

Pw-  Li 

■ra.'.  I 


Længdes  til  0,6—0,7/. 


Eulers  Formel  godt;  for 


Resultaterne  ere;  for 
I 


.  >■  iOO  slemmil 


■<  100  anbefales  Formlen: 
—  1,94  —  kg. /cm.', 


hvarved   fremslilles   en    ret   Linie,    der    meget    nær    rører  Eulet- 

Karuen   i  Punktet  —  ^  10(1.     Rankinc  s  Formel  passer  slet  ikh 

og  der  er  for  saa  vidt  heller  ingen  Grund  til  at  bnig( 
den,  som  den  rette  Linie  og  Eulers  Formel  ere  simplere  al 
regne  med. 

Tilladelig     Peiavirkntng     og    Dimensionsbestemmelse.     Alle 
ovenstaaende    Formler    angive    Brudgrænsen:    den     tilladelige 
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hvis  man  foretrækker  Tetmajers  rette  Linie: 

4-  <  105:      r  =  750  (l  —0,0033  -V\  kg./cmA 

Man  regner  nøjagtigt  nok  rc^  =  10,  £  =  2150000  kg./cm.^. 
Svejsjærn  kan  bruges  de   samme   Formler;     dog  sættes  i 
sons  Parabel  bedst  650  i  Stedet  for  700.     Tetmajers  rette 
3  giver  her: 

X<  112 :  r  =  700  (l  —  0,0042 j)         cm.«. 


I  Eulers  Formel  er  JS  =  2000000  kg./cm.^ 


/ 


For  Støbejærn  anbefales  for  alle  Værdier  af 

r  =  -rj^  kgjcm.^; 

.pi/  '  I 


1  +  o,ooop 

'7 


(4) 


(29). 


Søjler,  der  ere  støbte  staaende,  angives  ofte  langt  mindre 
iier  af  Konstanten  a  i  Nævneren,  helt  ned  til  0,0002; 
;  er  dog  sikkert  lovlig  lavt. 

For  Træ: 


4^<100:  r 
i 


( 


45 1 1  —  0,0066 


2 


^>100:r==-g^^ 


TC^E 


■li)' 


8 


»  1 


(30). 


E  sættes  her  lig  100000  kg./cm.«. 

Naar  Søjlens  Længde  er  /,  indføres  i  Formlerne: 

for  simple  Understøtninger  i  begge  Ender  ....     /, 
Understøtninger  paa  cylindriske  Bolte  ...  0,8  /, 
—  »     plane  Endeflader /o,6— 0,7  /./ 

Den  »frie  Længde«  beror  forøvrigt  ofte  paa  et  Skøn;  hvis 
X.  en  Søjle  er  forsynet  med  store  fastnittede  eller  fast- 
:e  Hoved-  og  Fodplader,  kan  man  maaske  nok  gaa  ned 
,5/  —  0,6/.     Hvilken    fri    Længde  man   skal   indføre  for  de 


» 


» 


o 


',?- 


■/ 
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enkelte  Stænger  i  nilfede  Brodrageie  o.  1.,  kunne  vi  ikke  koninif 
ind  paa  her. 

Inertimomentet  eller  Inertii-adins,  der  indgaar  i  Formlerne, 
skal  naturligvis  altid  tages  om  den  Axe,  om  livilken  Bøjiiingm 
foregaar;  hvis  Bøjningen  lige  godt  kan  foregaa  i  alle  Relnin^a. 
skal  man  lage  den  Axe,  der  giver  de  mindsle  Værdier  for 
I  og  i. 

For  -.<.8 — 10,  for  sntedeligl  Jærn  endog  op  til  -.<20— Ji, 

behøver  man  ikke  at  regne  med  Formlerne  for  Søjler;  man  ha: 
da  kun  at  sørge  for,  al  Tværsnilsurealel  er  stort  nok  lil  at  op- 
tage det  direkte  Tryk. 

Hvis  man  for  smedeligt  .lærn  regner  med  en  af  Formlme 
i  §  48  for  den  lilladelige  Fiberpaavirkning,  f.  Ex. : 


1  + 


(}-^ 


kan  man  ogsaa  indføre  den  heraf  følgende  Værdi  af  r  i  Søjl^ 
formlerne  ovenfor  (undtagen  i  Enlers). 

Ved  de  angivne  Formler  er  det  let  af  undersøge  Bæreevnen 
af  en  Søjle  med  givet  Tværsnit,  men  den  omvendte  Opgave. 
som  sædvanlig  foreligger,  nemlig  at  bestemme  Tværsnittet,  naar 
Kraften  P  og  Søjlens  frie  Længde  ere  ^vne,   er  ulige  vanske- 
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1  —  X .  (-^y      1  — : .  X 


"voraf:  (1^^  // 

F=Fo  +  Ch/*.  ^  (31). 

Denne  Formel  besidder  det  store  Fortrin,  at  den  direkte 
iser,  om  et  Tværsnit  er  økonomisk  eller  ikke;  jo  mindre 
'illæget  ^x/*  bliver,  des  mere  økonomisk  er  det.  Man  kan 
aturligvis  udlede  en  Formel,  ganske  analog  med  (31),  ved  at 
aa  ud  fra  Rankine's  Kurve  eller  Tetmajers  rette  Linie  i  Stedet 
)r  Johnson's  Parabel,  men  man  kommer  i  begge  Tilfælde  til 
vadratiske  Ligninger  i  F;  til  Anvendelse  ved  Dimensionsbestem- 
lelse  er  altsaa  Johnsons  Parabel  absolut  den  simpleste, 

I    (31)    er    t;    ubekendt.       Hvis    Profiltabellerne   indeholdt 

ærdien  af  C  for  de  forskellige  Tværsnit,   vilde  Dimensions- 

5stemmelsen  gaa  overmaade  let  for  sig,  men  selv  uden  saa- 

anne  Tabeller  er  Sagen  forholdsvis  simpel.     For  en  bestemt 

F  F^ 

værsnitsform   varierer  Tallet  C  =^  -^  =  j —  ikke  meget,  og 

l  'min. 

lan  kan  hurtigt  angive  den  omtrentlige  Værdi.    Man  kan  f.  Ex. 
>r  tyske  Normalprofiler  regne  (tilnærmelsesvis): 

>r  ligesidede  Vinkeljærn f  =  6,0 

uligesidede        —       ,    fc  :  /i  =  2  :  3, -  ==?  6,5 

_               _       ,    fc :  /i  =  1  :  2, -  =  9,6 

T-Jærn,  b  =  2h, -  ==  6,8 

—    y  b  =  h, -  =  5,0 

l^-Jærn     -  =  5,8 

T-Jærn     -  =10,0 

4  Vinkeljærn  i  Korsform,  uden  Mellemrum -  =  5,0 

2  T-Jærn              —             -              —         ,  fc  =  2/i,  -  ==  7,7 

2  [^-Jærn,  Ryg  mod  Ryg -  =  6,0 

4  Kvadrant-Jærn,  uden  Mellemrum -  =  2,0. 

Selv  om  man  ikke  just  finder  den  Tværsnitsform ,  man 
al  bruge,  blandt  de  her  anførte,  kan  man  i  hvert  enkelt  Til- 
Ide  let  danne  sig  et  Begreb  om  Værdien  af  ?  ved  at  beregne 
• :  Imiu.  for  et  Par  Tværsnit. 

Som  nævnt,  kan  man  med  Rankine-Kurv^en  (for  Støbejærn) 
er    Tetmajers    rette    Linie    (for   Træ)    som    Udgangspunkter 

A.   Ostenfeld:    Teknisk  Elasticitetslære.  ^^ 


danne  lignende  Formler  som  (31),  men  da  Træ  og  Støbejsa 
i  Almindelighed  anvendes  med  meget  simple  Tværsnitsfornier, 
og  da  man,  som  sagt,  kommer  til  kvadratiske  Ligningerif, 
vil  det  være  lige  saa  lét  al  prove  sig  frem. 

Exempel  i.  En  7,4"  lang  Søjle  af  blødt  Staal  er  undft- 
støttet  i  Kuglelejer  ved  Enderne  og  skal  bære  90";  bestem 
Dimensionen,  naar  Tværsnittet  skal  dannes  af  4  Kvadraiiljm 

Vi  benytte  Formlen  r  =  700  [l  —  ^^^^^  (-.)  1  saDit(3li 

Den  frie  Længde  regnes  lig  hele  Søjlens  Højde,  7,4"° . 

tages   efter   Tabellen   uTenfor 


1 


foreløbig  lig  2, 


.    „  2.740'         ,„., 


F  =  f„  +  xE:?»  =  128,6  +  36,5  =  165,1°"". 

Efter  oHiitlei  findes  nu  det  hertil  svarende  Profilnummer 
at  være  Nr.  12|  (Tykkelse  14""°-)-  f«""  hvilket  F  =  168,8™'. 

Man    skal   derefter   blot   verificere  Værdien   af  ^ ;    for  del 
nævnte  Profil  er  " 

F'   _   l(i8,8-  _ 
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Heraf  findes: 


400' 

"or  /  nu  indføres  i  m.     Det  nødvendige  Inertimoment  bliver 

bsaa : 

_  4000  .  81  _ 

^  400  * 

De  to  Vinkeljærn  anbringes  med  Spidserne  mod  hinanden, 
åledes  at  de  have  fælles  Halveringslinie.  Den  Axe,  om 
silken  Inertimomentet  for  det  samlede  Tværsnit  er  mindst, 
da  Halveringslinien ;  i  »Hutte«  findes  nu,  at  man  kan  bruge 
inkeljæmet  110.110.12™"*,  for  hvilket  Inertimomentet  om 
alveringslinien  er  450°"*.  For  Søjleprofilet  dannet  af  to  saa- 
mne  Vinkeljærn  findes  endvidere: 

W  ==  ^  =  18,     i,nin.  =  4,24-,    4-  =  212. 

For  at  de  to  Vinkeljærn  kunne  virke  som  én  Søjle,  maa 
!  forbindes  (ved  smaa  Pladestykker  og  Nitning)  i  Punkter  i 
.  saadan  Afstand,  at  det  enkelte  Vinkeljærn  under  Paavirk- 
ng  af  den  halve  Belastning  ikke  knækker  ud. 

Man  maa  altsaa  bestemme  /  af  Ligningen  /  =  j^  >    idet 

=  2000  kg.,  /  =  /„,n.  for  det  enkelte  Vinkeljærn  =  118<^"*. 
an  finder: 


V400.118_ 

^      2000  '        ' 

En  Forbindelse  ved  hver  Ende  og  én  i  Midten  skulde 
refter  være  tilstrækkelig.  Dette  bekræftes  dog  slet  ikke  af 
>rsøgene.  Tetmajer  angiver  f.  Ex.,  at  ved  en  Afstand  mellem 
rbindelserne  af  70  Gange  Flangetykkelserne  forholde  sammen- 
^tede  Profiler  sig  endnu  som  ét  Stykke,  og  han  anfører  et 
kelt  Tilfælde,  hvor  en  Afstand  paa  80  Gange  Flangetykkelsen 
r  for  stor.  Man  maa  derfor  altid  sætte  disse  Forbindelser 
•igelig  smaa  Afstande,  her  f.  Ex.  for  hver  0,5 — 0,6"-. 

Exempel  3,  En  hul,  cirkulær  Støbejærnssøjle  med  /  =  7"- 
Understøtning  paa  plane  Endeflader  skal  bære  50*'. 

Den  frie  Længde  regnes  til  0,7  /  =  4,9"*- .  Ligning  (29)  be- 
ttes.  For  at  faa  et  omtrentligt  Begreb  om  Dimensionerne  an- 
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tages,  at  den  tilladelige  Paavirkiiing  til  direkte  Tryk  efter  ( 
vil  blive  ca.  5()0  kg./cni.°;  man  skulde  i  saa  Fald  have  et  Tv 
snitsareal  paa  100™',  hvilket  faas  f.  Ex.  med  en  ydre  Diameier 
D    =    IS'^"'     og     Godstykkelsen     2"".       Dette     Tværsnit 

240100 
32,6' 


^  3267""',   i'  =  32 fil;  altsaa  er 


(+)■ 


=  735fi, 


og  ved  Indsættelse  heraf  .  ,— ,,  ,...^^^  .    — 

Det  valgte  Tværsnit  er  altsaa  passende.  f.l^ 

Exempe!    i.       En    Træ  stolpe    med     kvadratisk     Tværsnil, 

/  =  7,5™-,  plane  Endefiader,  skal  bære  25". 

Dimensionsbeslemmelsen  udføres  ved  Tetmajer's  Ligning(30|: 


«('-34l)- 


Kaldes  den    segte   Kvadratside    for  Tværsnittet    h 
F  =   /i*,    (   =    -^    =    ^— .      Den    frie    Længde    regnes  til 
0,7  /  =  SaS"".    Ved  Indsættelse  i  Fo 

25000         ,.  /,         2        525.3,47 
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DifTerentialligningen  for  den  elastiske  Linie  er  altsaa: 

p 
eller  med  Betegnelsen  -^.j  =  a*: 

Den  hertil  svarende  primitive  Ligning  er: 

y  —  fo  =  C  sin  ax  -\-  D  cos  ax, 

hvor  man    til    Konstantbestemmelsen    har,    at   x   =    O   giver 
y  =  O,  altsaa  Z)  =  — fo,  og  ai  x  =  I  giver  y  =  O,  altsaa 

^  -  1  —  cos  al 

sm  al 

Den  største  Nedbøjning  findes  for  x  =  ^  ^  og  bliver 

/•        f       ^  1  —  cos  ri/ 

r  ==  /o  —  /o ; — , —  sm  A  a/  —  /o  cos  ^  a/ 

'         '        '        sm  al  ^  '  ^ 

-   r,  ,     ,       2  — 2cos2iaZl  .1— cosia/ 

^  /o  1 1  —  cos  \  al v—^-, —    =  —  /o ,     ,     . 

'     L  ^  1  cos  \  al     \  '       cos  \  al 

Det  største  bøjende  Moment  er: 


M, 


M„„.  =  P/o  sec  I V-^.  (32) 

Saasnart  der  findes  en  oprindelig  Excentricitet,  faar  man 
altsaa  —  ligesom  i  forrige  §  med  en  oprindelig  Nedbøjning  — 
en  ganske  bestemt  Nedbøjning  for  hver  Værdi  af  P;  der  er 
ingen  Ubestemthed  tilbage.  Af  (32)  ses,  at  Momentet  voxer 
med  P  og  bliver  uendelig  stort  for 


den  Eulerske  Grænseværdi  Pr  vedbliver  altsaa  at  optræde  som 
Grænseværdi,  ogsaa  naar  P  virker  excentrisk.     Herefter  skulde 
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det  i  visse  Tilfælde  være  ligegyldigt,  hvor  stor  Exceiilridtelen 
er;  lil  syvende  ng  sidst  skulde  Bæreevnen  dog  være  den  samme 
som  for  en  centralt  paavirket  Søjle,  Denne  Urimelighed  [«■ 
klares  imidlertid  simpelt  der\'ed,  at  ovenstaaende  Beregninger 
kun  ere  rigtige,  saalænge  Proportionalitetsgrænsen  ikke  er 
overskreden,  og  dette  vil  naturligvis  ske  langt  tidligere  tø 
end  ved  den  centralt  paavirkede  Søjle.  Grænseværdien  Pg  faat 
altsaa  her  kun  Betydning,  hvis  største  Fiherpaavirkning  ikte 
naar  op  til  Proportionalitetsgrænsen  for  P-<Pk. 

Vi  maa  følgelig  beregne  største  Fiherpaavirkning,  men 
føi-st  ville  vi  dog  for  at  faa  simplere  Udtryk  i  (32)  erstatte  cos 
med  Hækkeudviklingen;  dette  giver: 


.Wn>. 


Pf.. 


1^ 

P[" 
8EI 


og  iiiet  8  ikke  er  niegel  forskellig  fra  tt",  og  idet  -  -^—  =' 


viUe  vi  sætte; 
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giver    største    Trykspænding,    og    angaaende    dens    tilladelige 
Størrelse  hersker  der  meget  forskellige  Meninger*).     Nogle  an- 
lage,   at  Brud  først  indtræder,  naar  Trykspændingen  nærmer 
sig  til  Brudgrænsen  —  forudsat  naturligvis,  at  P  ikke  forinden 
har   overskredet   Værdien    Pe  — ;     andre    sætte    Flydegrænsen 
(hvis    en   saadan   findes)  i  Stedet  for  Brudgrænsen,    og  dette 
Standpunkt  er  sikkert  rigtigere,   saaledes  som  det  nærmere  er 
udviklet  i  forrige  §  for  centralt  paavirkedé  Søjler.    Begge  disse 
Anskuelser  føre  til  det  Resultat,  at  man  ved  Dimensioneringen 
kun    har   at   sørge  for,    at  den  efter  (33)  fundne  resulterende 
Fiberpaavirkning   ikke   overskrider   en   vis  tilladelig  Værdi  r. 
Men    denne  Betingelse  er  ikke  tilstrækkelig  betryggende;    thi 
den    kan  godt  være  opfyldt,    og  dog  kan  P  være  meget  nær 
ved    den   farlige    Grænseværdi    P^,    og   heraf  vilde   følge   det 
mærkelige  Resultat,   at  en  Søjle  med  en  given,   lille  Excentri- 
citet  skulde   kunne   gøres  svagere,  end  hvis  den  var  centralt 
paavirket.     Andre  mene  endelig,  at  største  Trykspænding  ikke 
maa    overskride   den   tilladelige    Belastning   for   centralt   paa- 
virkede Søjler  med  samme  -  .    Det  sidste  Standpunkt  er  natur- 
ligvis   det   forsigtigste,    og  det  ser  ret  tiltalende  ud,    idet  man 
da,  naar  Excentriciteten  blev  Nul,  vilde  komme  tilbage  til  de 
for  centralt  paavirkede  Søjler  gældende   Formler.     Imidlertid 
er  man  paa  den  Maade  altfor  meget  paa  den  sikre  Side,  som  yf 
vi  skulle  se  nedenfor.  —  Vi  ville  foreløbig  betegne  den  resul-   f 
terende    største   Trykspænding   med '  Ob  og  vente  med  at  fast-  j 
slaa  dens  tilladelige  Værdi  til  senere.  — 1 

Der  sættes  altsaa: 


\-         k     uOe  —  c)  ' 


og  ved  Opløsning  med  Hensyn  til  o  findes  heraf: 


♦)  Se  f.  Ex.  Zeitschr.  d.  dsterr.  Ing.-  und  Arch.-Vereins,  1897^  S.  725. 


Brøken  under  Rodtegnet  er  altid  <  1 ; 
nærmelse  ved  at  opløfte  til  Potensen  ^ 
højere  Potenser  af  Brøken.     Dette  giver: 

.-t[..+p.,(i+^;)l.n-/,_ 


Brøken  under  Rodtegnet  er  altid  <  1 ;  vi  faa  derfor  en  Til- 
nærmelse ved  at  opløfte  til  Potensen  ^  og  bortkaste  2deii  ug 
højere  Potenser  af  Brøken.     Dette  giver: 

2f£aEaB 


;('+^) 


Ofl  +  flOi 


Det  herved  hestemte  o  er  den  Værdi  af  P:F,  far  h\1lken 
den  resulterende  Paavirkning  o«  naar  Brudgrænsen,  —  eiilen 
nu  Bruddet  foregaar  ved  Flydegrænsen  eller  den  virkeligf 
Brudgrænse  — .  For  ^  =  O  faar  man  en  Formel,  der  er 
ganske  analog  med  Cl.  Fidlers  Ligning  (24)  for  centralt  paa- 
virkede Søjler,  o  bliver  efter  (34)  altid  mindre  end  den 
mindste  af  de  to  Størrelser  Ob  og  fiop.,  og  des  mindre,  jo 
større  Excentriciteten  er. 

Man   kan   nu  slaa  ind  paa  ganske  den  samme  Vej  lil  Di- 


393  §  65. 

ladelige  a,  som   man  saa  finder  af  Formlen,  bliver  mindre 

id  den  mindste  af  Størrelserne  —  Ob  (=  r)  og  —  .  uoe  ,      og 

n  n 

;t  er  netop  heri,  Methodens  Fortrin  viser  sig,    at  man  ogsaa 
\T  o  <C  —  Oe  [fi  er,  som  vi  skulle  se  nedenfor,  en  ægte  Brøk), 

For  at  kunne  benytte  (34)  paa  den  antydede  Maade  skulde 
an  gerne  have  bekræftet  ved  Forsøg,  at  den  virkelig  giver 
rudbelastningen.  Der  er  desværre  ikke  udført  mange  Forsøg 
ed  excentrisk  paavirkede  Søjler,  men  med  de  faa,  der  fore- 
5ge*),  faar  man  udmærket  Overensstemmelse  ved  i  (34)  at 
3tte  fji  =  0,85  —  0,90  samt  for  Svejsjærn:  Ob  =  3000  kg. /cm.*, 
r  Staal:  Ob  =  3300  kg./cm.^.  For  at  vise  dette  anføres 
Igende  observerede  og  beregnede  Værdier  af  Brudbelast- 
ngen  pr.  Arealenhed  (de  efter  Tetmajers  Formel  beregnede  a 
e  medtagne  for  bedre  at  paavise  Overensstemmelsens  Til- 
rækkelighed) : 


♦)  De  Forsøg,  der  her  tænkes  paa,  ere  anstillede  af  Tetmajer  (Mittheilungen, 
Heft  4,  S  174  o.  f.  i  den  franske  Oversættelse).  Tetmajer  opstiller  en 
meget  kompliceret  Formel ;  han  gaar  ud  fra,  at  den  resulterende  Fiber- 

paavirkning  kun  maa  naa  op  til  samme  Værdi  som  P:F(=  0^/)  for  en 
centralt  paavirket  Søjle  og  sætter  da: 

=  ^  .  (  1  +  C  — h — /»  livor  f  beregnes  efter  Formlen  f=fo.  -^^ — ^ — , 

cos  Y  fl' 

og  hvor  ^  er  en  Konstant,  der  bestemmes  af  Forsøgene,  men  som  viser  sig 

I 
at  variere  meget  stærkt  med  — .  Tetmajer  angiver  for  smedeligt  Jærn : 

Z  w  / 

for  Y  <  112,  C  =  —  0,0028  j  +  0,877, 

for  Y>  112:?  =  7158  \j)    +5,78.  y  —  0,078, 

efter  hvilke  Formler  ?  ved  de  anstillede  Forsøg   varierer  mellem  0,029 
og  0,76.     Heraf  ses  tydeligt  nok,  at  Formlen   i  sig  selv  ikke  er  rigtig, 

og  navnlig,  at  det  er  forkert  at  gaa  ud  fra  Og ;  ikke  at  tale  om,  at  Form- 
len er  saa  kompliceret,  at  den  er  umulig  at  bruge. 
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Blødt  Staal: 
El  Vinkeljærn  Nr.  9a, 


127—301.  /,  =   10—20""". 
ft  =  0,85,  ob  =  3300. 
a  (observeret):  610,        440,         270,         190, 

-  [beregnet  efter  {M)]:         660,        390,         240.         170, 

-  (        -  -   Telmajer);  670.         350.         220.         160. 

To  Vinkeliærn  ~\^.   Nr.  9a,  i  -=  43—188,  /■„  =  34—36' 

f,  =  0,85,  Ofi  =  3300. 
o  (obsen-eret):  1330.     1040,     690,    510, 

-  (beregnel  efter  (34H:  1300,     1000,     725,    530, 

-  (        -  -   Tctmajer):  1310.     1050.     750,    530, 

Svejsjiern : 
El  Viitlu^rn.  Nr.  9a,  -  —  122—291,  /,  =  12— 14"», 

{É  =  0,85,  o«  =  3000. 
a  (obsen-eret):  550,        360.         250, 

-  (beregnet  efter  (541);  570,        360,         235, 

-  (        -  -   Telmajer);  550,         340.         240, 

To  Vinkeljærn  "IP.   Nr.  9a,  -   =  43—188,  A  =  36,9™- 
u  =  0.85,  ob  =  3000. 
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aavirkede  Søjler.    For  fM  sættes  Værdien  0,85,  hvorved  man  i 

e  Tilfælde,  hvor  fx  ==  0,9  egentlig  passer  nok  saa  godt,  finder 

p 
lidt  for  lille.     Den  tilladelige  Værdi  af  -^  faas  nu  af  (34)  ved 

tilføje  den  samme  Sikkerhedskoefficient  —  som  for  centralt 

avirkede  Søjler,  altsaa: 

^  1  0,85  Oe  .  Ob  0,85  Oe  .  r 


^  ""     Ob^  0,85(7^  (l  4-  A)         aB  +  0,85(7,,  (l  +  ^) 

2it  man  i  Tælleren  har  sat  —  Gb'=  r  =  den  tilladelige  Belast- 

ng  for  Materialet  til  direkte  Tryk.   Formlen  skrives  bekvem- 
25re  saaledes; 

P    _  r, ^ , _:  (34a) 


r  +  ^,  0,85(7^  (l  +  -^^) 


d  dens  Benyttelse  erindres  det,  at  /i  er  den   oprindelige  Ex- 


? 


xitricitet,  A:  =  —    =    Kærneradius    i     Kraftliniens    Retning, 

Tt^E     I 

:   =  -jz — '=r',  r  og  n  have  f.  Ex.  følgende  Værdier: 

for  blødt  Staal  r  =  700—800  kgjcm^fn  =  4—571  1 

-  Svejsjærn     r  =  600—750        —        n  =  4—5,     i  ^  "^  '\0rOl 

-  Støbejærn    r  =  %0l  (^irv  —         n  =  8 — 10,    ^  r  o  oOO^ 

-  Træ  r  =  45  _        n  =  6—8.       ^  ^    '     ,^. 
For  Støbejærn  maa  man  desuden  ved  (33)  undersøge,  om     » 

rækpaavirkningen  ikke  overskrider  det  tilladelige  (2  —  300 
g./cm.^).  Ved  Beregningen  af  Oe  indføres  den  samme  »frie 
ængde«,  som  hvis  Søjlen  var  centralt  belastet. 

I  den  angivne  Form  er  (34  a)  kun  bekvem  til  at  undersøge 
1  Søjle  med  givne  Dimensioner,  og  gælder  det  at  bestemme 
dimensionerne,  har  man  da  ingen  anden  Udvej  end  at  prøve 
g  frem,  vælge  et  Profil  og  undersøge  dets  Brugbarhed.  Nogen 
ettelse  kan  dog  opnaas  ved  en  lignende  Omskrivning  som 
en  i  forrige  §  for  centralt  belastede  Søjler.     Af  (34  a)  findes, 

let  vi  for  Koiiheds  Skyld  skrive  ftx  i  Stedet  for  —  .  0,85 : 


r  +  (I.ØE  (l  +  f ) 


P      

r  f^\OE 


og  naar  heri  indføres  - 


F,  og  F  -  C.i 


hvoraf  ved  Oplosning  og  Reduktion: 


F  )• 


■^■l'  +  Vs  +  X(,.+  _:^)], 


hvor  |Ui7i 


.  8,4.     Her  kendes  alle   Størrelser   undtagen 


og  L'.     Naar  blot  Formen  af  Tværsnittet  er  bekendt,   ka 
let  danne  sig  et  Begreb  om   Størrelsen   af  ^'  (se   forrige 
man  beregner  saa  F  med  en  skønnet  Værdi  af  e  (^  Afstandin 
fra  Tyngdepunklsaxen  ud  til  de  yderste  Fibre);  en  enkelt 
regning  vil  i  Almindelighed  være  tilstrækkelig. 

1  det  foregaaendc  er  det  stiltiende  forudsat,  at  Bøjningen 
vil  finde  Sted  som  Følge  af  Kraftens  Excentricitet,  og  at  lier 
ikke  er  Tilbøjelighed  til  Bøjning  i  nogen  anden  Retning  end 
den,  der  følger  heraf.  Dette  er  dog  kun  Tilfældet,  hvis  Kraf- 
tens Angrebspunkt  ligger  paa  den  Hovedaxe  for  Tværsnittet, 
om    hvilken    Inertimomentet    er    stør 
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Der  regnes:  n  =  4,  r  =  800,  altsaa  er  Fo  =  15*'"•^    Den 
Crie  Længde  regnes  til  0,7  .  Z  =  5,6™-,  hvorved: 

P  .  r  560« .  800 

===  56. 


1  2,1.2150000 


n 


Antages    nu    c  =  8*^™-   (passer   for   Profil    Nr.  22),    bliver 
^ ,  fQ^=  40,  og  idet  C  =  ca.  6  (se  forrige  §),  faas : 

F  ^  15.[.^  +  l/{  +  /6(40  +  56)]  =  15.6,72  -=  100,8<^™-\ 

For  at  faa  dette  Areal  maa  vi  imidlertid  bruge  Profil-Nr.  30, 
^or  hvilket  e  =  10*^",  ^  =  6,42,  og  disse  Værdier  give: 

F  =   15  [^  +  V  1  +  ^  (50  +  56)]  =  7,26  .  15  =  108,9- •^ 

:2  Stkr.  I^-Jærn,    Pr.-Nr.  30,    have  et  Areal  paa   117,6*^'"',    saa 
-dette  Profil  er  tilstrækkeligt. 

Hvis  Kraften  havde  virket  centralt,  kunde  man  netop  have 
benyttet  Pr.-Nr.  22  (efter  Eulers  Formel  med  Sikkerhed  5). 

Opg.  37.  En  hul,  cirkulær  Støbejærnssøjle  med  plane  Endeflader  og 
5"*-  Højde  skal  bære  23*-  ,  der  virker  med  en  Excentricitet  paa  10<»"-;  bestem 
Dimensionerne. 

Opg.  38.  En  Svejsjærns-Søjle  med  plane  Endeflader  og  6,4  •"•  Højde 
skal  dannes  af  to  |^-Jærn  som  i  Exemplet  ovenfor.  Belastningen  er  20  *•• ,  og 
den  virker  med  en  Excentricitet  paa  7*^™  ,  idet  Angrebspunktet  ligger  paa 
den  med  [^-Jærnenes  Krop  parallele  Symmetriaxe.     Bestem  Profil-Nummeret. 


§  66.  Søjler  og  Trækstænger,  paavirkede  til 
Bøjning  af  Kræfter  vinkelret  paa  Længderetningen. 
Hvis  man  foruden  et  centralt  Tryk  eller  Træk  ogsaa  har 
bøjende  Kræfter  vinkelret  paa  Længderetningen,  kan  man  gaa 
frem  ganske  som  i  forrige  Paragraf,  For  at  antyde  Methoden 
tage  vi  en  Søjle  med  et  centralt  Tryk  P  og  en  ensformig  for- 
delt Belastning  p  pr.  Længdeenhed,  vinkelret  paa  Axen;  Søjlen 
er  simpelt  understøttet  i  begge  Ender.  I  et  vilkaarligt  Punkt 
i  Afstanden  x  fra  den  ene  Ende  er  Nedbøjningen  y,  og  Mo- 
mentet her  bliver: 

M=  ipx'  —  ^plx  —  Py, 


y  =  C  sin  ar  +  /)  cos  AT  -t-  2p  '  "^  ~  2P  '  ^  ~  PV' ' 

p 
idet  «"  =  -     .     C  og  D  bestemmes  ved  Betingelserne:  x=(l 

og  a:  ^  /  give  g  ^^0,  hvorefter  man  beregner  største  Nedbøjning 
f,  som  efter  nogen  Reduktion  bliver: 


Pa' 


—  cos  I  al 
cos  h  al 


Momentet  paa  Midten  er  nu  (efter  Rækkeudvikling  af  cos): 


AU. 


den   Eulerske 


Varrdi    Pe   ^r    altsaa    ogsaa   her  den    farlige   Grænseværdi  for 
Kraften. 

Den  antydede  Beregning  gælder  imidlertid  kun  for  del 
specielle  betrngtede  Tilfa^lde,  at  P  er  et  Tryk,  og  at  de  bøjende 
Kræfter  ere  ensformig    fordelte;     naar  P  bliver  et  Trak,  faar 
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1  4 

=  177;     for  en  Belastning  bestaaende  af  to  lige  store  Mo- 

n  48 

1  f\ 

menter  ved  Understøtningspunkterne  findes     ~  =  70  •        For 

rie  to  sidstnævnte  Bjælker  ere  Momentkurveme  en  Trekant  og 
<et  Rektangel;  de  betegne  derfor  Grænsetilfælde,  hvorimellem 
^e  andre  mulige  Belastninger  maa  gruppere  sig.  Konstanten 
ji  i  (36)  kan  derfor  antages  altid  at  ligge  mellem  8  og  12,  naar 
Paavirkningen  er  en  ren  Bøjning. 

Vi  ville  nu  anvende  den  samme  Relation  mellem  f  og  Of) 
i  det  Tilfælde,  hvor  der  foruden  den  rene  Bøjning  optræder 
en  Kraft  P  paalangs.  /  og  Oj,  betegne  da  største  Nedbøjning 
og  største  Bøjningsspænding,  der  frembringes  af  Kraften  P  og 
Kræfterne  vinkelret  paa  Længderetningen  tilsammen;  den  totale 
største  Spænding  er 

P  ^ 

Det  resulterende  største  Moment  kan  skrives: 

M„,ax.  =*=  Mo  —  P.f, 

hvor  Mo  betegner  det  største  Moment,  der  frembringes  af 
Kræfterne  vinkelret  paa  Længderetningen  alene,  P.f  den  Del 
af  Momentet,  der  hidrører  fra  P.  Kraften  P  er  herved  regnet 
med  Fortegn,  positiv  for  Træk,  nzgativ  for  Tryk;  hvis  P  er 
positiv,  vil  den  modvirke  Bøjningen,  hvorfor  P .  f  og  Mq  i  saa 
Fald  have  modsat  Tegn.  Naar  Mn»ax.  sættes  lig  Mo  —  P  -f^  er 
der  forudsat,  at  største  Nedbøjning  /  optræder  i  det  Punkt, 
hvor  Momentet  ft*a  Kræfterne  vinkelret  paa  Stangen  er  størst; 
dette  er  i  Almindelighed  kun  Tilfældet,  hvis  Belastningen  er 
symmetrisk  fordelt  om  Stangens  Midtpunkt,  men  Fejlen  er 
aldrig  betydelig.  Vi  have  nu,  idet  Momentet  Mmax.  frembringer 
Spændingen  o^: 

Mn,ax.   =    M^  —  P,f^    Mo—  —  P,-^ ^./, 


hvoraf  findes: 


n         Ee 


^b  = pfT'  (^n- 

^  n,E 


%  66.  400 

Denne  Formel  har  ganske  samme  Udseende  som  for  dmpti 

PI' 
Bøjning:    Inertimomentet  er  blot  forøget  med  Størrelsen  p- . 

Ovenfor  have  vi  set,  at  n  sandsynligvis  ligger  mellem  8  og  12: 
i  det  specielle  Tilfælde,  der  betragtedes  i  Begyndelsen  af  denne 
Paragraf,  vilde  n  va>re  lig  S,  hvis  Rækkeudviklingen  for  cos 
var  nøjagtig,  i  Virkeliglieden  bliver  n  lidt  større.  (37)  ind- 
befatter Formlerne  for  excentrisk  Ti'yk  i  forrige  Paragraf  som 
specielt  Tilfælde;  sættes  i  (37): 


P-U- 


faas  netop  sidste  Led  i  (33).  n  er  den  samme  Størrelse,  som 
i  forrige  Paragraf  kaldtes  fi.n',  og  da  vi  af  Forsøgene  med 
excentrisk  Tryk  have  udledet  Værdien  fin^  =  8,4,  ville  vi  of 
saa  her  sætte  n  =  H,4. 

Ligning  (37)  kan  umiddelbart  anvendes,  naar  P  er  el 
(centralt)  Træk.  I  saa  Fald  skal  man  simpelthen  sørge  for, 
at  den  resulterende  største  Trækspænding  ikke  overskrider 
den  tilladelige  Værdi  r,  og  man  har  altsaa  til  Dimensions- 
hestemmelsen : 
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Ted  Maaling  af  Nedbøjninger  (Préaudeau)*)  og  af  Spændingei- 
.  (Guillot  og  Rahut)  **). 

Exempel  1.  En  6™-  lang  Trækstang  af  P°»-.tykt  fladt 
Jærn  skal  optage  en  Spænding  paa  700  kg. /cm.*,  virkende 
centralt;  samtidig  kan  Stangen  blive  paavirket  til  Bøjning  af 
et  Vindtryk  paa  150  kg./m.*;  bestem  den  der\ed  bevirkede 
Tilvæxt  til  Spændingen. 

Stangens  Bredde  er  ligegyldig;  vi  regne  den  lig  1®™*.  Vind- 
trykket er  da  1,5  kg.  pr.  m.,  Mo  =  ^  .  1,5  .  6* .  100  =  675  kg.  cm. 

1.4^^'  700.360000         ,^_, 

€  —  v,D     ,  i         T^      '  8,4 .  £        8,4 .  2000000  ' 

Altsaa  er  Spændingstilvæxten  ifølge  (37  b): 

675 .0,5  oo  1      /       2 

-:; — r-^  =  ca.  22  kg./cm.* 

T2  +  IS 

xnedens  man   uden   Hensyn   til  Nedbøjningen  vilde  finde  Til- 

-væxten  i^  =  675.0,5.12  =  4050  kg./cm.*;     herved  vilde 

<iog  i  alle  Tilfælde  Proportionalitetsgrænsen  være  overskredet, 
saa  Formlen  kunde  ikke  bruges. 

En  lignende  Virkning  som  Vindtrykket  i  dette  Exempel 
Ml  Egenvægten  udøve  paa  vandret  liggende  Trækstænger  af 
iladt  Jærn  (for  P°*-  Tykkelse,  I*'™-  Bredde,  er  Egenvægten 
<^.  0,8  kg.  pr.  m.). 

Exempel  2.  En  Trækstang  er  dannet  af  ét  Vinkeljærn, 
^0  .  80  .  10"°*-,  hvortil  Kraften  overføres  ved  2*^"  Nitter  midt  i 
<ien  ene  Flig.  Stangens  Længde  er  2™  ,  Kraftens  Størrelse  er 
^100  kg.  (svarende  til  700  kg. /cm.*  af  det  nyttige  Tværsnit, 
livis  Spændingen  fordelte  sig  ensformigt  derover).  Der  spørges 
om  største  Fiberpaavirkning. 

Kraftens  Angrebspunkt  antages  at  ligge  45"™  fra  Profilets 
Vinkelspids  og  midt  i  Flangetykkelsen,  Kraftlinien  danner  da 
en  Vinkel  paa  ca.  4^  med  den  ene  Hovedaxe,  og  man  skulde 
egentlig  opløse  Momentet  P .  fo  efter  Hovedaxerne,  foretage  to 
Beregninger  og  addere  Resultaterne.  Den  ene.  af  Kompo- 
santeme   bliver   dog  her  saa  lille,    at  vi  ville  se  bort  fra  den, 


♦)  Ann.  d.  ponts  et  chaussées,  1894,  I,  S.  49B. 

♦♦)  Génie  civil,  1894—95,  I,  S.  43^  og  Bemærkninger  til  Forsøgene  af  Keelhof 
og  Mesnager  (ib.  S.  220  og  253). 
A.  Ostenfeld:  Teknisk  Elasticitetslære.  *2i^ 


hvortil  der  ogsaa  er  god  Grund,  da  Kraflangrebspunktd  jo 
ikke  er  ganske  bestemt.  Excentriciteten  bliver  da  :  ^  =  2,8,^* 
Mi    =    P.fa    =    9100.2,83    —    25753    kg.cm.,     e    =  oM". 

PP 
I  =  141™',  7rTp=  21,67™*;  Spændingen  bUver: 


Denne  store  Spændingstilvaext  (895  kg.)  vilde  omtrenl 
ganske  undgaas,  hvis  man  ved  et  Stykke  Vinkeljærn  befæstede 
Stangen  ogsaa  midt  i  den  anden  Flig;  Excentriciteten  vildf 
da  Vicre  forsvindende. 

Naar  P  er  et  Trgk,  kan  (37)  ikke  anvendes  slet  saa  direkte. 
Den  resulterende  Paavirkning  er,  idet  vi  nu  hellere  regne  f 
positiv  for  Tryk: 

P  ^      Mo .  e 

"  +  "'  =    F-  PP     '  (39). 

M  ,E 

hvis  man  her  blot  bestemmer  Dimensionerne  saaledes,  al 
a-\-ab  ikke  overskrider  den  tilladelige  Trykpaa virkning,  ud- 
sætter man  sig  for  den  samme  Fare  .som  ved  excentrisk  Tryk, 
at  P  kun  ligger  lidt  lavere  end  Grænseværdien  P^,  og  kan 
derfor  ogsaa  her  komme  til  det  umulige  Resultat,  at  der  ikke 
behove.s  saa  store  Dimensioner  for  at  modstaa  den  forenede 
Virkning  af  PogMo,  som  man  ved  de  sædvanlige  Serjleformler 
finder  ved  at  regne  med  det  centrale  Tryk  P  alene.  Da  vi 
nu  imidlertid  ere  komne  over  Vanskeligheden  i  del  specielle 
Tilfælde,  hvor  Ma  hidrører  fra  et  excentrisk  Tryk,  kunne  vi 
her  slippe  let  derover  ved  hlot  at  beregne  /i,  (en  tænkt  Excen- 
tricitet) af:  Afo  ^  P .  ^  og  saa  simpelthen  bruge  Methoden 
i  forrige  §;  (39)  og  (33)  blive,  som  vi  saa  ovenfor,  identiske, 
naar  der  sættes:  Mn  =  P.ff,.  Vi  kunne  altsaa  ogsaa  her  be- 
nytte (35)  til  Dimensionsbestemmelsen,  men  niaa  tillige  erindre 
at  undersøge,  om  Trækpaavirkningen  ikke  bliver  for  stor, 
hvis  Materialel  f.  Ex.  er  Støbejærn. 

Opg.  39.  Find  Spicndingstilviexteii  fra  Bøjningen  for  en  Tnekstang,  der 
er  dannet  af  et  C-Jærn,  N.  Pr.  Nr.  12,  hvortil  Kraften  overfores  ved  Nitter 
({enneni    Kroppen,    symmetrisk    fordelte    om    Midtlinien;    Tnekkel    i  Stanjen 


^ 
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Opg.  40.  En  Træstolpe  med  kvadratisk  Tværsnit,  plane  Endeflader  og 
^2™-  Længde  skal  optage  et  centralt  Trykpaa  15,5*«.;  bestem  Dimensionerne, 
:xiaar  der  tages  Hensyn  til  et  Vindtryk  paa  150  kg./m.^,  og  sammenlign  Resul- 
"tatet  med  det,  man  vilde  finde  uden  Hensyn  til  Vindtrylfket. 

Opg.  41.  En  Pakhus-Søjle  af  Støbejæm  (hul,  cirkulær)  med  plane 
Endeflader  og  4,5  "»•  Højde  skal  bære  et  Tryk  paa  32*«-,  virkende  med  en 
Excentricitet  af  S^m..  Tillige  kan  Søjlen  paa  de  nederste  2°^'  blive  udsat 
for  et  vandret  Sidetryk  paa  500  kg.  pr.  m.    Bestem  Dimensionerne. 


IIL     Normale  og  forskydende  Spændinger. 

§  67.  Sammensætning  af  Normalspændinger  og 
Forskydninger  i  Almindelighed.  Der  lægges  (Fig.  175a, 
PI.  19),  to  paa  hinanden  vinkelrette  Snit  OA  og  OB  i  et 
Legeme,  der  er  paavirket  af  ydre  Kræfter.  Hvert  af  disse 
Snit  vil  i  Almindelighed  være  paavirket  af  en  skraat  rettet 
Spænding,  der  kan  opløses  i  en  normal  og  en  forskydende 
Komposant;  dog  antage  vi,  at  Spændingerne  kun  virke  i  en 
Plan  vinkelret  paa  Skæringslinien  mellem  Planerne  OA  og  Ofi, 
da  det  som  Regel  kun  er  det  simple  Tilfælde,  at  alle  Kræfter 
ligge  i  samme  Plan,  der  har  Betydning  i  Praxis.    . 

Det  antages  nu,  at  man  for  de  to  Snit  kender  de  skraat 
rettede  Spændinger  p  og  q  (pr.  Arealenhed)  i  Punktet  O;  man 
skal  finde  Spændingen  i  et  vilkaarligt  tredie  Snit  gennem  O, 
hvis  Normal  danner  Vinklen  a  med  OA,     Der  lægges  et  Snit 

AB  under  Vinklen  — a    med    OA,    saa    der   afgrænses   et 

uendelig  UUe  tresidet  Prisme ;  Spændingerne  for  Snittet  AB  og 
det  dermed  parallele  Snit  gennem  O  afvige  da  kun  uendelig 
Hdt  fra  hinanden,  saa  man  kan  besvare  Spørgsmaalet  ved  at 
finde  Spændingen  for  AB;  og  dette  udføres  meget  simpelt 
derved,  at  Kræfterne  paa  det  hlle  Prisme  skulle  holde  hin- 
anden i  Ligevægt.  Kraften,  der  virker  paa  Snittet  OA^  er  lig 
q  Gange  Snittets  Areal;  idet  Prismets  Højde  vinkelret  paa  Pa- 
pirets Plan  ogsaa  er  uendehg  lille,  bliver  denne  Krafts  Størrelse 

—  og  Ugeledes  Størrelsen  af  Kræfterne  paa  de  to  andre  Snit 

—  uendelig  hlle  af  2den  Orden;  de  Massekræfter  (Tyngde  o.  1.), 
der  muUgvis  virke  paa  Prismet,  ere  derimod  uendehg  smaa 
af  3die  Orden,  altsaa  forsvindende. 

Da  det  aabenbart  kun  kommer  an  paa  Forholdet  mellem 
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Snitteoes  Arealer,  kunne  vi  sætte  AB  ^  1  og  ligeledes  l'rismeli 
Højde  lig  1:  Arealet  OA  er  da  lig  sina.  Arealet  OB  lig  cosa, 
og  Kræfterne,  der  virke  paa  disse  Snit:  p  cos  a  og  lysina; 
Kraften  paa  AB  er  lig  den  søgte  Spænding.  Da  der  skal  vim 
Ligevægt,  maa  den  søgte  Spænding  være  lig  og  modsat  Resul- 
tanten af  pcosa  og  r;  sin  a  og  findes  altsaa  ved  (Fig.  175,  b) 
ud  fra  et  Punkt  C  at  afsætte  pcosa  og  9  sin  a  i  Størrelse  og 
Retning  og  sammensætte  dem.  Betragter  man  (Fig.  175, 1^ 
Retningslinierne  pcosa  og  t]  sin  a  som  Koordinataxer,  bliv« 
Koordinaterne  til  Resultantens  Endepunkt: 


=  f/  sin  «, 


=  p  cos  a 


og   hvis   nu  a  varierer,   medens  de  to  oprindelige  Snit    OA  oj 
OB  ligge  fast,  finder  man  ved  Relationen:   cos' a -(- sin^« 
at  Punktet  {x',  y']  ligger  paa  Ellipsen: 


1. 


Altsaa:  naar  et  Snil  drejer  sig  om  et  Punkt,  og  man  af- 
sætter den  til  tiuer  Stilling  svarende  Spænding  i  Størrelse  oj 
Retning  ud  fra  Punktet,  ville  alle  Endepunkterne  ligge  paa 
Ellipse.  Spændingsellipaen.  For  at  man  skal  kunne  benytle 
denne  Fremstilling  til  virkelig  at  bestemme  Spændingen 
vilkaarligt  Snit,  maa  man  tillige  have  en  Relation  mellem 
Snittets  og  den  tilsvarende  Spiendings  Retning,  og  det  kan 
vises,  at  Snit-  og  Spændingsretning  svare  til  hinanden  som 
konjugerede  Diametre  i  et  andet  Keglesnit;  ved  dette  saml 
Spændingsellipsen  er  Spa-ndingens  Variation  i  Punktet  fulJ- 
stændig  bestemt.  Vi  skulle  dog  ikke  gaa  videre  ad  denn* 
Vej,  da  der  gives  andre,  som  ere  simplere  og  navnlig  føre  lil 
simplere  grafiske  Konstruktioner. 

Vi  vende  tilbage  tH  det  elementære  Prisme  OAB  og  tænke 
os  nu  de  givne  Spændinger  i  OA  og  OB  opløste  i  deres  nor- 
male og  forekydende  Komposanter,  o^,  a^  og  t^^  (Fig.  176, 
PI.  19).  Forskydningsspændingerne  i  de  to  Snit  ere,  som  b^ 
kendt  (g  19),  lige  store  og  begge  rettede  mod  O  eller  heggf 
bort  fra  O.  Vi  sætte  igen  AB  =  1  og  faa  da  de  paa  Fi- 
guren skrevne  Størrelser  af  Kræfterne  paa  de  tre  Sideflader 
Ved  Projektion  paa  Retningslinierne  for  ff^-  og  t^-^.  findes: 
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Oy^  =  {Gx  sin  a  +  '^xy  cos  a)  sin  a  +  {Oy  cos  a  +  Tjjy  sin  a)  cos  a 

=  Ojc  sin*  a  +  (Jy  cos*  a  +  '^jcy  sin  2a, 
^a:'^'  =  {^x  sin«  +  ^a;y  cos  o)  COS  «  —  [Oy  COS  «  +  Tj;y  sin«)  sin  a 

=  I  (flf^  —  Oy)  sin  2a  +  r^y  cos  2a. 
For  Normalspændingen   i  et  paa  AB  vinkelret  Snit  findes 
Ted  at  sætte-—  +  a  i  Stedet  for  a : 

(^x'  =  (^x  cos*  a-\-  Oy  sin*  a  —  r^y  sin  2a. 
Hvis  man  i  disse  Ligninger  indfører: 

^x   ^^^    ^xj     ^y   ^"^    ^yy     '^xy    ^"^    ^xyf 
Ox*    =    Ix'  y      ^y'    *==   iy'  ?      ^a;*y'    '^'    ^x'y'y 

faar  man  netop  Ligningerne  (1)  i  §  12,  der  udtrykke  Sammen- 
hængen mellem  Inertimomenter  og  Centrifugalmoment  om  Axer 
gennem  samme  Punkt.  Man  finder  derfor  Spændingerne  a^' y 
^y'  Og  '^x'y'  af  de  givne  Oj.^  Oy  og  Vxy,  ganske  som  man  af 
Inertimomenter  og  Centrifugalmoment  om  et  Par  retvinklede 
Axer  udleder  de  tilsvarende  Størrelser  for  et  Par  nye  Axer. 
Der  er  dog  én  Forskel,  naar  man  sammenligner  Momenter  af 
2den  Orden  og  Spændinger:  Inertimomenter  ere  altid  positive, 
Normalspændinger  kunne  derimod  være  positive  eller  negative 
{vi  regne  Trækspændinger  positive);  Forskydningsspændingeme 
kunne  ligesom  Centrifugalmomenter  være  positive  eller  negative. 
Hvis  vi  altsaa  kende  Spændingerne  i  to  paa  hinanden 
vinkelrette  Snit,  kunne  vi  finde  dem  i  hvilkesomhelst  andre 
Snit  gennem  samme  Punkt  ved  den  samme  Hjælpecirkel,  som 
anvendtes  i  §  12  {Lands  Konstruktion*).  I  Fig.  177,  PI.  20, 
afsættes  ud  ad  V-Axen:  OR  =  Ox,  RY  =  Oy,  RT  =  Txy,  og 
der  tegnes  en  Cirkel  over  OY  som  Diameter.  For  de  nye, 
paa  hinanden  vinkelrette  Snit  OX'  og  OY'  har  man  da  Spæn- 
dingernes Størrelser: 

Ox'  =  X'R\    Oy.  =  R*T,    Tx'y'  —  R'T, 


♦)  Anvendelsen  af  Konstruktionen  paa  dette  Omraade  er  angivet  af  Land 
i  Zeitschr.  d.  Vereins  deutscher  Ing.  1895,  S.  1551;  Udledelsen  er  dog 
en  anden  end  her. 
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idet  TH'  er  nedfældet  vinkelret  paa  Diameteren  .V'V.  R 
tanten  af  den  normale  og  den  forskydende  Spænding 
Snittet  OX'  har  Størrelsen  TX' ,  og  ligeledes  angiver  TV' 
Størrelsen  af  den  skraal  rettede  Spænding  paa  Snittet  OV';til 
Bestemmelsen  af  Retningen  af  disse  Spændinger  i  Forhold  til 
Snittene  skulle  vi  komme  tilbage  nedenfor,  og  med  det  samn« 
skulle  vi  faa  et  Kendetegn  paa,  om  Punktet  T"  skal  afsættes 
ud  til  den  ene  eller  den  anden  Side  af  OY. 

Idet  Forsky dningsspændingen  altsaa  niaales  som  den 
vinkelrette  Afstand  fra  T  til  den  bevægelige  Diameter  X'f, 
bliver  den  anbenbart  Nul,  naar  X'Y'  falder  i  MT;  de  til- 
svarende Snit  01  og  02  ere  kun  paavirkede  af  Nnnnalspæn- 
dinger,  og  disses  Størrelser  ere  givne  ved  TI  og  T2.  Ti  ses 
at  være  den  absolut  største,  T2  den  mindste  Værdi,  Spænriirigen 
i  noget  Snit  kan  antage;  01  og  02  kaldes  Houedsnillene,  71 
og  T2  Hovedspæmiingerne.  Forskydningsspændingen  antager 
sin  største  Værdi  (=  MT),  naar  X'Y'  er  vinkelret  paa  MT:  de 
tilsvarende  Snitretninger  halvere  Vinklerne  mellem  Hoved- 
snittene.  Der  findes  i  Fig.  177  intet  Snit,  hvor  Nornialspæn- 
dingen  bliver  Nul;  Summen  af  Normalspændingerne  i  lo  paa 
hinanden  vinkelrette  Snit  er  konstant. 

Analogien  mellem  Momenter  af  2den  Orden  og  Spaui- 
dinger  gaar  imidlertid  endnu  videre.  I  Fig.  178,  PI.  19,  tr 
Resultanten  OC  af  Spændingerne  o„  og  r^g  paa  Snittet  OB  op- 
løst efter  den  vilkaarlige  Retning  OW  og  efter  Snittet,  altsaa  i 
Komposanterne  OD  og  DC.  Idet  OD  danner  Vinklen  ta  med 
OB,  haves: 

DC    —     Tiy  COt  (U  .  Og, 

og  dette  Udtryk  er  ganske  analogt  med  det  for  Centrifugal- 
raomentet  om  de  skævvinklede  Aser  OD  og  OB  [sammenlign 
§  12,  Ligning  (3)],  paa  en  konstant  P'tditor  cosectu  nær.  Nu 
er  det  imidlertid  bekendt,  at  Centrifugalmomentet  om  et  Par 
vilkaarlige,  skævvinklede  Axer  lel  bestemmes  ved  Lands  Kon- 
struktion, og  navnlig  erindres  det,  at  man  finder  saadanne 
Axer,  om  hvilke  dette  Centrifugal  moment  er  Nul,  ved  al  fo^ 
binde  Punktet  O  med  Endepunkterne  af  Korder  gennem  T 
(Fig.  177,  PI.  20,  eller  Fig.  36,  PI.  5).  Naar  CD  {Fig.  178) 
bliver  Nul,  falder  OD  ud  ad  Spændingen  OCs  Retning,  og 
man   maa   derfor  kunne   bestemme   den  til   et   vilkaarligt  Snit 
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^JX*  svarende  Spændingsretning  OL  (Fig.  177)   ved    at  trække 

^Korden   X'TL.    Omvendt   svarer   naturligvis   til  Snitretningen 

•OZ*    Spændingsretningen    OX*,      Herved  kan  det  ogsaa  let  af- 

:^øres,  om  Punktet  T  i  Fig.  177   skal  afsættes  til  den  ene  eller 

^en  anden  Side  af  07.    Ved  den  angivne  Konstruktion  finder 

3nan   nemlig,   at  Spændingens  Retning  for  Snittet  OX  er   OT 

-^Korden  XTL  og  Linien  OL  falde  her  sammen  \  OT).     Linien 

OT  angiver,  som  ovenfor  vist,  ogsaa  Størrelsen  af  Spændingen 

paa  OX,  saa  vi  for  dette  Snit  faa  baade  Støn-else  og  Retning 

angivne  ved  samme  Linie.     Da  man  kender  baade  o^  og  Xxyj 

ser  man  altsaa  let,  om  r  skal  ligge  til  højre  eller  til  venstre 

for   07;  i  Fig.  177  er   T^s  Beliggenhed  saaledes,  at  det  passer 

med  Forholdene  i  Fig.  176. 

I  Fig.  177.  ligger  T  indenfor  Cirklen,  og  alle  Normal- 
spændinger have  da  samme  Fortegn.  Hvis  T  derimod  falder 
udenfor  Cirklen  som  i  Fig.  179,  PI.  20,  hvor  de  givne  Oar,  Cy 
og  Ta;y  cre  afsatte  ganske  som  ovenfor,  men  hvor  Ox  og  Oy  have 
modsat  Fortegn,  kan  Fortegnet  for  Normalspændingen  skifte 
med  Snitretningen.  I  OX*  og  07'  have  Normalspændingerne 
modsat  Fortegn,  i  OX**  og  07"  have  de  derimod  faaet 
samme  Tegn.  Overgangen  sker  i  de  to  Snit  0D\  medens  det 
variable  Punkt  X  gennemløber  Buen  D7D,  har  Normal- 
spændingen i  OX  samme  Fortegn  som  det  givne  Cy.  For 
Snittene  OD  er  Normalspændingen  Nul ;  Spændingen  er  altsaa 
alene  en  Forskydning  og  maa  derfor  falde  i  Snittets  Retning. 
Dette  stemmer  ogsaa  med  den  ovenfor  angivne  Konstruktion 
af  sammenhørende  Snit-  og  Spændingsretninger  {OD  ere  Dobbelt- 
straaler  i  det  involutoriske  Liniebundt,  der  dannes  af  de  nævnte 
Retninger).  Hovedsnittene  01  og  02  bestemmes  som  ovenfor; 
de  halvere  Vinklerne  mellem  Straalerne  OD. 

Da  sammenhørende  Snit-  og  Spændingsretninger  bestemmes 
ved  Korder  gennem  T,  vil  der  i  Almindelighed  kun  findes  ét 
Par  saadanne  Retninger,  der  staa  vinkelrette  paa  hinanden 
(Hovedsnittene);  der  kan  kun  findes  flere  Par,  naar  T  falder  i 
Cirklens  Centrum  M,  og  i  saa  Fald  blive  alle  de  nævnte 
sammenhørende  Straaler  vinkelrette  paa  hinanden;  alle  Snit 
blive  kun  paavirkede  af  Normalspændinger,  og  alle  disse  blive 
lige  store.  Ug  Cirklens  Radius  (Hydrostatik). 

Den  angivne  Konstruktion  kan  ogsaa  anvendes  til  at  finde 
Spændingerne  i  en  ideal  Jordmasse,    bestaaende  af  uendelig 


smaa  ensarteiie  Partikler,  meliem  hvilke  der  virker  Spændinger 
paa  samme  Maade  som  i  et  fast  Legeme  —  dog  kun  Tryk  — 
og  tillige  Friktion.  Da  der  ikke  kan  optræde  Trækspa-ndingef. 
er  det  Fig.  177,  vi  skulle  bruge.  Hvis  LJgevicglen  i  en  saadao 
Jordmasse  forstj-rres,  vil  det  ske  derved,  at  der  fmder  en 
Glidning  Sted  langs  et  eller  andet  Snit;  Gliderelninr/erne  i  det 
betragtede  Punkt  niaa  naturligvis  være  dem.  for  hvilke  Vinklen 
mellem  Spænding  og  Snit  er  mindst,  og  de  bestemmes  ved 
en  Korde  gennem  T  vinkelret  paa  Diameteren  MT.  Glidere^ 
ningerne  ligge  symmetrisk  om  Hovedsnittenc. 

I  det  følgende  faa  vi  Brug  for  et  Udtryk  for  Storrelseu  af 
Hovedspændingerne  o,  =>  71  og  <Jj  ^  VI.  Maa  finder  let  af 
Fig.   177   og  179: 


.  OM  +  MT  =  JK  +  Oy)- 


-J  V(o^ 


Største  Forskydningsspænding  er  lig  MT.  altsaa: 

Tm«     =     i   (Ol  —  Ot).  (4lM 


Hovedsnittenes  Retninger  lindes  lettest  at    den  oprindd^J 
Ligning  for  rj,.„.:  r^.^-  =  O  giver  nemlig: 


'8  2"  =  „;_-'-■ 

Vi  have  nu  fundet  Spændingerne  i  alle  Snit  gennem  del 
betragtede  Punkt,  Vil  man  benytte  den  derved  erhvervede 
Viden  til  al  undersøge,  i  hvilkel  Snit  Materialet  bliver  stærkest 
anstrengt,  saa  erindres  det,  at  vi  tidligere  ere  komne  til  del 
Resultat,  at  den  største  Anstrengelse  maa  tindes  dér,  hvor  den 
største  Forhengelse  eller  Forkortelse  optra'der.  Dette  nias 
aabenbart  være  Tilfældet  i  et  af  Hovedsniltene,  og  vi  kunne 
derfor  nojes  med  at  umlei-søge  Formforand  ri  ugerne  i  Hoved' 
snittenes  Retninger. 

Vi  ta'nke  os  et  uendelig  lille  kvadratisk  Prisme  med 
Sidefladerne  i  Hovedsnittenes  Retninger  skaaret  ud  omkring 
det  betragtede  Punkt.  Dette  Prisme  er  i  Sidefladerne  kim  paa- 
virket af  Normalspændingerne  Ox  og  «i,   og  vi  have  allsail  <W 
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-i  §  17   betragtede  Tilfælde.     Forlængelserne  pr.  Længdeenhed 
-  i  de  to  Retninger  blive : 

<yp  ___     <?2  j^ <h 

^'  ^    E       m.E'       ^'  ~   E       m.E' 

•  hvor  m  har  Værdien  3 — 4.     Antages  Oi  at  være  den  numerisk 
=;.  største    af    de    to    Hovedspændinger,     bliver    fi    >    €2,     saa 
r  Anstrengelsen  bestemmes  ved  «i.     Da  det  nu,  som  i  §  17  om- 
talt, er  bekvemmere  at  regne  med  Spændinger  end  med  For- 
længelser, bestemme  vi  en  ndeel  Spændings  Oi,  der  vilde  være 
i   Stand  til  at  frembringe   Forlængelsen  61,    hvis  den  virkede 
.  alene,  hvorved  vi  faa  Oi  =  E .  «i,  altsaa : 

1 
m 

m  —  1 .      ,       V   .   m  -*-  1 


2m    K  -f-  «^.)  +  ^  VK  -t  Oyf  +  ir%.        (43). 

Ved  Dimensionsbestemmelser  maa  man  sørge  for,  at  o  i 
ikke  bliver  større  end  den  tilladelige  Fiberpaavirkning.  Med 
/n  =  4  faar  man: 

Oi  =  (Ji  — i(J2  =  t  [Ox+  Oy)  +  f  VJa^'oyf  +  4T«y,  (43  a). 

hvilken  Værdi  vi  ville  benytte  i  det  følgende. 

Naar  der  slet  ingen  Normalspændinger  virker  [dx  '=0y  ==^  0), 

giver  (43) :     <Ji  =  — ^^^^  .  r^-y ;     hvis  man  heri   erstatter  at  og 

r^y   med   de  tilladelige   Paavirkninger  r  og  /*,    faar  man  den  * 

bekendte  Relation:     f=  — ~J~T'^  (§  ^^)'    ^^"^    ^^8    kun   er 

rigtig  for  et  homogent  Materiale,  der  følger  Hooke's  Lov.    Naar 

disse  Forudsætninger  ikke  ere  opfyldte,  kan  man  muligvis  ved 
Forsøg  bestemme  Forholdet  mellem  de  tilladelige  Paavirk- 
ninger r  og  /,  og  hvis  man  da  ikke  just  kommer  til  For- 
holdet r  =  — 3l_  ,  f    kan  man  sætte  r  ^^  a.  — ^^^^—  .  f.    hvor 

a  altsaa  er  en  Erfaringskoefficient,  og  man  maa  da  ogsaa  ind- 
føre denne  i  (43),  hvilket  ifølge  Bach  *)  kan  gøres  saaledes : 


*♦)  Elasticitåt  und  Festigkeit,  2te  Aufl.,  S.  271. 


"'  -  "^  l»'  -^  ".1  +  "s^  ''I"' +  "'!'  +  ^  I""")*' 


I  det  følgCDde  \'ille  vi  som  Regel  ikke  medtage  a  i  Fnrm- 
lerne  (sætte  a  =  1),  men  i  specielle  Tilfælde  kan  man  bli« 
nødt  dertil. 

Inden  vi  gaa  over  til  de  mere  komplicerede  Tilfælde,  - 
det  er  særligt  for  dem,  at  ovenstaaende  Udvikling  faar  praktisk 
Betydning,  —  skulle  vi  kort  undersøge  el  Par  simplere. 

1 .  Paavirkning  af  en  prismalisk  Stang  til  Træk  eller  Trgi 
alene  i  Længderetningen.  Stangens  Normalsnit  er  da  alene 
paavirket  af  en  Norma  Ispa'nding,  det  er  nltsaa  det  ene  Hoved- 
snit; del  andet  Hovedsnit  er  følgelig  parallelt  med  Prismets 
Kanter,  og  her  er  baade  Normal-  og  Forskydnings  spænding 
Nul.  Den  grafiske  Konstruktion  faar  da  det  i  Fig.  180,  PI.  211, 
viste  Udseende;  Cirklens  Diameter  er  OY  =  a,,  og  Punktet  7 
falder  i  Y.  Spændingerne  i  de  forskellige  Snit  gennem  O  kunne 
nu  konstrueres  som  sædvanligt;  største  Forskydningsspæudiog 
er  ligesom  ovenfor  lig  MT,  og  det  vil  her  sige  lig  ^  a^.  Denne 
Forskydningsspænding  optræder  i  to  Snit,  der  danne  45"  med 
Hovedaxerne.  Del  hele  slemmer  med,  hvad  der  er  udviklet 
i  §20. 

2.  Et  retvinklet  Parallelopipedum,  der  i  sine  fire  Sideflader 
kun  er  paavirkel  af  Forskydningsspændinger  (ren  Forskydning). 
1  Fig.  177  fandtes  der  intet  Snit,  hvor  Normalspænd ingen  blev 
Nul,  saaledes  som  det  her  forlanges  i  Parallelopipedets  Side- 
flader; i  Fig.  179  havde  derimod  de  to  Snit  OD  denne  Egen- 
skab, men  de  sfaa  ikke  vinkelret  paa  hinanden.  For  at  delte 
sidste  skal  blive  muligt,  maa  Korden  DD  være  en  Diameter, 
og  dette  medfører  enten,  at  T  skal  ligge  uendelig  fjernt,  medens 
Cirklen  beholder  en  endelig  Storrt-lse,  —  men  dertil  fordres 
uendelig  store  Forskydningssjjændinger,  saa  dette  Tilfælde  har 
ingen  Belydning,  —  eller  at  T  bliver  liggende,  medens  Cirklen 
svinder  ind  til  et  Punkt  (OJ,  og  det  Tilfælde  indtræder,  naar 
a^  =  — o„.  Ved  i  Fig.  179  at  tænke  sig  Cirklen  svindende 
ind  til  et  Punkt  vil  man  se,  at  de  Snit  OD,  i  hvilke  der  kun 
optræder  Forskydningsspændinger,  falde  sammen  med  de  Snit, 
—  bestemte  ved  en  Diameter  vinkelret  paa  MT,  —  i  hvilke 
Forskyd  ni  ngsspændingen  htiver  Maximutn.  og  disse  Snit  hatvøe 
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som  sædvanligt  Vinklen  mellem  Hovedsnittene.    Da  Ox-\-Oy  = 
tfi  +  <J2,  haves  her:    0|  ««  — (?£,  og  ifølge  (41)  altsaa: 


(Jl   =  — Oz  =  T 


mmx.9 


hvilket  ogsaa  indses  direkte  ved  at  lade  Cirklen  svinde  ind. 
Den  ideelle  Spænding  bliver: 

1  m  +  l 

m  m 

og  hvis  den  ideelle  Spænding  ikke  maa  overskride  den  tilladelige 
Værdi  r,  findes  den  højeste  tilladelige  Værdi  f  af  Forskydnings- 
spændingen  at  være 

-  m 

'  m  +  l 

stemmende  med  Resultatet  i  §  20. 

3.  I  de  Anvendelser,  vi  i  det  følgende  skulle  betragte 
nærmere,  vil  som  Regel  den  ene  af  Normalspændingerne  Cx  Mer 
€fy  være  Nul.  I  saa  Fald  ligger  T  altid  udenfor  Cirklen,  og 
der  vil  derfor  altid  være  Træk  i  nogle  Snit,  Tryk  i  andre,  og 
navnlig  ville  Hovedspændingerne   altid  have  modsat  Fortegn; 

den   ideelle  Spænding    bliver   altsaa    numerisk   lig   Oi  -\ — '■ —  (Jg. 

Sætte  vi  i  Formlerne  (40),  (42)  og  (43)  a^  =  O,  findes: 

ll}  =  iOx±V(^axf  +  Tl,  (44). 

« 

tg2«  =  -2.^,  (45). 

Ux 

a,=  a.-  — a,  =  ^^.a,  +  -2^  )/a«  +  4r«^.     (46). 

Af  (44)  udledes  den  i  Fig.  181,  PI.  20,  angivne  simple 
Konstruktion  af  Hovedspændingernes  Størrelse. 

§  68.  Bøjning  og  Forskydning.  Som  bekendt  er 
Bøjningen  næsten  altid  ledsaget  af  en  Forskydning.  I  §  38 
have  vi  fundet  Forskydningsspændingens  Størrelse  i  de  for- 
skellige Punkter  af  Tværsnittet,  og  vi  saa  der,  at  den  var  Nul 
i  de  yderste  Fibre,  saa  det  var  for  saa  vidt  rigtigt,  at  man  ved 
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Dimensioiisbestemmelseu  kunde  lade  Normaispændingen 
den  tilladelige  Gncnse  uden  at  tage  noget  som  hetst  Heasyo 
til  Forskydningen.  Kn  nødvendig  Forudsa-lning  var  del  sas 
dog,  at  Normalspænding  og  Forskydning  tilsammen  ikke  [rem- 
bragte  en  større  Paavirkning  i  noget  andet  Punkt  af  Tvjcr 
snittet.  Delte  Spørgsmaal  skal  nu  undei'Søges  lidt  nærmere, 
og  samtidig  skal  det  vises,  hvorledes  man  linder  den  resul- 
terende Paavirkning  i  hvert  Punkt. 

For  al  kunne  anvende  Resullatenie  fra  forrige  Paragraf 
maa  man  kende  Spændingerne  i  to  paa  hinanden  \'inkelretle 
Snit  gennem  det  betragtede  Punkt,  og  saadanne  Snit  ere  lette 
at  angive  her.  1  Bjælkens  Tværsnit  ere  Normalspændingenae 
givne  ved  Formlen: 

M 


Forskydningsspændingerne  ved  (§  i)8]: 
S,, .  Q  _ 

'"  1.2    ' 

i  et  Snit  parallelt  med  den  neulrale  Flade  have  Forskydningi- 
.spændingerne  samme  Størrelse,  medens  Normalspændingeme 
som  Regel  ere  Nul.  Man  kan  mi  beregne  Hovedspændingerne 
og  den  ideelle  Spænding  ved  (44}  og  (46)  for  alle  Tværsnittels 
Punkter,  men  i  de  lleste  Tilfælde  bliver  en  Beregning  temmelig 
besværlig.  Vi  ville  derfor  først  vise,  hvorledes  man  ved  grafisk 
Konstruktion  kan  naa  Maalet  for  et  vilkaarligt  Tværsnit. 

I  Fig.  182,  PI.  20,  er  der  konstrueret  Hoved  spændinger 
og  ideelle  Spændinger  for  et  Tværsnit  i  en  Jærnbaneskinoe, 
der  er  paavirket  af  et  bøjende  Moment  M  =  l.On""-  og  en 
Transversalkraft  Q  =  7,0".  I  Fig.  108,  PI.  11,  ere  Forskyd- 
ningsspændi ugerne  i  Tværsnittets  forskellige  Punkter  konstru- 
erede netop  for  den  samme  Skinne  og  samme  Transversal- 
kraft;  T-Kurven  er  derfor  direkte  overført  fra  Fig.  108,  og  iler 
er  intet  nyt  at  tilføje  angaaende  den  her.  Norma Ispændingerne 
ere  fremstillede  som  Oi-dinater  til  en  ret  Linie,  a^Kurren, 
der  er  bestemt  derved ,  at  w^  =  O  i  Tyngdepunktet,  og 
105000 


990 


'  690  kg./cm.'  i  de  øverste  Fibre,  idet  r 


nemlig  har  I  —  900*"'  (fundet  i  Fig.  26.  PI.  4)  og  c  - 
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I  Fig.  182  er  a^  =  690  kg./cm.*  afsat  paa  Figurens  øverste 
vandrette  Linie  efter  samme  Maalestok  for  Spændinger  som 
den,  hvorefter  r-Kurven  er  funden ;  Maalestokken  findes  tegnet 
nederst  i  Figuren.  For  lettere  at  kunne  benytte  Konstruk- 
tionen i  Fig.  181,  PL  20,  er  der  tegnet  en  Linie,  hvis  Ordinater 
ere  ^Ox,  hvorefter  Oi  og  a«  ere  fundne  for  alle  Skillelinierne 
jnellem  de  Strimler,  hvori  Profilet  er  delt;  Konstruktionen  er 
kun  vist  for  Punkt  6 :  Ordinaten  til  r-Kurven  er  svinget  op  om 
a  til  Stillingen  ae,  hvorefter  en  Cirkel  gennem  c  med  Centrum 
b  paa  Linien  6  afskærer  Oi  og  02,  I  Virkeligheden  tegner  man 
naturligvis  ikke  Cirklerne  og  Linien  fcc,  men  mærker  blot 
Punkterne  med  Passerspidsen.  Endelig  er  der  tegnet  Kurverne, 
der  angive  de  ideelle  Spændinger,  som  numerisk  blive  Oi  +  {02 
eller  (?2  +  |ai. 

Man  ser  i  Fig.  182,  at  den  ideelle  Spænding  i  Punkterne  6 
og  10  naar  et  Maximum,  der  er  større  end  største  Normal- 
spænding. For  I-formede  og  lignende  Profiler  vil  ai-Kurven 
altid  have  saadanne  Maximumspunkter  ved  Overgangen  fra 
Hoved  til  Krop  og  fra  Fod  til  Krop,  idet  Forskydningsspæn- 
dingerne  her  voxe  meget  pludseligt,  men  det  vil  kun  sjældent 
indtræffe,  at  Maximumsordinaten  er  større  end  Oi  (=  Ox)  for  de 
yderste  Fibre.  For  at  dette  skal  blive  Tilfældet,  maa  nemlig 
Forskydningsspændingerne  være  meget  store,  større  end  de  sæd- 
vanligvis ere,  og  man  ser  ogsaa  let,  at  Forholdene  i  Fig.  182 
ere  noget  unormale.  Hvis  vi  tænke  os  Skinnen  simpelt  under- 
støttet i  to  Endepunkter  og  paavirket  af  et  Hjultryk  i  Midten, 
maa  Hjultrykket  være  14*"-,  for  at  Transversalkraften  skal 
kunne  naa  Størrelsen  7**-,  og  naar  største  Moment,  hvorefter 
Dimensionerne  jo  bestemmes,  samtidig  ikke  skal  være  mere 
end  1,05 ^••™-,  maa  Længden  mellem  Understøtningerne  kun 
være  30°™  (|.  14.0,3  =  1,05).  I  Virkeligheden  er  nu  Hjul- 
trykket kun  ca.  7**-  og  Længden  mellem  Understøtningerne 
vel  mindst  ca.  90°™,  hvorved  (Ja;-Kurvens  Ordinater  vilde  blive 
3  Gange  saa  store  som  r-Kurvens,  og  i  saa  Fald  vilde  Ordi- 
naterne til  Maximumspunkteme  i  Oj-Kurven  blive  betydelig 
mindre  end  max.Ox  (i  de  yderste  Fibre).  —  For  Bjælker,  der 
ere  indspændte  i  den  ene  Ende,  fri  i  den  anden,  vil  det  ganske 
vist  lettere  kunne  hænde,  at  Forskydningsspændingerne  blive 
forholdsvis  store,  men  selv  her  fordres  der  en  meget  kort 
Bjælke  og  meget  stor  Belastning,    for  at  den  sædvanlige  Di- 
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mensioneringsmethode  skal  blive  urigtig.  /  alle  (ilmindt\i^ 
forekommende  Titfælde  kan  man  derfor  godt  bestemme  Dimm 
sionerne  efter  de  største  Normalspændinger  alene,  uden  Hensyn 
til  ForskydninyssptEndingerne.  Et  Par  Undtagelser  nævn« 
nedenfor.  Denne  Regel  kaji  naturligvis  lettest  føre  til  fql- 
agtigc  Resultater  ved  1-fomiede  og  lignende  Tværsnit  mrf 
meget  tynd  Krop,  hvor  Forskydningsspændingen  bliver  stor. 
Vil  man  i  et  forefaldende  Tilfælde  undersøge  Sagen  lidt  nær- 
mere, bvad  dog  meget  sjældent  vil  viere  Umagen  værd,  behøver 
man  ikke  at  gennemføre  hele  Konstruktionen  i  Fig.  182,  meo 
kan  nøjes  med  at  linde  den  ideelle  Spænding  i  de  Pimkter, 
hvor  Tværsnittets  Bredde  pludseligt  antager  en  anden  Størrelse, 
alfsaa  ved  Overgangen  fra  Flange  til  Krop,  og  man  anvender 
i  saa  Fald    simplest    en   Beregning    ved  Hjælp    af  (44)  c 

I  enkelte  Tilfælde  kan  man  dog  ikke  følge  den  angivne 
Regel,  f  Ex.  ikke  ved  Bjælker,  hvis  Tværsnit  varierer  saaledes, 
at  største  Fiberpaa virkning  er  konstant  (§  37).  Hvis  man  her 
kun  tager  Hensyn  til  Nonnalspændingerne,  faar  man,  at  Tvær- 
snittet skal  svinde  ind  til  Nul  i  de  Punkter,  hvor  Momenlet 
er  Nul,  altsaa  f.  Ex.  i  L'ndersløtnlngspunkterne  for  simpelt 
understøttede  Bjælker  o.  1,;  men  i  saadanne  Punkter 
Transversalkraften  ikke  Nul,  og  man  vil  forstaa,  at  det  i  selve 
disse  Punkter  bliver  Forskydningsspændingen  alene,  der  slial 
bestemme  Dimensionerne,  og  paa  et  Stykke  i  Nærheden  bliver 
det  den  ideelle  Spænding,  først  længere  borte  Normalspsen- 
dingen  alene. 

Af  ovenstaaende  almindelige  Undersøgelse  vil  det  være 
klart,  at  det  kun  er  ved  meget  smaa  Bjælke  længder,  man  kan 
begaa  nogen  væsentlig  Fejl  ved  at  regne  med  Bøjningen  alene 
uden  Hensyn  til  Forskydningen.  Meget  smaa  Bjæikelængder 
forekomme  imidlertid  kun  i  specielle  Tilfælde,  og  der  vil  da 
altid  kun  være  Tale  om  simple  Tværsnitsformer  som  et  Rekt- 
angel eller  en  Cirkel  (f.  Ex.  ved  Kile-  eller  Bolte  forbindelser). 
Vi  ville  se  lidt  nærmere  paa  disse  to  Tvarsnit,  idet  vi  tænke 
os  dem  anvendte  for  Bjælker,  der  ere  indspændte  i  den  ene 
Ende  og  i  den  anden,  frie  Ende  paavirkede  af  en  EnkeltkraA  P. 

Rektangel  med  Sider  b  og  h,  Bjælkelængde  I.  Største  Mo- 
ment er  P.l,  Transversalkraften  er  P;  altsaa  haves; 


P.l 


y> 
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og  ifølge  §  38  (S.  169): 

"■"^  =  2bh  V~\yi)\ 

Ved  Indsættelse  heraf  i  (46)  faas  en  Formel,  hvoraf  man 

.for  et  givet  h :  I  kan  beregne  den  ideelle  Spænding  i  en  Række 

Tværsnitspunkter  i  forskellig  Afstand  y  fra  den   neutrale  Axe. 

Fra  den  almindelige  Undersøgelse  ovenfor  \iåes  det,  at 
.  man,  naar  1:  h  er  stor,  skal  bestemme  Dimensionerne  ved  at 
tage  Hensyn  til  Bøjningen  alene,  altsaa  ved 

PI 

6 

idet  r  er  den  tilladelige  Fiberpaavirkning  til  Træk  eller  Tryk. 
For  meget  smaa  Værdier  af  / :  /i  skal  man  derimod  regne  med 
Forskydningen  alene,  altsaa  sætte:    . 

p 
max.  Txy  =  f  T-^  =  / , 

hvor  f  er  den  tilladelige  Paavirkning  til  Forskydning.  Af  disse 
to  Udtryk  faar  man  med  /*  =  ^^r: 

6Pl 
bhr  «=»  -j-  og  bhr  =  y^P, 

og  for  at  man  skal  faa  samme  Dimensioner  i  de  to  Tilfælde, 
maa  man  have: 

—  =:  ^6^  =»  0,31. 

For  denne  specielle  Værdi  af  / :  /i  har  man  nu  ganske  vist 
en  ideel  Spænding  r  baade  i  de  yderste  Fibre  og  inde  i  den 
neutrale  Axe,  men  for.  mellemliggende  Punkter  faar  man  dels 
mindre,  dels  større  Værdier  af  (j^,  og  Dimensionerne  burde 
egentlig  bestemmes  efter  det  største  di.  Hvis  man  imidlertid 
for  l:h  =^  0,31  beregner  Oi  i  nogle  Punkter  i  forskellig  Afstand 
tra  den  neutrale  Axe,  finder  man,  at  det  største  di  kun  er 
•4 — 5  °/o  større  end  r*).  Man  kan  derfor  i  Praxis  nøjagtigt  nok 
for  l:h  >  0,31  regne  med  Bøjningen  alene,  for  l:h<,0,31 
Mned   Forskydningen  alene.     Dette  Resultat  gælder    naturligvis 


*)  Bach:  Elasticitåt  und  Festigkeit,  2te  Aufl.,  S.  292. 


4H> 


niDgsmaade,  I 
;r  for  anik  I  i 


kun  Tor  (len  forudsatte  Belastnings-  og  Understøtningsmaade, 
mon  niiui  kan  deraf  slutte  sig  til  lignende  Regler 
Tilfirldf;  en  Bja>lke  med  to  simple  l'nderstølniiiger  t^  p» 
virki't  uf  en  Enkeltkmll  i  Midten  forholder  sig  saaledes  gansfø. 
Noni  om  den  var  indspændt  i  Midten,  fri  ved  Enderne  og  het 
[miivlrket  »f  Itenktionerne. 

<:irktt  uii'd  Diameter  rf,   Bjælkelængde   /.     Største  Moæol 
i>^  'i'ransvrrsnlkraft  ere  de  samme  som  oTenfor;  aJtsaa  havei 

{i<tf- 


-i 


li 


-  «K»; 


~  .\^if''    "        'lad''       iidf 

f IW  hvis  luaii  her,  hvor  Periferien  er  en  kontinueriig  kruminil 
Kiirvr ,  lager  Funikydmilgsspa^ndiiigeii  ode  ved  Overiladoi 
,Li|nill«  (371  i  §  Mj:" 

efter  liidsirttelsK'  beraf  i  (46)  kooiH-  (te  ideelie  Spaeadinecr 
hcregmrs- 

Naht   man   rrgn^r  med   Bojningra  aleae,    bestemmes  Dia- 
iMtrteivo  af 

t.*j{«rs  dtcitr  Hcn-iNti   til  f"v>rNtydiuneeii. 
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—^        Ved  Konstruktionen  af  Hovedspændingerne  i  forrige  Para- 
^graf  fandt  vi  tillige  de  Retninger,  hvori  de  virke.      Har  man 
__jiu  fundet  disse  Retninger  i   ét  Punkt  og  derpaa,  følgende  en 
_-af  dem,  f.  Ex.  d,  gaar  til  det  konsekutive  Punkt  og  atter  her 
rAestemmer  Retningen    af  ofi,   dernæst  gaar  videre   i   den   nye 
Retning    osv.,    saa  vil   man  efterhaanden  beskrive  en  Kurve, 
-rlivis  Tangenter  angive  Retningen  af  Oi.     Paa  den  Maade  kan 
.man  konstruere  to  Systemer  af  Kurver,   —  Spændingstrajekto- 
rier,  —  hvis  Tangenter  angive  Retningerne  af  største  og  mindste 
_Tryk;    de    skære    hinanden  orthogonalt.      Paa  samme  Maade 
kunde  man  bestemme  to  Systemer  af  Kurver,  hvis  Tangenter 
-angive  Retningerne  af  de  Snit,  hvor  Forskydningen  naar  sit 
Maximum ;  disse  skære  de  foregaaende  under  45  °.    Konstruktionen 
kan  udføres  ved  i  en  Række  Tværsnit  at  konstruere  Retnin- 
gerne i  nogle  forskellige  Punkter,  hvorefter  Kurverne  kunne 
,  iegnes  ind  efter  Øjemaal. 

Vil  man  danne  sig  et  Begreb  om  Kurvernes  almindelige 
..  Forløb,  kan  man  benytte  Ligning  (45),  som  angiver  Hoved- 
snittenes Retninger  i  Forhold  til  rc-Axen.  For  en  Bjælke,  der 
.  er  paavirket  til  Bøjning  og  Forskydning,  have  vi  sat  Oy  =  0; 
4r-Axen  falder  da  i  Tværsnittets  Projektion,  naar  man  ser 
Bjælken  fra  Siden,  i/-Axen  i  Bjælkens  Længderetning.  For 
Punkter,  hvor  Ox  =  O,  altsaa  i  den  neutrale  Flade  og  i  alle 
Punkter  af  de  Tværsnit,  hvor  Momentet  er  Nul,  haves  Hoved- 
snittenes Retninger  bestemte  ved: 

ail         (    45<> 
a,]  "  (  135«; 

for  Txy  =^  O,  altsaa  i  de  yderste  Fibre  og  i  alle  Punkter  af  de 
Tværsnit,  hvor  Transversalkraften  er  Nul,  findes: 

ail  ^  r    O 
a,\         190«. 

For  en  i  den  ene  Ende  indspændt  Bjælke  med  ensformig 
Belastning  faa  Spændingstrajektorieme  for  Hovedsnittene  et 
Udseende  som  vist  i  Fig.  183,  PL  20.  For  J-formede  Bjælker 
optager  Kroppen  som  bekendt  kun  en  ringe  Del  af  Normal- 
spændingerne; Spændingstrajektorieme  for  en  saadan  Bjælke 
nærme  sig  derfor  til  rette  Linier,  der  løbe  tværs  over  hele 
Kroppen  under  45«  med   Længderetningen.     I  Hoved  og  Fod 

A.  Ostenfeld:    Teknisk  Elasticitetslære.  ^ 


»•«•  ilorimott    Korskx-dningsspajDdingerae   meget   smaa,   hvorfor 
\\v   »ivvnio  relh"   l-inier  ved   (Ker^Dgeo   fra    Krop    til  Flangf 
TtM   el   ^kurfM  Knwk.  !>aa  de   roruven  og  forneden  træfle 
k«vs   Konlur  ttniW  rrtte  Vinkler,     Deo  Figur,   man   faar  ved 
xl  i»dte|ine  disse  Kurwr.  minder  sterkl  æn  en  Giterdrager 
Ivder   |vut.  tit   XA^rv  (•ittentr«f>en  et«  rationelle   Konstruktio 
6.vnuer. 


al  pMBtifat  itf  CB  Kran  P  hiiiIit 
bestcmnm.  nur 
Ffji  nuubegau 

eUerkiintU 
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§  69. 


max.  Ttv  = 


M^ 


'"  ^  rV^rf«' 


max.  Txy  = 


Mt, .  dl 


TV7rK-rf«)- 


Naar    man    for   Kortheds   Skyld  indfører   Modstandsmo- 
mentet  W: 


W  =  ^V  TfPi 


w  = 


kan   man   for  begge  de  betragtede  Tværsnitsformer  under  ét 
skrive: 

^        Mb  M, 

max.  øx  =  -;^ .  max.  t„,  = 


W 


xy 


2W' 


Idet  ofy  =  O,  faar  man  ved  at  indføre  disse  Værdier  i  (46) : 


1   /m  —  1     -  -    ,   m  +  1 


VMl  +  Ml), 


Og  Dimensionerne  skulle  nu  bestemmes  saaledes,  at  a<^  den 
tilladelige  Paavirkning  r.  I  Almindelighed  udfører  man  lettere 
Beregningen  paa  den  Maade,  at  man  bestemmer  Størrelsen  af 
det  bøjende  Moment  Af^,  det  ideelle  Moment,  der  ved  at  virke 
alene  kan  frembringe  samme  Paavirkning  Oi  som  Afj  og  M^, 
tilsammen.    Mi  er  da  bestemt  ved: 


Oi  =- 


Mi 
W 


altsaa 


Mi  =  "^~^Mn+^'^^VM^lP 


V9 


(47) 


og  med  m  •=  4: 


Mi  =  I  Jlf  j  + 1  l/M«  +  i»f «. 


(47  a) 


Efter  denne  Formel  beregner  eller  konstruerer  man  Mi  og 
bestemmer  dernæst  som  sædvanligt  Dimensionerne  ved  Mi  = 
r.   W.     Fig.  184,  PI.  20,  viser  en  simpel  Konstruktion  af  Mi. 

For  et  rektangulært  Tværsnit,  som  ligeledes  ikke  sjældent 
forekommer,  er  Sagen  ligesaa  simpel,  hvis  det  bøjende  Moment 
virker  i  en  Plan,  der  er  parallel  med  de  korte  Sider. 
I  saa  Fald  optræde  nemlig  max.  o^  og  max.  Txy  samtidigt  i 
Midtpunkterne  af  Rektanglets  lange  Sider  (smlgn.  §  23).     Be- 


regningen  udføres  ganske  som  ovenfor,  idet  max.  r^j  er 
bekendt  fra  §  23.  —  H\'is  derimod  det  bojende  Moment  vir- 
ker i  en  Plan,  parallel  med  Rektanglets  lange  Sider,  ved  man 
ikke  paa  Forhaand,  i  hvilket  Punkt  max.  iff  skal  søges.  Da 
Forskydningsspændingerne  ere  størst  ude  ved  Omkredsen,  maa 
max.  tff  dog  findes  her,  og  man  kan  derfor  lose  Opgaven  for- 
søgsvis ved  at  beregne  Wi  i  en  Række  Punkter  af  Omkredsen 
For  at  kunne  udføre  dette  maa  man  kende  Forskydningssp; 
dingen  i  Omkredsens  forskellige  Punkter,  og  da  vi  i  §  23  kui 
have  angivet  Hovedresultatet  angaaende  Vridning  af  et  Prisin« 
med  rektangulært  Tværsnit,  anføres  det  her,  at  man 
regne  *) : 


n  ■ 


.  ».I 

'(./.il 


-{øl 


spæn- 
i  kuu 
'ri  s  in«  I 
L   kan  I 


hvor  Tji  og  Ti,  ere  Størrelserne  af  Forskydningsspændingerne  i 
Siderne  h  og  b,  og  hvor  y  og  x  ere  Afstandene  fra  Syrametri- 
axerne,  maalte  parallelt  med  Siderne  h  og  b. 

Hvis  der  foruden  Bøjning  og  Vridning  optræder  direkte 
Træk  eller  Tryk  og  Forskydning,  adderer  man  først  samtlige 
Normal  spændinger  for  sig  og  samtlige  Forskyd  ni  ngsspændinger 
for  sig,  førend  man  bpnytter  (43)  eller  (46)  til  Beregning  af  åt 
ideelle  Spændinger.  Principielt  er  der  ikke  noget  nyt  at  til- 
føje, men  da  det  som  oftest  ikke  paa  Forhaand  er  muHgl  at 
se,  i  hvilket  Punkt  den  største  ideelle  Spænding  vil  optrædi^, 
blive  Opgaver  af  denne  Art  let  meget  komplicerede. 

Opg,  44.  Ed  cirktiiier  Cylinder  er  indspiciidt  i  den  ene  Eude  og  I  den 
frie  Endedade  i  Afstauden  a  fra  Centrum  paavirket  af  en  Kraft  P,  hvis  Ret- 
nlngslhiic  danner  en  Vinkel  pan  45  °  med  C.vlindereiis  Axc  og  pmjiceres  paa 
EndeQaden  som  Tangent  til  Cirklen  med  Itadius  a.  Hvur  optmnlcr  dcu 
starste  ideelle  Spænding,  og  livllken  ludQydclse  liar  Forholdet  mellem  il 
(Diameteren),  I  (Længden)  ug  a  lierpaa? 


•)  Bach;    Elasticitul  und  Fcstigkeit.   2te  Aufl.,   S.  173.      Fdppl :    Feitigkfil'- 
lehre,  Leipzig,  1897,  S,  3.11. 


FEMTE  AFSNIT. 


Krumme  Bjælker,  Plader. 

§  70.  Bøjning  af  plankrumme  Stænger.  Stangens 
Midtlinie  ligger  i  en  Plan,  og  alle  de  ydre  Kræfter  antages  at 
virke  i  samme  Plan;  under  Formforandringen  maa  Midtlinien 
da  bevæge  sig  i  sin  egen  Plan.  Stangen  antages  symmetrisk 
om  Midtliniens  Plan.  Et  vilkaarligt  Normalsnit  vil  i  Alminde- 
lighed være  paavirket  af  en  Normalkraft  N  og  et  Moment  Af, 
muligvis  tillige  af  en  Forskydning,  som  vi  dog  se  bort  fra  i 
det  følgende. 

Hvis  Normalkraften  N  virker  alene  og  er  ensformig  fordelt 
over  Tværsnittet,  vil  Formforandringen  pr.  Længdeenhed  af  de 
enkelte  Fibre  være  den  samme.  Men  naar  vi  (Fig.  185,  PI.  20) 
betragte  det  mellem  to  konsekutive  Normalsnit  liggende  Stykke 
af  Stangen,  ses  Fibrenes  Længde  at  være  forskellig,  og  da  den 
absolute  Længdeforandring  er  proportional  med  den  oprinde- 
lige Længde,  maa  den  hele  Formforandring  aabenbart  bestaa 
i  en  Drejning  om  det  oprindelige  Krumningscentrum  af  det 
ene  Tværsnit  i  Forhold  til  det  andet.  —  Naar  den  i  alle 
Punkter  lige  store  Spænding  kaldes  o,  er  Længdeforandringen  i 
Midtlinien: 

^c/5  =  -=,  ds, 
E      ' 

og  Tværsnittet  drejes  en  Vinkel: 

.  ,  jd ds         ads        o   ,  N    ,  ,^. 

^rfy  =  -_=._  =  -rfq,=_rfy.       (1). 
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jdd^  er  en  meget  lille  Størrelse  (for  smedeligt  Jæm  er  -p' 

højst  ca.  5(j^,y);  i  Sammenligning  med  den  af  det  bøjende  Mo- 
ment l)e^^^kede  Formforandring  \i\  den  derfor  ofte  være  tot- 
svindende. 

Huis  det  bøjende  Moment  M  Dirker  alene,  vil  Forraforan- 
dringen  bestaa  i  en  Drejning  af  det  betragtede  Tværsnit  om 
den  (foreløhig  ubekendte)  neutrale  Axe.  men  den  n;i 
Beregning  af  Spændinger  og  Formforandringer  kan  førsl  gen- 
nemføres, naar  man  har  indført  visse  Forudsætninger  ligesom 
ved  Behandlingen  af  retlinede  Bjælker.  Der  forudsattes  det, 
at  Tværsnittene  vedbleve  at  være  plane,  og  dette  medførte,  al 
Spændingerne  vare  proportionale  med  Afstandene  fra  den  aeu 
trale  Axe,  altsaa  frenislilledc  ved  Ordinaterne  til  en  ret  Linie: 
man  kunde  ligesaa  godt  have  forudsat  Spændingerne  varierende 
Bom  Ordinater  til  en  ret  Linie  og  vilde  saa  heraf  have  slutteL 
at  Tværsnittene  holdt  sig  plane.  Naar  Bjælken  imidlertid  ef 
krum,  udelukke  disse  to  Muligheder  hinanden,  som  vi  om  e( 
Øjeblik  skulle  se,  og  man  maa  derfor  træffe  et  Valg,  og  da 
ingen  af  de  to  muHge  Forudsætninger  er  exact,  gælder  del 
naturligvis  om  at  vælge  den,  der  viser  bedst  Overensstem- 
melse med  Forsøgene.  Af  saadanne  foreligger  der  forelflbij 
ikke  ret  mange,  saa  det  kan  være  vanskeUgt  at  træffe  deo 
rette  Afgørelse;  her  ville  vi  med  Foppl*)  gaa  ud  fra,  al  Spæiv 
dingerne  fordele  sig  efter  en  ret  Linie,  h\ilket  fører  til  de  simp- 
'este  Beregninger,  — Behandlingen  under  Forudsætning  af  plane 
Tværsnit  bliver  saa  omstændelig,  al  den  dog  aldi-ig  anvendB 
i  Praxis,   —   men   vi   skulle  ganske  kort  antyde  Gangen.' 


DveooB 

1 


>  Dt^t  liar  i  laiig  Tid  været  den  cnatemniige  Anskuelse,  : 
gau  tiU  fm  F<) ru dsictn ingen  ora  de  plune  Tværsnit  (ae  f.  Ei.  Gnuft"/. 
Theorie  der  Elasliciial  und  Fesligkeil,  Berlin  1878,  S.  252,  Bach:  Elc- 
tticitåt  and  Fettlgkeil,  Htc  Aufl,,  S.  315,  Melan  i  Uandb.  d.  Ingtnwa- 
wiuenachaflen,  Bd.  U,  Ahth.  •*,  Leipzig  1888,  o.  s.  v.).  For  nylig  bu 
imidlertid  F6pp\  (i  Cenlralbl  d.  Bimvenoaltiing,  ISilfi,  S.  490.  og  1  tin 
FestigkeiUieltre,  Leipzig,  1897,  S,  190  o.  f.)  hævdet  de  to  Fonidwl- 
nlngers  Litjcbcrettigclse  a  priori  og  paavist.  at  Forudsietuingen  Dtn 
Spændingsfordeling  efter  en  ret  Linie  stemmer  mindst  lige  saa  gMf 
med  de  faa  forel  i  yge  ude  Fnr.-iOE  som  den  om  de  plane  Tværsnit,  elle 
anarest  bedre,  ug  lian  stiller  en  Meddelelse  om  flere  egne  Forq 
pege  i  samme  Retning,  1  Udsigt. 
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igningen  ogsaa  med  plane  Tværsnit  som  Udgangspunkt, 
avnlig  for  at  gøre  det  klart,  hvorledes  Forskellen  egentlig  viser  sig. 
Foreløbig  Undersøgelse  under  Forudsætning  af,  at  Tværsnit- 
ne  holde  sig  plane.  I  Fig.  186,  PL  20,  er  AqAoBqBo  et  Ele- 
lent  af  Stangen,  begrænset  af  to  konsekutive  Tværsnit,  der 
tære  hinanden  i  det  oprindelige  Krumningscentrum  Oo.  Det 
ajende  Moments  Virkning  bestaar  i  en  Drejning  af  Tværsnittet 
oAo  i  Forhold  til  BoBo  hen  til  Stillingen  AA ,  der  skærer  BqBq 
det  nye  Krumningscentrum  O;  Drejningen  er  foregaaet  om 
3n  neutrale  Axe  C,  som  viser  sig  ikke  at  falde  i  Stangens 
idtlinie  MM.  Gennem  C  lægges  en  Parallelkurve  CC  til  MM, 
I  dens  oprindelige  Krumningsradius  OoC  kaldes  r^,  Krum- 
ngsradius  efter  Bøjningen,  OC,  kaldes  r.  Fiberelementet  i 
^standen  y  fra  den  neutrale  Axe  C  har  en  oprindelig  Længde: 

dsy  =  (ro  +  y)  d(p 

;  faar  ved  Bøjningen  en  Længdetilvæxt : 

^dsy  =  y  .  /dd(p. 

Herved  findes  Spændingen  Gy  i  dette  Fiberelement: 

_         ^dsy    _  y       Jd(p 

dsy  ro  +  y     d(p 

Nu  fordres  der  til  Ligevægt,  at  Summen  af  de  indre 
•æfter  Oy .  dF  paa  de  enkelte  Arealelementer  dF  skal  være 
il,  og  at  de  samme  Kræfters  Moment  med  Hensyn  til  den 
utrale  Axe  skal  være  lig  de  ydre  Kræfters  Moment  M  om 
mme  Axe;  dette  giver: 


\ 


M 


M=.^.^{y».-^^dF.  (b) 

ro      dtp  y     ^        y^  ^  ' 

ro 

Ligning  (a)  ^ener  til  Bestemmelse  af  den  neutrale  Axes 
diggenhed;  man  ser,  at  den  ikke  gaar  gennem  Tværsnittets 
jngdepunkt.     I  Ligning  (fe)  er  Integralet  aabenbart  i  nær  Fa- 


miUe    med    TTænnittets   Inertimomoit  i 
indføres  Bet^nelsen: 


den  mdnle  Am; 


■=s^. 


dip 


JL 

El" 


hvon'ed  Udtrykket  for  Spæodingen  bliver: 


Spændingerne  ere  fremttillede  som  Ordinater  til  en  Bf 
per  bel. 

Af  Ligning  (c)  kan  Vinkeldrejningen  for  et  endeligt  Stykke 
af  den  krumme  Bjælke  findes  ved  Integration;  idet  man  (F^ 
186)  har: 

Fo-dif  =  r (d(fi  -\-  Jdtp), 
^dq)  To— -r 
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b  om,   hvor  lille  Størrelsen  —  =  — ,  hvor  h  betegner 

To  To 

værsnittets  Højde  i  Knimningsradiens  Retning,  skal  være, 
r  at  man  skal  kunne  betragte  den  som  forsvindende,  an- 
her  efter  Bach*)  nogle  Tal: 


Fo'.h  =      1,         2,  3,         4, 

Rektangulært  Tværsnit:     /' :  /  =  1,18,     1,04,     1,02,     1,01; 
Cirkel  eller  Ellipse:  /' :  /  =  1,15,     1,03,     1,02,     1,01. 

Forskellen  mellem  /'  og  /  er  altsaa  temmelig  forsvindende, 
aar   ro :  ft    ikke    er  meget   lille;    men  de  ved  Ligning  [d)  be- 
^^pegnede  Spændinger  kunne  dog  paa  Grund  af  den  sidste  Faktor 
^»fvige  meget  betydeligt  fra  dem,  man  vilde  faa  ved  at  regne 
^»ed  Formlerne  for  lige  Bjælker.     For  en  opskaaren  Ring  med 
•cirkulært  Tværsnit,  paavirket  af  et  Træk  i  to  diametralt  mod- 
satte Punkter,  beregner  Bach  saaledes,  at 

for  ro :  /i  =       1,  2,  3,  4, 

er  største  Trækspænding  efter  (d):  74  «/o,     29  «/o,     18  ®/e,     13  ^/o, 

større  end  den,  man  vilde  finde  ved  Formlerne  for  lige  Bjælker. 
For  nogenlunde  smaa  Værdier  af  r© :  h,  saaledes  som  de  fore- 
komme ved  Krankroge,  Kædeled  o.  1.,  er  der  altsaa  en  betyde- 
lig Forskel  paa  de  Spændinger,  man  finder  efter  Ligning  (d) 
og  efter  Formlerne  for  lige  Bjælker;  Forskellen  er  i  alt  Fald 
saa  stor,  at  man  nogenlunde  let  ved  Forsøg  maa  kunne  efter- 
vise, hvilken  Methode  der  er  rigtigst.  Saasnart  ro :  h  derimod 
kommer  op  til  saadanne  Værdier  som  8 — 10,  er  Forskellen 
ganske  forsvindende. 

Hvis  Normalkraft  og  Moment  virke  paa  én  Gang,  kan 
man  ikke,  naar  man  gaar  ud  fra  de  plane  Tværsnit,  ligefrem 
addere  de  fra  hver  Aarsag  for  sig  hidrørende  Spændinger; 
man  maa  derfor  foretage  en  ny  Udvikling,  som  bliver  temme- 
lig kompliceret,  men  vi  skulle  ikke  komme  nærmere  ind 
herpaa. 

Vi  ville  nu  gaa  ud  fra,  at  Spændingerne  variere  som  Or- 
dinater til  en  ret  Linie.  Naar  man  sætter  Oy  =  C .  y  og  op- 
skriver de  sædvanlige  Ligevægtsbetingelser,  idet  der  kun  tænkes 


♦)  Elasticitåt  und  Festigkeit,  2te  Aufl.  S.  324  o.  f.,  Noten. 


feat  PaaTirknin^  ved  et  bajtnde  MfHnent  M.  findes  $ehblge£( 
at   den    nmlrale   Ase    gaar   gennem   Tyngdepanklet  og  iirf 


Momentiigntiigeo)  at  C  ^-v 
mente!  alene  ei«  ^^-ne  Tcd: 


saa   at   Spsndiiig^iie   fra  Mo- 


Hvis  man  «!  bestemme  Tværsnittets  Form  efter  BqJDingai, 
haves  dertil,  at  Fiberelemeotet  i  A£Aanden  g  &a  UidtlinieD  ojl 
med  den  oprindelige  Længde  dSy  foriæoges  et  Stykke: 


Jds,  ^ 


■  g.ds,: 


idet  Længden  af  Elementet  MM  af  MidtUnien   \se  Fig.  1% 
hvor  C  og  M  tænkes  faldne  sammen)  er  dSj  har  man: 


^■".  =  H('  +  fJ'*- 


Forlængelserne  ^  ds^  ere  altsaa  ikke  ligefrem  proportioDale 
med  Afstandene  y,  saa  huis  Tuærsnittet  er  plant  før  Btgningtn, 
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dinater  til  en  ret  Linie,  kunne  Virkningerne  ligefrem  adderes, 
n  resulterende  Spænding  bliver  altsaa: 

^  =  7^-  +  -j-  y-  (3). 

I  Ligning  (1)  have  vi  et  Udtryk  for  den  af  Normalkraften 
e^irkede  Ændring  af  Vinklen    mellem   to   konsekutive  Tan- 
y  Ligning  (2)  giver  den  tilsvarende  Størrelse  for  Momentet; 
en  hele  Vinkeldrejning  af  Elementet  er  derfor: 

N  M 

er,  som  det  fremgaar  af  Fig.  185  og  186,  N  regnet  positiv 
xor    Træk,  M,   naar  det  bevirker  Træk  paa  den  konvexe  Side 
^f  den  krumne  Bjælke,  og  ^d(f  er  da  en  Drejning,   hvorved 
K.Tvimningen  forøges. 

Ændringen  af  Vinklen  mellem  Tangenterne  i  to  Punkter 
^o  og  Aj  i  endelig  Afstand  fra  hinanden,  Fig.  187,  PI.  21, 
*^liver  nu: 


^9i  =  \     FF^9>+  \    pfds.  (5). 


Vi  ville  til  Slut  beregne  Ændringerne  ^Xi  og  ^yi  af 
JCoordinaterne  Xi,  yi  til  et  Punkt  Ai  (Fig.  187),  naar  Punktet 
^0  med  Koordinaterne  Xo,  yo  ligger  stille.  Flytningen  af  Punktet 
^i  hidrører  dels  fra,  at  de  enkelte  Bueelementer  ds  paa  Stræk- 
ningen AoAi  faa  Længdetilvæxten  z/ds,  dels  fra  at  de  drejes 
Vinklen  z/dqp.  Vi  tænke  os  nu,  at  kun  Elementet  BBi  med 
Koordinaterne  æ,  y  forlænges  og  drejes,  og  ville  søge  Virkningen 
heraf  paa  Punktet  Ai. 

Naar  der  ikke  sker  andet,  end  at  BBi  faar  en  Længde- 
tilvæxt  z/ds,  hvorved  Bi  forskydes  i  Retning  af  BBi,  vil  Ai 
forskydes  det  samme  Stykke  og  i  samme  Retning.  Koordi- 
naterne til  Al  faa  derfor  Tilvæxterné: 

N  N 

d{^Xi)  =  z/ds.cosy  ==   pTpdx,  d(^yi)  =  z/ds.siny  ==  r^^U- 

Hvis  dernæst  det  eneste,  der  foregaar,  er,  at  BBi  drejes 
Vinklen  ^rfqp,  saa  vil  hele  Buestykket  BiAi  drejes  den  samme 
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Vinkel,  og  Ay  vil  altsaa  geonemløbe  en  Cirkelbue  med  Ra^l 
BAi  =  /;  denne  Bues  Længde  er  I .  ^d<p,  og  idet  Linien  fi^l 
danner  Vinklen  a  med  .r-Axen,  faas  ved  Projeklion  de  h 
følgende  Ændringer  i  Koordinaterne  til  A,: 

d  {/ix)  =  I .  jddrp  .  sin  a  =  {y\  —  y) .  jddq>, 

d  [jjg)  -=  —  / .  jjdif  .  cos  «  =  ^ —  (xi  —  o:) .  z/djj 

hvor  Værdien  af  zid<f>  indføres  fra  (4). 

Ved  Addition  af  de  to  Enkcltvirkninger  og  Integration  b 
Ao  til  Al  lindes  endelig  de  resulterende  Koordinatændringer: 


.(9'  — »)''*  + 


(.V.  -  ffl  *  » 


(x,  —  .t)  drf  ■ 


-ri<^ 


>,— j:)dj.  f7|, 


Baade  i  disse  Formler  og  i  Ligning  (5)  er  det  sidste  Led 
langt  det  største;  i  mange  praktiske  Anvendelser  medtager 
man  derfor  kun  sidste  Led. 

Exempel  i.  En  cirkulær  Rint)  er  i  to  diametralt  modsaSt 
Punkter  paavirket  af  lo  lige  store,  modsat  rettede  Kræfter  f 
(Fig,  188,  PI    21}. 

Hvis  man  Ucgger  et  vilkaarligt  Normalsnit,  vil  delte  i 
Almindelighed  vare  paavirket  af  en  cenfral  Normalkraft  Af,  et 
Moment  M  og  en  Forskydning  Q.  Naar  man  kender  disse  tri! 
Størrelser  i  et  vilkaarligt  Snit,  kan  man  linde  Paavirkningai 
i  et  hvilket  som  helst  andet  Snit  ved  at  opskrive  de  tre  Ligt- 
vægtsbetingelser  for  Stykket  af  Ringen  mellem  Snittene;  men 
man  kan  ikke  ved  de  statiske  Ligevægtsbetingelser  alene  finde 
N,  Af  og  O  i  noget  Snit  til  at  begynde  med,  Ringen  er  d 
statisk  ubestemt  System.  Man  maa  derfor  tage  Formfor- 
andringerne til  Hjælp,  ligesom  vi  tidligere  have  gjort  bt 
statisk  ubestemte,  lige  Bjælker.  Her  ses  det  nu  let,  hvorledes 
man  skai  skaffe  de  tre  manglende  Retingelsesligninger:  hm 
man  tænker  sig  Ringen  overskaaren  paa  et  enkelt  Sted,  mas 
de  to  derved  fremkomne  frie  Ender  hverken  drejes  eller  for- 
skydes  i   Forhold   til   hinanden;    naar  man   altsaa   tænker 
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^en  ene  Ende  holdt  fast  (indspændt),  skal  zfyi,  ^Xi  og  z/i/i 
"-dbr  den  anden  Ende  være  Nul. 

-         I  det  her  specielt  betragtede  Tilfælde  kan  man  imidlertid 
ved  Hjælp  af  Symmetrien  klare  sig  betydelig  simplere.    Tvær- 
snittet ved  A  kan  kun  være  paavirket  af  en  Normalkraft  og  et 
"-"  Moment;  thi  hvis  der  optraadte  en  Forskydning,  kunde  denne 
r. sammensættes  med  Normalkraften  til  en  mod  Snittet  skraat 
rettet  Resultant,    og  en  saadan    kan  ifølge  Symmetrien   ikke 
forekomme.     Normalkraften  ved  A  ses  endvidere  umiddelbart 
"-at  maatte  være  ^  P.    Der  bliver  saaledes  kun  den  ene  ubekendte, 
-^  Momentet  X  ved  A,  tilbage,  og  til  Bestemmelse  heraf  har  man, 
at  /d(pi  =  O,  som  ovenfor  forklaret.    Ved  Beregningen  af  ^dtfi 
behøver   man   kun    at   betragte    en   Kvadrant  af  Ringen,    da 
Tværsnittene  ved  A  og  S  paa  Grund  af  Symmetrien  maa  ved- 
blive at  staa  vinkelret  paa  hinanden. 

Inden  vi  kunne  opskrive  Betingelsen  z/91  =  O,  maa  vi 
udtrykke  Normalkraft  og  Moment  i  et  vilkaarligt  Snit  OC 
under  Vinklen  qp  med  OA  ved  (p  og  X.  Man  finder  ved  at 
betragte  Stykket  af  Ringen  mellem  OA  og  OC,  idet  den  positive 
Retning  for  Momentet  X  er  angivet  i  Figuren  [Retningen  er 
"valgt  saaledes,  at  et  positivt  Moment  søger  at  krumme  Ringen 
stærkere;  sammenlign  Bemærkningen  ovenfor  efter  Ligning (4)]: 

M  =  X+^P.r(l  — cosy),     iV  =  ^Pcosy. 

Ved  Indsættelse  heraf  i  (5)  faas  (med  ds  =  r  .  dtp)  Betingelsen : 

VtPcoscp,      ,    \^X-\-iP,r{l  —  cosqp)       ,  ^ 

Og  idet  Ey  F  og  I  antages  konstante,   findes  ved  Udførelse  af 
Integrationerne : 

^  =  -^'-(-2-i)-''-^- 

Det  sidste  Led,  som  hidrører  fra  Normalkraften,  ses  at 
være  meget  lille,  idet  Inertiradius  for  Ringens  Tværsnit  almindelig 
vil  være  meget  lillie  i  Forhold  til  r.  X  er  altsaa  negativ.  Tvær- 
snittet ved  A  bliver  strakt  indvendig,  trykket  udvendig. 

Momentet  i  et  vilkaarligt  andet  Snit  er  nu  givet  ved: 

M  —  X+  I  P.r(l  — cosy). 


hvor  sidste  Led  altid  er  positivt  for  Kvadranten  AB\  Moineill 
ved  A  er  derfor  det  største  negative  Moment,  der  forekomiMt 
og  det  største  positive  Moment  maa  lindes  ved  B,  hvor  sidilt 
Led  bliver  storst.     Momentet  ved   B  bliver  tillige  det  ahsdBl   1* 
største;  det  er: 

n        nrr  jt    v  r'  J 

hvor  I  er  Tværsnittets  Inerliradius:  Nomialkraflen  ved  BerNil 
Forkortelsen  ^rf.^  af  Diameteren  gennem  A  kan  findes  vei 
(6),  Forlængelsen  ^d^  af  Diameteren  gennem  B  ved  (7).  HA 
man  ser  bort  fra  de  Led,  der  hidrøre  fra  Normalkraflsm 
Virkning,  faas: 


1!^ 


^Pr(l  — cosy) 


(r  —  rsin  qo)  .r.i 


El  \7i        2  / 


Paa  samme  Maade  findes: 


-"-^il-D- 


Dette  Exempel  finder  Anvendelse  ved  Beregning  af  Spsn- 
deringe  for  krydsende  Rundjærnsdiagonaler,  af  Rør,  der  paa- 
virkes til  Tryk  i  diametralt  modsatte  Punkter,  cirkulære  Kæås- 
led  o.  I.  For  ovale  (elliptiske)  Kædeled  udføres  Beregningen 
paa  samme  Maade,  men  man  støder  her  paa  elliptiske  toli-'- 
graler,  saa  man  maa  ty  til  Rækkeudvikling  eller  grafisk  Inte- 
gration. 

De  fleste  Forsøg  over  krumme  Bjælker  ere  udførte  med 
Ringe  som  den  her  behandlede,  men  rigtignok  i  Almindelighed 
med  Materialer,  der  ikke  følge  Hooke's  Lov,  saa  man  kat 
ikke  vente,  at  Forsøgsresultaterne  skulle  stemme  absolut  met 
Beregningen,  eller  at  man  deraf  skal  kunne  drage  nogen  bestem 
Slutning  om,  hvilken  af  de  to  Beregningsmethoder  der  er  dei 
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Bach  *)  har  anstillet  nogle  Forsøg  med  Støbejærns- 
for  hvilke  den  ydre  Diameter  var  omtrent  10^"*-,  Længden 
ibringerretningen,  6^™-,  Godstykkelsen  1,3 — 1,6*^".  I  neden« 
de  Tabel  er  anført  de  Værdier  af  Spændingen  i  Brud- 
:ket,  som  Bach  har  beregnet  under  Forudsætning  af,  at 
nittene  holde  sig  plane,  endvidere  de  Værdier,  der  findes 
igning  (8)  og  (3),  og  endelig  de  Værdier,  man  skulde 
ventet  som  Brudbelastning,  hAds  Theorien  var  exact; 
sidste  Tal  ere  fundne  ved  at  multiplicere  Brudgrænsen 
æk  med  1,75  eller  1,5,  eftersom  *  Støbeskallen  var  bort- 
;ller  ikke  (rektangulært  Tværsnit,  sammenlign  §  53): 


r 
cm. 

Gods- 
tykkelse 

cm. 

Beregne 
spænding 

Bach 

5t  Brud- 
»  kg./cm.» 

Lign. 

(8)  og  (3) 

Brud- 
spændingen 
skulde  være  : 

kg. /cm.*. 

)tøbeskal 

1      4,25 

1 
1,50 

3657 

3220 

2370 

» 

4,28 

1,50 

3685 

3250 

» 

» 

4,24 

1,55 

3269 

2930 

» 

Støbeskal 

4,34 

1,39 

3498 

3120 

2760 

» 

4,34 

1,35 

3695 

3300 

» 

»tøbeskal 

4,26 

1,56 

3135 

2760 

2520 

K 

4,25 

1,55 

3156 

2790 

• 

Støbeskal 

4,37 

1,32 

3508 

3170 

2940 

» 

4,36 

1,31 

3759 

3370 

• 

gen  af  Tallene  passe  videre  godt,  men  de  efter  Ligning 
(3)  beregnede  ere  dog  aabenbart  en  Del  rigtigere  end 
Bach  beregnede.  Der  synes  herefter  absolut  ingen  Grund 
e  til  at  foretrække  den  langt  besværligere  Beregning 
e  plane  Tværsnit  som  Udgangspunkt  **). 


isticitåt  und  Festigkeit,  2te  Aufl.  S.  340  o.  f. 

en  nyeste  Udgave  af  ^Elasticitåt  und  FestigkeiU  (3te  Aufl.  Berlin,  1898,^ 

470  o.  f.)  forsvarer  Bach  paa  det  kraftigste  Beregningsmaaden  med 

plane  Tværsnit  som  Udgangspunkt  og  anfører  ogsaa  nogle  nye  For- 
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Foppl  anfører  *)  tre  Foi-søg  med  Lerrør  af  13' 
Diameter,  16 — iV"-"-  Godstykkelse;  de  to  af  Rørene  lielflsid 
ved  et  Trj'k  i  diametralt  modsatte  Punkter,  og  der  mnalil 
nogle  sammenhørende  Værdier  af  Kraflen  og  Forøgelsen 
den  vandrette  Diameter  samt  Brudbclastningen .  og  bfl 
beregnedes  ved  (9)  Elastioitetskoefficienten  og  ved  (8)  Bnii 
spændingen;  det  Iredie  Rør  belastedes  som  en  almindelig BjslD 
med  to  Understøtninger  med  en  Enkeltkraft  i  Midten,  ogopH 
her  beregnedes  E  og  Brud  spændingen.  Resultaterne 
meget  godt  med  hinanden;  de  ere: 


E 
kg./cm.' 

Brud- 
spænding 
kg. 'cm,' 

Belastet  som  Ring 

.      Bjælke 

1863D0 
2(15400 
201000 

168,7 
1G5,1 
173,8 

Exempel  2,  En  parabolsk  Bue  sløtter  ved  Enderne  m«fS! 
faste  Clmriiierer  og  bærer  en  ensformig  Belastning  p  pr.  /-itnjitl 
enhed.     (Fig.   189,  PI.  21). 

Hver  af  de  to  Reaktioner  kan  opløses  i  en  lodret  ogB 
vandret  Komposant;  den  lodrette  er  paa  Grund  af  Synnnetrt 
!■§  3p''  de  vandrette  ere  Uge  store,  men  kunne  ikke  beslem-l 
mes  ved  de  statiske  Ligevægtsbetingelser  alene.  Denne  ol*  I 
kendte  vandrette  Kraft  kaldes  //;  til  dens  Bestemmelse  beDVtl 
tes  den  Betingelse,  af  Afstanden  /  mellem  de  to  Chamiereterl 
uforanderlig,  altsaa  [Ligning  (6)|  :  Jl  =  Q. 

søg  med  meget  skarpt  krummede  Stieiiger  (r  =■  7  o" ,  Oodstykkel!* 
^  B«™)  af  Støbejæra;  for  dfssc  beregner  han,  ligeaom  det  ovenfor* 
gjort,  BiTnispiemiingen  efter  begge  Metlioder  og  finder  efter  sin  tg« 
Beregnlngsmaade  ca,  20  "jn  for  store  Vierdier,  under  Forudsætning  "I 
retliuet  Spændingsfordeling  ca.  30  "/o  for  smaa  Værdier.  Ingeu  iF  M^ 
thoderne  synes  herefter  særlig  korrekt,  men  det  er  ganske  Tiat  tt 
Ulempe  ved  den.  der  gnar  ud  fra  retlinet  Spiendingsfordeling,  at  dto 
fører  til  Resultater,  der  ligge  paa  den  usikre  Side.  Imidlertid  ku 
Spørgsmaalet  aldrig  afgores  ved  Forsøg  med  Støbejærn.  og  man  niM 
a^ente  Meddelelser  om  Foppl's  Forsog,  Det  er  naturligvis  kun  ft* 
meget  skarpe  Krumninger,  at  Sporgsmaalet  overbovedet  har  E 
•)  Centralbl.  d,   Bauvenvoltuug.  1B9B.  S,  490, 
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Der  lægges  et  Koordinatsystem  med  Begyndelsespunkt  i  A 
ar-Axen  gennem  B.     I  det  viUcaarlige  Punkt  (a:,  y)  er  Mo- 
jntei: 

M  ^H.y~\p[lx-x^), 

t  et  positivt  Moment  skal  frembringe  en  Forøgelse  af  Krum- 
s^n.  Ved  Projektion  paa  Tangenten  i  (æ,  i/),  der  danner 
Lnklen  9  med  den  vandrette,  findes  Normalkraften: 

iV  »:  —  if  cos  ep  —  p[\l  —  x), 

ved  Indsættelse  heraf  i  (6)  findes  Ligningen  til  Bestemmelse 
if.  Naar  vi  foreløbig  se  bort  fra  de  to  første  Led  i  (6),  der 
drøre   fra  Nonnalkraften   og   have    langt  mindre  Betydning 

sidste  Led,  faas,  idet  Tværsnittet  af  Buen  er  konstant,  og 

i/i.  Ordinaten  til  S,  er  Nul: 


I 


«i [_  Hy^  +  \p  [Ix -  X')  y]  ds  =  0. 
o 


Buens  Midtlinie  har  Ligningen  : 
■og  ved  Hjælp  heraf  faas: 


H  5;-  y^ds  =  P^  ^yds, 


H  =  ^' .  (10). 

Ved  Benyttelse  heraf  og  af  Parablens  Ligning  findes  Mo- 
mentet i  det  vilkaarlige  Punkt  at  være: 

M=  H,u-\p[lx-x')=  Hy-P^^.y  ==  O, 

Buen  er  altsaa  kun  paavirket  til  direkte  Sammentrykning 
af  Normalkraften.  Dette  Resultat  er  ikke  saa  mærkeligt,  da 
Parablen,  som  bekendt,  er  Ligevægtsform  for  en  Bue  eller 
Kæde  med  ensformig  Belastning,  og  vi  have  i  Virkeligheden 
ogsaa  tidligere  (S.  16)  fundet  det  samme  Udtryk  for  den  vand- 
rette Komposant  af  Trykket  i  Buen  som  her. 

A.  Ostenfeld:   Teknisk  Elatticitetslære.  <2t% 
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Resultatet  forudsætter  imidlertid,  at  Buen  er  usammen-  I 
trykkelig,  idet  vi  have  set  boii  fra  Normalkraftens  Vifkning.  I 
Naar  Buen  derimod  virkelig  trykkes  iioget  sammen,  vil  deraf  I 
følge  en  lille  Nedbøjning  i  lodret  Retning;  Midtlinien  følger  dl  I 
ikke  mere  nøjagtigt  den  parabolske  Ligevægtsform,  og  der  mas  I 
altsaa  fremkomme  smaa  bøjende  Momenter.  Dette 
oggaa,  naar  de  to  første  Led  i  (6)  medtages;  man  Dndef,j 


pJ!. 


H  r  ij^'  ifds  +  y  ^    cos<;pf/,i-  —  ^-  *\  ^ ,'/  »^os  cpd<p\ 

("Si  i  i''  II'"  1 

De  to  sidste  Led  paa  højre  Side  forsvinde  paa  Grund  af  I 
Symmetrien;  sidste  Led  paa  venstre  Side  kan  ved  delvis  lufe-  I 
gration  omskrives  til 


p    ■  \    sin^jdy; 

hvis  man  har  at  gøre  med  en  flad 
væsentlig  Fejl  s;vttes  Hg  Nul,  i'osy  = 
finder  da: 


Bue,    kan    sln^ 
1,  ds  =  dx.   o 


"{S. 


y'dx  + 


I 


j^dx. 


Og  idet  man  ved  Hjælp  af  Parablens  Ligning  har; 


faas  endelig: 


9W.r  _  -»,;./■■, 


pi' 

-  Sf  ■ 


1  + 


(III- 


8    f 


hvor  1  betegner  Inertiradius  af  Buens  Tværsnit;  den  sidste 
Brøk  vil  i  Almindelighed  være  temmelig  lille. 

Opgaver  som  de  her  i  Exemplerne  behandlede  løses  imid- 
lertid lettere  paa  anden  Maade,  —  ved  Benyttelse  af  Systemels 
Deformation sarbejde,  —  saa  vi  skulle  ikke  komme  nærmere 
ind  paa  dem  her. 

Opg.  45,  Et  cirkuliiTt  Ror  er  udvendig  Tra  to  diametralt  niodultt 
Sider  paavirket  af  et  ensformig  fordelt  Ti-yk  (ensformig  fordelt  over  Diune- 
tralplanen).     Find  største  Paavirkning  af  Materialet. 
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§  71.  Plane  Plader,  paavirkede  til  Bøjning.  Vi 
skulle  ikke  her  indlade  os  paa  nogen  fuldstændig  Behandling  af 
dette  Spøfgsmaal,  men  kun  for  at  give  et  Begreb  om  Fremgangs- 
maåden  gennemføre  Beregningen  i  det  simpleste  Tilfælde:  en 
cirkulcér,  tynd  Plade,  der  er  understøttet  langs  sin  Periferi  og 
ensformig  belastet  med  p  pr.  Arealenhed,  *) 

Idet  Pladen  antages  vandret,  vil  der  være  Symmetri  btn 
en  hvilkensomhelst  lodret  Diametralplan;  Pladen  vil  bøje  sig 
ned,  saa  Midtersnittet  formes  efter  en  Omdrejningsflade.  1 
Meridiansnittene  vil  der  paa  Grund  af  Symmetrien  ingen  Forr 
skydningsspændinger  optræde ,  og  Normalspændingeme  maa 
i  samme  Afstand  fra  Centrum  være  de  samme  i  alle  Meri- 
diansnit. Naar  vi  betragte  et  Element  af  Pladen ,  begrænset 
af  to  konsekutive  Meridiansnit  og  to  konsekutive  CyUnder- 
flader  med  den  lodrette  gennem  Pladens  Centrum  som  Axe 
(Fig.  190,  PI.  21),  vil  der  herpaa  virke  følgende  Kræfter:  paa 
Overfladen  Belastningen  p,  paa  Cylinderfladerne  lodrette  For- 
skydninger r  og  T-f-  dT  samt  Normalspændinger  Or  og  Or  +  dOr 
(i  radial  Retning),  paa  Meridiansnittene  kun  Normalspændin- 
ger Ot  (i  tangentiel  Retning),  og  disse  Kræfter,  skulle  holde 
hinanden  i  Ligevægt. 

Ved  Projektion  paa  vandrette  Linier  i  Retning  af  Tangenten 
eller  Radius  findes ,  at  Kræfterne  Ot .  dF  og  ligesaa  Kræfterne 
Or  .  rfFmaa  danne  Kraftpar;  disse  Kraftpars  Momenter  pr.  Længde- 
enhed af  Snittene  ville  vi  kalde  f^t  og  jU^.  Ved  Projektion  paa 
en  lodret  Linie  faas  en  Relation  mellem  Belastningen  p  og 
Forskydningsspændingerne.  Belastningen  paa  den  Del  af  Pla- 
den, der  ligger  indenfor- en  Cirkel  med  Radius  r,  er  p  .  Ttr^,  og 
dette  maa  være  Størrelsen  af  hele  Forskydningen  paa  det  cylin- 
driske Snit  med  Radius  r;  paa  den  Del  af  den  indvendige  Cy- 
linderflade, der  hører  til  det  i  Fig.  190  betragtede  Element,  vir- 
ker der  altsaa  ialt  en  Forskydning. 

Vi  skulle  dernæst  benytte,  at  Momenterne  med  Hensyn  til 
tre  vilkaarlige  Axer  skulle  være  Nul.     Med  Hensyn  til  en  lod- 


*)  Behatidliilgen  ér  taget  efter:    Féppl:  Festigkeitslehre,    1897,    S.  253  o.  f., 
og  Flamant:  Résistance  des  matériaux,  1886,  S.  535  o.  f. 
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ret  Axe  gennem  det  betragtede  Eleraciits  Midtpunkt  fors^inite  1 
alle  Kræfternes  Momenter  af  sig  selv,  med  Hensyn  til  en  vand-  I 
ret  Axe  gennem  Elementets  Midtpunkt  og  i  Retning  af  Raiiius  I 
forsvinde  de  ligeledes  paa  Grund  af  Symraetrieu.  Tilbage 
bliver  der  kun  at  opstille  Momentligningen  om  en  vandret  Ak  I 
vinkelret  paa  Meridianplanen,  f.  Ex.  AÅ  (F"ig.  190),  beliggende  I 
i  Tangentplanen  til  den  indvendige  Cylindertlade. 

Kraften  7"s  Moment  er  Nul;  Momentet  af  Kraften  T-frfn 
den   udvendige  Cylinderflade  er,   idet  Produktet  dT.dr  er  fot-J 
svindende : 

T .  dr  =^  Jpr* .  dr  .  dip. 

Kræfterne  o,dF  paa  den  indvendige  Cylinderflade  daiuih 
som  ovenfor  vist,  et  Kraftpar  med  Moment  ^, .  rdip,  og  ds 
Kraftparrets  Axe  netop  er  en  Linie  som  AA,  bliver  disse  Kræf- 
ters Bidrag  til  Momentsumnien  -5-  ftr.r.ilip  (negativt,  naar 
Momentet  af  T -\- dT  er  |)ositivt,  idet  vi  regne  fj^  posifwl.  haii 
der  bemrkes  Tryk  i  de  uverslc,  Træk  i  de  nederste  Fibre  i  Pia- 
den).  Normalkræfterne  paa  den  udvendige  Cylimierflade  levere 
Bidraget;  {/ir  +  d/ir)  (r  +  dr)  dtp.  Endelig  have  vi  Krællcmt 
Gf.dF,  som  ligeledes  regnes  positive,  h\'is  de  bevirke  Tryk 
foroven  i  Pladen.  For  hver  af  Meridianplaneme  danne  de  <A 
Kraftpar  med  Moment  fii .  dr,  og  hvis  Axer  erc  vandrette 
Linier  i  Meridianplanerne,  og  de  knnne  sammensættes  til  el 
resulterende  Kraftpar,  hvis  Axe  har  Retningen  AA,  og  h^is 
Moment  er: 

2^  ,  dr  .  sin  \dip  =  m.dr  .  dip\ 

i  Momentligningen  indgaar  dette,  som  man  let  ser,  med  negl- 
ti  vt  Fortegn. 

Belastningen  paa  Elementets  Overflade  er 

p  .rdrdip: 

dens  Moment    faas    ved   Multiplikation   med    \dr   og  er  j 
forsvindende  (Leddene   i   Momentligningen   ere   uendelig  smaa 
af  2den  Orden). 

Momentligningen  for  Axen  AA  er  r 

\pr*  .dr.dip 
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eller  med  Bortkastelse  af  dfir-dr  og  Bortdivision  af  df\): 

fit-^^pr'  +  f^  +  r.^  (12). 

Vi  skulle  nu  have  fat  paa  en  Relation  mellem  Formfor- 
andringerne og  Spændingerne  og  derigennem  et  Udtryk  for 
l^r  og  f^t•  Angaaende  Formforandringerne  forudsættes  det,  at 
Punkter,  der  oprindelig  laa  paa  en  lodret  Linie,  efter  Nedbøj- 
ningen  endnu  ligge  paa  en  ret  Linie.  Dette  er  det  samme 
som  at  forudsætte,  at  de  oprindelige  Cylinderflader,  som  vi 
have  talt  om  ovenfor,  gaa  over  til  at  blive  Kegleflader  med 
Toppunkter  paa  den  lodrette  gennem  Pladens  Centrum,  og  at 
Punkter,  der  oprindelig  laa  i  en  Meridianplan,  vedblive  at 
ligge  i  denne.  Det  ovenfor  betragtede  Element  af  Pladen 
deformeres  altsaa  som  vist  i  Fig.  191,  PL  21;  den  neutrale 
Flade  ao&oCo,  hvori  alle  Længder  blive  uforandrede,  ligger  midt 
i  Pladen. 

Vi  betragte  et  Lag  Fibre  i  Afstanden  z  under  den  neutrale 
Flade  og  søge  et  Udtryk  for  Foriængelserne  pr.  Længdeenhed 
af  Linierne  ab  og  ae.  Den  indvendige  Kegleflade  (oprindelig 
en  Cylinderflade)  har  Toppunktsvinklen  2a.  ab  er  en  Cirkel- 
bue, hvis  Radius  oprindelig  var  r,  men  nu  er  bleven  r-\-a,z, 
(Formforandringen  forudsættes  som  sædvanlig  saa  lille,  at  a  og 
tga  eller  sina  kunne  erstatte  hinanden).  Elementet  afe,  hvis 
oprindelige  Længde  var  r .  cft/;,  Jiar  derfor  feaet  Længdetilvæxten 
az.(bp;  Foriængelsen  pr.  Længdeenhed  i  tangentiel  Retning  er 

altsaa : 

az,dib  z  ,  Qv 

^t   "= TT-  =    —  •  «•  (13) 

r  ,dip  r  ^    ^ 

Linien  ae,  hvis  oprindelige  Længde  var  dr,  har  faaet  Længde- 
tilvæxten z .da;  altsaa  er  Forlængelsen  pr.  Længdeenhed  i 
radial  Retning: 

«,  — z.-^.  (14) 

Naar  vi  nu  af  St  og  €r  skulle  danne  Udtryk  for  Spæn- 
dingerne Ot  og  Or,  maa  det  erindres,  at  Spændinger  og  Form- 
forandringer ikke  ere  proportionale,  naar  der  virker  Kræfter  i 
forskellige  Retninger  (§  17,  S.  51);  man  har  derimod: 


og  ved 'Opløsning  heraf  findes:  . 
mE    ,         .      . 


mE 
m'  — 1 


(me,  -I-  c,). 


Naar  Udtrykkene  (13)  og  {14)  for  ej  og  e^  indføres  heri,  faas: 

mE  /      a    ,   da\ 

'        m*  —  1        \      r    '   dr/ 


mE         (       da  ,    a,\ 


(li 


Naar  z  regnes  positiv  nedad,   faas  altsaa  Trækspændinger 

forneden,  naar  a  og  -7-  ere  positive. 

Vi  skulle  nu  danne  Udtryk  for  ^j  og  f^r-  f^t  betegner 
Momentet  af  Kræfterne  OidF  med  Hensyn  til  Axen  OoCo  for  en 
Længdeenhed  af  Linien  OgCo,  altsaa  haves,  idet  Arealelementet 
dF  =  \.  dz: 
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ler : 

d«a       rfa  _  _a       6  (m^  —  1)       ^  _  ^ 


Sættes  for  Kortheds  Skyld: 

6  (m'  —  1) 
^.  mKEh^ 

iver  Differentialligningen: 


./,  =  Ar, 


o  d'a    .da  ,    »r  «        ^^ 

De  tre  første' Led  heri  faas  ved  Differentiation  a^: 

rorfor  Ligningen  kan  skrives:  .    .  ^  - 


^oraf  ved  Integration: 
idet  endvidere: 


r  Ir 


ides: 


—  _      =  r« 


rf.(-^)  +  iiVr*-h^Vrfr  =  0, 


-^..+  iJVr'-^,:+C,  =  0. 


Lader  man  i  næstsidste  Led  2-Tallét  indgaa  i  Konstanten^ 
ves  endelig: 

a 1  ATrs  _,.  ^l  _|_  C, .  r^  (19). 


og  ved  opløsning  heraf  findes:  . 
mE     .        .     , 


mE 
-n'  — I 


{niér  +  s,) . 


Naar  Udtrykkene  {13}  og  (14)  for  et  og  e,  indføres  heri, '. 

mE  (      a    ,   da\ 

m'  —  l        V       r    '    dr/ 

mE         {       da  ,    a\ 
m'  —  1      \       dr  '    r  / 

Naar  z  regnes  positiv  nedad,   faas  altsaa  Trækspændi 

forneden,  naar  a  og  -j-  ere  positive. 

Vi  skulle  nu  danne  Udtryk  for  fit  og  fir.  ft-t  bele 
Momentet  af  Kræfterne  OjdF  med  Hensyn  til  Axen  aod,  fo 
Længdeenhed  af  Linien  a«Co,  altsaa  haves,  idet  Arealeleim 
dF  =  1  .  dz: 

f  .„  mE      (        a    ,   da\  t^^*  .. 

mE         A°   /        a    ,   da\     ■ 
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Til  Bestemmelse  af  Konstanterne  har  man  for  det  først 
at  Tangcntplanen  til  den  neutrale  Flade  niaa  være  vandret) 
Centrum,  altsaa  c  =  O  her;  r  =  O,  «  -=  O  giver  Ci  =^  0.  Dra 
anden  Betingelse  maa  lientes  fra  Understøtningsniaaden;  hvis 
Pladen  er  indspændt  langs  Kanten  (r  ^  r,),  maa  her  a  =0; 
hvis  Pladen  er  simpelt  understøttet  langs  Kanten  og  ikke  for- 
længet ud  over  denne,  maa  r  ■=  ri  give  a,  =  O. 

Vi  ville  først  tænke  os  Pladen  indspændt  langs  Ranen. 
Idet  r  —  r,  skal   give   «  =  O,   faas  C»  =  gA^ri*;    Ligning  (191 


lNT^  +  ^Nr,'r^kmr.' 


m 


Herved  kunne  fij  og  e,  [(13)  og  (14))  udtrykkes  ved  s,  i"  og 
de  givne  Størrelser  ri  og  AT;/ man  finder: 


Et  =  iNr(ri'  — r«),  Sr  -=  iiVz(r,' ^  3r^) . 


is  tel 


I  Midten  af  Pladen  (r  =  0)  blive  de  naturligvis  Bpi 
store,  £(=£,  =  iNzr,'.  De  aftage  begge  med  voxende  r;  for 
r  =  ri  bliver  f(  =  O,  e^  =  — JiVzri',  hvilket  er  den  numerisis 
største  Værdi  af  Forlængelsen,  der  forekommer.  Idet  e,  og 
Br  ere  de  virkelige  Forlængelser  pr.  Liungdeenheii  under  Hensya 
til  Kræfterne  baade  i  r-  og  f-Retningen  (de  maa  altsaa  saminoi- 
lignes  med  Støn  eiserne  ei,  e^  i  §  17),  bliver  den  ideelle  Spæn- 
ding lig  max.  £r .  E  eller  max.  et .  E,  altsaa  faas  her  den  absolut 
største  ideelle  Spænding  (med  z  =—  +;/>): 
max.  Gi  =  lENb  .  r,', 
og  ved  Indsættelse  af  Ns  Værdi: 

„    m'  —  1  Ti' 

„>ax.a,_i.-,^.p.-p. 
Sættes  m  =  4,  faas  til  Bestemmelse  af  Dimensionerne,  st 


(21) 


^^^^^ikke  maa  overskride  den  tilladelige  Paavtrkning.    r,  er  Pladens 
■  ydre  Radius,  b  Tykkelsen.    (21)  viser,  at  Spændingen  er  propor- 

I  tional  med  Ttri" .  p,  d.  v.  s.  med  den  totale  Belastning  paa  Pl^eor 

I  ss^iles  denne  Ug  Q,  faas: 

I  sa 


max.  ffj  ^  C.  "Ol 


saa  max.  o;  er  uafhængig  af  Radius. 
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Vil  man  beregne  Nedbøjningerne,  har  man  hertil,  at  a  er 
"Vinklen  mellem  Tangenten  til  Meridiankurven  for  den  neu- 
trale Flade  og  den  vandrette;  kaldes  Nedbøjningen  i  Afstanden 
r  fra  Centrum  y,  haves  altsaa 

Integrerer  man  og  bestemmer  Konstanten  saaledes,  at 
i^  =  O  for  r  =«  ri,  findes  Meridiankurvens  Ligning  og  deraf 
den  største  Værdi  af  y  (for  r  =  0): 

I/.I«.  =  ^'^Nr^  =  0,18  .  I^ .  (22) 

Naar  Pladen  er  simpelt  understøttet  langs  Randen  og  ikke 
forlænget  ud  over  Understøtningen,  maa,  som  ovenfor  bemær- 
ket. Konstanten  C«  bestemmes  ved  Betingelsen  (7^  =  O  for  r 
»^  ri.    Ifølge  Ligning  (15)  fører  dette  til,  at 


["•S+tI-"' 


Og  af  (19)  med  Ci  «•  O  findes: 


altsaa  har  man: 

3m4-"l 
8 


Nri«  +  C,(m+  1)  -  O, 


3m  +  1    ..  , 
^»  "   8(/n  +  1)  ^'" 


hvorved  <19)  bliver  til: 


**  '     8(iTl  -f- 1) 


(23) 


Nu  bestemmer   man  ligesom   ved  den  indspændte  Plade 
€t  og  €r  Og  deraf  den  ideelle  Spænding;  man  finder: 


s  71. 
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. .,  _;  I  Midten  er  et  —  e„  og  her  findes  tillige  de  største  Væniiet; 
den  største  ideelle  Spænding  bliver: 

3ni+  1     , 


0(  ■ 


-  E.iNz. 


n  +  l 


Og  ved  Indførelse  af  N's  Værdi  og  med  m  =^  4 : 

3(m--l){3m  +  l)         r,'   _  r,' 

°'      — S5i(7,rq^Tj —  P-TP  -  »''"•Pfti- 

Differentialligningen  for  den  neutrale  Flades  Meridianktm 
er  som  ovenfor: 

-^   ^    tn/t   _i   n 


hvor  a  tages  fra  (23).  Ved  Integration  og  Bestemmelse  af  Kon- 
stanten, saaledes  at  r  —  Ti  giver  ^  ^  O,  lindes  Nedbøjningen 
I  Midten  (med  m  ==  4); 


■  m«E/i' 


ti-1 


.  n*  =  0,74  . 


E.h^ 


..(25) 


Hvis  en  cirkulær  Plade  er  belastet  med  en  Enkeltkraft  i 
Midten,  kan  Beregningen  gennemføres  paa  ganske  lignende 
Maade;  man  faar  blot  et  andet  Udtryk  for  Forskydningen  T. 
For  ikke  at  blive  for  vidtløftige  skulle  vi  kun  efter  Føppl  an- 
føre  Resultaterne.     For   Nedbøjningen    i    Midten"  finder   man, 
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hiyor    /.    betegner    den    naturlige    LrOgarithme;    for  a  =  0,1  .  r 
^iver  dette: 

(Jj  =  ca.  1,0  .-^, 

]Ebr  a  =  0,01 .  r: 

p 

o  i  =  ca.  2,0  .  -j^. 

Ved  Randen  haves: 

P 
Gi  =  0,45  ^^ , 

der  er  ganske  uafhængig  af  Pladens  Størrelse. 

For  elliptiske,  kvadratiske  eller  rektangulære  Plader  er 
Beregningen  langt  vanskeligere;  vi  skulle  derfor  nøjes  med 
nedenfor  at  anføre  nogle  halvt  empiriske  Formler  for  disse 
Tilfælde. 

De  ovenfor  udviklede,  mathematisk  korrekte  Formlers 
Anvendelighed  er  naturligvis  bunden  til  de  gjorte  Forudsæt- 
ninger, navnlig  angaaende  Understøtningens  Beskaffenhed. 
Der  er  foretaget  adskillige  Forsøg  med  saadanne  Plader,  og 
xiaar  de  maalte  Nedbøjninger  have  vist  sig  ikke  at  stemme 
særlig  godt  med  de  beregnede,  maa  Grunden  vistnok  navnlig 
søges  i,  at  den  anvendte  Understøtningsmaade  hverken  har 
været  en  fuldstændig  Indspænding  eller  en  fuldkommen  simpel 
Understøtning. 

Da  Forholdet  imidlertid  er  det,  at  de  nævnte  theoretiske 
Understptningsmaader  heller  ikke  forekomme  nøjagtigt,  hvor 
plane  Plader  anvendes  i  Praxis,  skal  her  anføres  Resultaterne 
af  Bach's  Undersøgelser*),  hvorved  man  faar  et  ganske  godt 
Begreb  om,  hvorledes  F-ormlernes  Koefficienter  variere  med 
Understøtningsmaaden.     I  det  følgende  betegner 

h        Pladens  Tykkelse, 

p        en  ensformig  fordelt  Belastning  over  hele  Pladen, 
P        en  Enkeltkraft  i  Midten, 

•      fx,  lp  Koefficienter,  bvis  Værdier  udledes  af  Forsøgene, 
Oi       den  tilladelige  Paavirkning, 
/         Nedbøjningen  i  Midten. 


*)  Elasticitåt  und  Festigkeit,  3te  Aufl.  1898,  S.  535  o.  f. 


Bach  angiver  da  for   cirkulære  Plader  med   Radius  r 
formig  Belastning: 


f 


Eh" 


4,     : 


:  0,16  —  0,6; 


de  lavere  Værdier  gælde,  naar  Understøtningen  nærmer  sig  i 
en  Indspænding,  de  højere,  naar  den  najrmer  sig  til  en  fuld- 
kommen simpel  Understøtning. 

Cirkulære  Plader,  Enkeltkraft  i  Midlen,  fordelt  over  en  lilie 
Cirkel  med  Radius  /-o: 


■|(-5^)' 


.1,5; 


f    -. 


■  Eh' 


4,. 


Værdierne  af  ,u  og  <^  gælde  for  simpel  Understetning  og 
for  r«  lille  (<;0,l.r);  for  større  Værdier  af  tn  aftage  Koeffi- 
cienterne, 1^  hurtigere  end  /t. 

Elliptiske  Plader  med  Halvaxerne  a  og  ft  (o  >■  b),  ensformig 
Belastning. 
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Rektangulære  Plader,  Sidelængder  a  og  b{a>  b),  ensformig 
elastning : 

l  +  (a) 
Rektangulære  Plader,  som  ovenfor,  Enkeltkraft  i  Midten: 

I  Mangel  af  en  ved  Forsøg  bestemt  Værdi  af  f^  for  rekt- 
angulære Plader  kan  man  vel  foreløbig  bruge  de  for  kvadra- 
tiske Plader  angivne. 


§  72.  Plane  Plader,  paavirkede  til  Bøjning  og 
Træk.  I  den  foregaaende  §  er  der  ikke  i  Beregningerne  taget 
Hensyn  til  den  Mulighed,  at  der  langs  Randen  af  Pladen  kan 
virke  et  radialt  Træk,  der  modarbejder  Bøjningen;  i  Bach' s 
empiriske  Formler  refererer  Koefficienten  f^s  Variation  med 
Understøtningsmaaden  sig  i  Virkeligheden  for  en  stor  Del  til 
det  Træk,  der  nødvendigvis  i  de  fleste  Tilfælde  maa  frem- 
komme, saaledes  som  Understøtningen  praktisk  udføres.  Her 
skal  det  vises,  hvorledes  man,  ialt  Fald  tilnærmelsesvis,  kan 
indføre  dette  Træk  i  Beregningen,  naar  Pladen  langs  Kanten 
er  saa  sikkert  befæstet,  at  man  virkelig  tør  regne  dermed*). 

Vi  begynde  med  at  undersøge  en  rektangulær  plan  Plade, 
der  kun  er  understøttet  langs  sine  to  Kanter^  altsaa  virker  som 
en  Bjælke.  For  en  saadan  Plade  kunne  de  sædvanlige  Form- 
ler for  Bøjning  og  Træk  anvendes;  naar  Pladen  imidlertid 
antages  meget  bred,  maa  man  dog  helst  indføre  en  lille  Modi- 
fikation af  Formlerne.  Disse  ere  nemlig  udledede  under  den 
Forudsætning,  at  Materialet,  hvis  det  f.  Ex.  er  paavirket  til 
Træk,  frit  kan  trække  sig  sammen  i  Tværretningen,  men  den 
Forudsætning  holder  aabenbart  ikke  ganske  Stik  her.  Hvis 
en  bred  Plade  er  paavirket  af  et  ensformigt  over  Bredden  for- 
delt Træk,   og  vi  antage,  at  der  slet  ikke  kan  foregaa  nogen 

♦)  Efter  Forchheimer:    Die  Berechnung   ebener   und   gekrummter   Behålter- 
béden,  Zeitschr.  f.  Bauwesen,    1894.     Ogsaa  som  Særtryk,    Berlin,    1894. 


§73. 
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EontraktioD  i  Retning  af  Bredden,  vil  delte  tof  en  smal  Strim- 
mel af  Pladen  være  eosbehdende  med,  at  der  birker  et  Trak 
ogsaa  i  Tværretningen,  netop  stort  nok  til  at  bindre  KoDtrak- 
tioneo.  Naar  den  omtalte  Strimmel  er  paavirket  af  en  Spæo- 
ging  tf   i  Længdervteingen.  maa  der,  for  at  ophæve   Kontrak- 

tiooen.  i  T^Tenvtningen  virke  en  Spænding  —  o,  og  sidst- 
nævnte Spænding  maa  f<»nundske  Forlængelsen  i  Længderet- 
nic^n.     I  Stedet  for  en  Forlængelse  f  ^  a:  E  faar  man  kuo: 

1 


m  a_i 1_\  a 

E     ^    E\         m*f  ^    E-' 


bvis   man    altsaa  af  en  given   Forlængelse  t    \'il   beregne  den 
tilsvarende    Spænding   tf   eller    omvendt    eRer    de    sædvanlige   I 
Formler,  maa  man  bruge  Værdien  E'  af  ElasticitetskoeCRcieD-   I 
ten.    Ganske  det  samme  gælder  for  Bojning:  xed  Beregning  af   ' 
Nedbfljjningen  skal  brages  Elastiritetskoefficienten  E'. 

For  den   omtalte  Plade,  der  er  simpelt  underslottel  langs 
to  Kanler   o^    paavirket   lil   Bojning    af  en    given    Belastning. 
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:taied  Bredde  1.     Nedbøjningen  af  Bjælken  i  Midten  er  (§  28): 

'         384  •    E'I  32  •  £'.  h^'  V*"'^' 

Horizontalkomposanten  S  af  Spændingen  i  en  Kæde  med 
Belastning  (1 — a).jopr.  Længdeenhed  og  med  Pilhøjde  f  er 
[se  S.  16  eller  §  70,  Ligning  (10)]: 


Endvidere  er: 


S^(l-«)/^'.  (38). 


s  =  ^—j-^  .E'.h, 


hvor  s  —  /  betegner  Differensen  mellem  Buelængde  og  Korde, 
h  den  betragtede  Strimmels  Tværsnit.  Differensen  s  —  /  kan 
nøjagtigt  nok  findes  ved  at  betragte  Buen  som  en  Parabel,  i 
hvilket  Tilfælde  man  har*): 

_,_  _8_     /I 
s       /  —    3    .     ^   , 

altsaa : 

S  =   -|-  .  ^  .  E' .  h  .  (39). 

Af  de  tre  Ligninger  (37),  (38)  og  (39)   kunne  a  og  f  elimi- 
neres, hvorefter  S  kan  bestemmes.     (37)  og  (38)  give: 

_pP_±    E^ 
~  Sf       5  •     /«    ' 

og  ved  Kombination  heraf  med  (39)  faas: 

/*  +  ^/''/-=  /t-^.  (40K 


*)  Parablens  Ligning,  med  Begyndelsespunkt  i  Toppunktet,  er: 

g  —    j2  ^  f 
hvoraf; 

Og  ved  Rækkeudvikling,  idet  kun  de  to  første  Le4  medtages : 

«  =  '+!'•  7- 


§  72.  4« 

Heraf  finder  man  lettest  /  ved  at  preve  sig  frem,  hxoreftei 
ft  beregnes  af  (37),  S  af  (38);  og  nu  bestemmes  endelig  største 
Spænding  ved  at  addere  den  direkte  Trækspænding  S 
Spændingen  fra  Momentet  g  .  ap  ./',  altsaa: 

S 
h 


"  ^  4    A*  ■ 


m 


Man  skal  her  naturlig\is  ikke  bruge  Ligning  (37)  i  §  66, 
da  S  netop  er  bestemt  ved  Hjælp  af  Nedbøjningen. 

Exempel.  En  1  "^  tyk  Jærnplade  er  understøttet  langs 
sine  to  Kanter  i  1  "■  Afstand  og  paavirket  af  et  Tryk  paa 
0,2  kg-ZcniA 

Idet  E-  sættes  lig  2200000  kg.  cm.«,  bliver  (40)  til: 

/'  4-  0,3f  =.  0,426, 

hvoraf  f  =  0,621  ™-.    (37)  giver  nu  , 
S  =■  227  kg.     Største  Spænding  er; 


■-  0,437  og  (38)  endelig 


1 


1" 


^  227  +  (}56  =  883  kg. /cm.' 


Paa  ganske  analog  Maade  tøses  Ovgaven,  naar  der  er 
Tale  om  en  cirkulær  Pinde,  der  iinderstaltes  langs  hele  Omkredsen 
og  er  ensformig  belastet  med  /i  pi".  Arealenhed.  Den  neutrale 
Flade     tor    Pladen    efter    Xedbojningen     kan     tilnærmelsesvis 
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Træk   efter   Formlen   ovenfor.      Efter    Formel    (25)   i    forrige 
^aragraf  har  man  da,  idet  ri  er  Pladens  Radius : 

f  =  0,74 .  1^ ;  (42). 

Idet  man  endvidere  nøjagtigt  nok  kan  sætte  Kuglefladens 
Radius  ro  =  ^^,    har  man  for  den  direkte  Trækspænding  i 


Kuglen : 


_  (1— a)pri«  .      ■ 

o  -  j^^^  .  (4d). 


Differensen  mellem  Buelængde  og  Korde  for  et  Diamelral- 
snit  i  den  bøjede  Plade  kan  ligesom  ovenfor  regnes  til: 

s-2r.  ^    8    /^    _    4     r 


3     /  3     ri  • 

Naar   man   betragter  en  Strimmel  af  Bredde  1   langs  en 
Diameter  i  Pladen,  faar  den  en  Forlængelse  pr.  Længdeenhed 

5 2ri 

—jr i  begge  Retninger;   dertil  maa  svare  en  Spænding  a  i 

Strimlens  Længderetning,  givet  ved 


a 

s— 2ri 

m.E 

2ri     • 

E 

2     P 

E 

altsaa : 

E  2     P  ,.., 

m 

Af  Ligningerne  (42),  (43)  og  (44)  kan  a,  f  og  a  bestemmes ; 
af  de  to  første  findes  ved  Elimination  af  a: 

»         Eh» 


a  =  ^,- 


4/1/      2,96  .  n« ' 
og  ved  Kombination  heraf  med  (44),  idet  m  ^»^  4: 

P-\-0,38h*f=  0,28.^.  (45). 


Naar  /  er  bestemt  herved,   tindes  a  og  o  af  (42)  og  (-11 
og  nu  haves  den  resulterende  Spænding 


=  a  +  0,91.  ap-^, 


m. 


hvor  sidste  Led  er  taget  fra  Ligning  (24)  i  forrige  Paragral 
Den  her  kun  for  plane  Plader  viste  Behandlingsmaade  kan 
ogsaa  anvendes  paa  oprindelig  krumme  Flader  —  Kuglefladet, 
Kegleflader  o.  1.  —  men  desangaaende  maa  en  Henvisning  til 
Forchheiniers  ovenfor  citerede  Arbejde  være  tilstrækkelig 
Beregninger  som  de  her  meddelte  kan  der  blive  Brug  for  tii 
Vandbeholdere  o.  1. 


TRYKFEIL, 


Side  3,  Linie  10  f.  o.:  ÅD,  læs  ÅD, 

—  6,  —  8  f.  n.:  ab,  læs  ab* 

—  10,  —  6  f.  o.:  PI.  2,  læs  PL  2) 

—  15,  —  3  f.  n.:  lastingen,  læs  lastningen. 

—  21,  T-  12  f.  o.:  1'  — 2',  læs  V^^*. 

—  22,  —  3  1  o.:  F,  læs  Fu 

—  24,  —  2  f.  n. :  indeler,  læs  inddeler. 

—  30,  —  9  f.  n.:  /y,  læs  ly'. 

—  31,  —  8  f.  n.:  XV,  Ises  X'F. 

—  48,  —  6  f.  o.:  X}y  læs  ku 

—  63,  —  6  f.  o.:  Udiryk,  læs  Udtryk. 

I  1 

■~~  oo,  ""•  /  1.  n* !  (tji'T  i   *æs  fi|j»T  • 

—  134,  —  10  f.  n.:  RoOt,  læs  RoOo. 

—  137,  —  2  f.  n.:  n,  hvor,  læs  n),  hvor. 

—  148,  —  2  f.  o.:  £,  læs  Eu 

—  213,  —  18  f.  o.:  derover  brødes,  læs  derover,  brødes. 

—  227,  —  1  f.  n.:  Watcrtowriy  læs  Watertown. 

—  259,  . —  6  f.  o.:  de,  læs  der. 

—  310,  —  14  f.  o.:  e,  læs  de. 


I  Fig.  49,  PI.  5,  er  glemt  Bogstavet  O  ved  Midtpunktet. 
I  Fig.  94,  PI.  9,  er  glemt  den  vandrette  Tjrngdepunktsaxe. 
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